
1. (4b) �e²te Fourierovou metodou

utt = uxx x ∈ (0, 3), t ∈ R+

u(0, t) = u(1, t) = 0 t ∈ R+

u(x, 0) = 1− cos
(πx

3

)
, ut(x, 0) = 0 x ∈ (0, 3)

�e²ení: Víme (pokud si vztah nepamatujete, nezoufejtes a b¥hem cca 10 minut si jej odvo¤te), ºe
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a v na²em p°ípad¥ c = 1, l = 3. Vzpomeneme-li si na vztahy

cos(α) sin(β) =
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(sin(α+ β)− sin(α− β))

cos(α+ β) = cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β)

je evidentní, ºe (∀n ∈ N) : Bn = 0 a
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Proto tedy
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2. (4b) S nápov¥dou cos(α) sin(β) = 1
2 [sin(α+ β)− sin(α− β)] °e²te nehomogenní po£áte£n¥-okrajovou úlohu

ut = uxx x ∈ (0, 1), t ∈ R+

u(0, t) = 1, u(1, t) = −1 t ∈ R+

u(x, 0) = cos(πx) x ∈ (0, 1)

�e²ení: Funkci u hledejme ve tvaru u(x, t) = v(x, t)+w(x, t) kde funkce v spl¬uje okrajovou podmínku a je co nejjednodu²²í,
nejlépe aby vt = vxx = 0. Tomu vyhovuje nap°íklad p°ímka v(x, t) = 1− 2x. Pro w dostaneme úlohu

ut − uxx = wt − wxx = 0 x ∈ (0, 1), t ∈ R+

w(0, t) = u(0, t)− v(0, t) = 0, w(1, t) = u(1, t)− v(1, t) = 0 t ∈ R+

w(x, 0) = u(x, 0)− v(x, 0) = cos(πx)− 1 + 2x x ∈ (0, 1)



pro jejíº °e²ení známe vzorec (lze op¥t v cca 10�ti minutách odvodit), k = 1, l = 1:
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Dosazením vypo£ítáme
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a tedy
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3. (4b) Separujte následující PDR na dv¥ ODR:

utt = (k(x)ux)x −mux + u

�e²ení: P°edpokládáme, ºe u(x, t) = X(x)T (t). Dosazením do PDR dostaneme

X(x)T ′′(t) = (k(x)X ′(x)T (t))x −mX
′(x)T (t) +X(x)T (t) =

= k(x)′X ′(x)T (t) + k(x)X ′′(x)T (t)−mX ′(x)T (t) +X(x)T (t)

Po vyd¥lení rovnice výrazem X(x)T (t) dostaneme

T ′′

T
(t) =

kX ′′ + (k′ −m)X ′ + 1

X
(x) = −λ

z £ehoº vyseparujeme soustavu dvou ODR

k(x)X ′′(x) + (k′(x)−m)X ′(x) + (λ+ 1)X(x) = 0

T ′′(t) + λT (t) = 0

4. (3b) Sestavte tvar Laplaceovy rovnice uxx + uyy = 0 v polárních sou°adnicích x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ).

�e²ení: De�nujme
ū(r, ϕ) = u (r cos(ϕ), r sin(ϕ))

Potom derivace sloºené funkce

ūr = ux cos(ϕ) + uy sin(ϕ)

ūϕ = ux (−r sin(ϕ)) + uyr cos(ϕ)

ūrr = ux · 0 + uy · 0 + uxx cos2(ϕ) + uxy2 cos(ϕ) sin(ϕ) + uyy sin2(ϕ) =

= uxx cos2(ϕ) + uxy2 cos(ϕ) sin(ϕ) + uyy sin2(ϕ)

ūϕϕ = ux (−r cos(ϕ)) + uy (−r sin(ϕ)) + uxxr
2 sin2(ϕ)− 2uxyr

2 cos(ϕ) sin(ϕ) + uyyr
2 cos2(ϕ)
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