Testl - vzorové zadani
1. Ukazte, Ze nelinedrni rovnice u; = u2 + ., miZe byt pfevedena na diftizni
rovnici u; = ug, pomoci transformace w = e".

Regent: Dle napovédy polozime w(t,z) = e“t®) Pak:

Wy (ta .13) = eu(t,x)ut (t7 1‘)

Wy (tv .’E) = eu(t@)uz (tv :L')

a u T U xr a
= (")) wa(t, ) + e o (et )

— ") (2t @) + g (t, 7))

A tedy

Wee (L, 2) = et(t:) (ui(t, ) + Uy (2, :E)) = e“(t’w)ut(t, x) = we(t, x)

2. Naleznéte obecné feSeni rovnice zu, + yu, =0
ReSeni:

(a) Metoda charakteristik:

charakteristicky systém: =z
Y=y
’ ’ oy !
Yyry — arg : Zy—yxr=0 = 0==—— == (In(z) — In(y))
T Y
x
k1 =ln(z) —In(y) = ln (y>
ko = et = - Y(z,y)
Yy

wn-s(3

Je vidét, ze nalezené FeSeni jeni ve vhodném tvaru, jelikoz kdyz
v zadani vyménime soufadnice = a y, tak se zadand PDR nezméni,
kdezto FeSeni na volbé soutfadnic zavisi (nelze délit nulou, y # 0 a
x # 0 jsou ruzné tvrzeni). VSe se vyjasni, kdyZ si uvédomime, Ze
charakteristické kfivky jsou vSechny pfimky y = kx, k € R prochéze-
jici nulou (také y = 0).

Pro zdjemce: Pokud bychom se zajimali o FeSeni na celém R?, tak
takové FeSeni je pouze u(z,y) = k, k € R, protoze je feSeni kon-
stantni na v8ech p¥imkach prochazejicich bodem (0,0), tedy vsude



v R? ma hodnotu u(0,0) . KdyZ odebereme néjaké okoli bodu (0, 0)
tak muzeme zapsat feSeni jako

u(e,y) = G (argr (@), (5,y) € B2\ B(0,0),

kde arg(_. ,;y (@, y) je funkce, ktera dvojici (z,y) prifadi dhel bodu
(z,y) od osy = mé&feny proti otac¢eni hodinovych rucicek v inter-
valu (—7,7) a G je periodickd C?(R) funkce s periodou 7 takova,
7e G"(0) = G"(m).

(b) Metoda charakteristickych soufadnic, podrobngji viz [DraHol2011],
3.2.2
V tomto piikladu nemé uziti metody charakteristickych souradnic
prakticky vyznam, uvedme si ji ale také, a to z divodu, Ze se nam
bude hodit v piipadé linearni PDR prvniho fadu se ¢lenem bez derivace,
tj.

a(z, y)ue + b(z, y)uy + cu(z,y) = f(z,y).

Chceme provést substituci, kdy jedna ze souradnic (s) “kopiruje”
charakteristické k¥ivky, tj. feSeni bude konstantni vzhledem k nové
soufadnici s. Diky FeSeni metodou charakteristik vime, Ze charakter-
istické kiivky lze zapsat implicitnim vztahem ko = 2y~'. Polozime
tedy

substituce: s=xy !

t=y
u(z,y) = v (s(z,y), t(z,y))
Up = USy +ulty, = uly ™!
uy = ulsy +uity = wha(—y %) +u

0 = (2us + yuy) (s,1) = (yu Ty (uta(—y ) + u:)) (s.1)

= (yuf) (s,1) = tuj (s, t)
ul(s,t) =0 = u*(s,t) = F(s) = u(z,y)=F(zy™")




3. Rozhodnéte, v kterych oblastech roviny xy je rovnice
sin(zy)ugs — 6Ugy + Uyy — cos(x)uy =0
elipticka, parabolickd, hyperbolicka.
M Prepiseme PDR a ziskdme tak matici kvadratické formy:

0 = Sin(@y)ugs — gy + Uy — cos(z)uy
= ([QE 0y ] [Si“_(?) _13} Bﬂ + [0 —cos(z)] Bﬂ) (u)

Chceme uré¢it znaménka vlastnich &sel matice a v R? nam k tomu stadi
znat znaménko determinantu:

det ([Sin(”éy) _13D = sin(zy) — 9 < 0

Vlastni ¢isla maji opa¢na znaménka, zadand PDR je tedy hyperbolicka
v celém R2.
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