
Test2 - vzorové zadání

1. (5b) Řešte Fourierovou metodou

utt = uxx x ∈ (0, 1), t ∈ R+

u(0, t) = u(1, t) = 0 t ∈ R+

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ (0, 1)

kde
ϕ(x) = sin(πx) + 3 sin(2πx)− sin(3πx), ψ(x) = 1.

Řešení: Víme (pokud si vztah nepamatujete, nezoufejta a během cca 10
minut si jej odvoďte), že

u(x, t) =

∞∑
n=1

[An cos (nπt) +Bn sin (nπt)] sin(nπx)

ϕ(x, t) =

∞∑
n=1

An sin(nπx)

ψ(x, t) =

∞∑
n=1

nπBn sin(nπx)

A tedy (An) = (1, 3,−1, 0, . . . , 0, . . . ) a

Bn =
2

nπ

ˆ 1

0

ψ(x) sin(nπx) dx =
2

(nπ)2
[− cos(nπx)]

1
0 =

2

(nπ)2
(1− (−1)n)

(Bn) = (
4

π2
, 0,

4

9π2
, . . . ,

4

n2π2
, 0, . . . )

Řešením je funkce

u(x, t) = cos(πt) sin(πx) + 3 cos(2πt) sin(2πx)− 1 cos(3πt) sin(3πx)+

+

∞∑
m=1

4

(2m− 1)2π2
sin ((2m− 1)πt) sin((2m− 1)πx)
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2. (3b) Transformujte PDR na homogenní okrajové podmínky

ut − kuxx = 0 x ∈ (0, l), t ∈ R+

ux(0, t) = g1(t), ux(l, t) + hu(l, t) = g2(t) t ∈ R+

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ (0, 1)

Řešení: u(x, t) hledejme ve tvaru v(x, t)+w(x, t) tak, aby v(x, t) splňovala
okrajové podmínky a měla co “nejjednodušší” tvar

v(x, t) = A(t)
(
1− x

l

)
+B(t)

x

l

vx(0, t) =
1

l
(B(t)−A(t)) = g1(t)

vx(l, t) + hv(l, t) =
1

l
(B(t)−A(t)) + hB(t) = g2(t)

a tedy můžeme zjistit koeficienty A(t) a B(t):

B(t) =
1

h
(g2(t)− g1(t))

A(t) = B(t)− lg1(t) =
1

h
g1(t)−

(
l +

1

h

)
g2(t)

v(x, t) =

(
1

h
g1(t)−

(
l +

1

h

)
g2(t)

)(
1− x

l

)
+

1

h
(g2(t)− g1(t))

x

l
.

= g1(t)
1

h

(
1− 2x

l

)
+ g2(t)

1

h

x

l

Úloha pro w pak bude

wt − kwxx = − (vt − kvxx) = −vt

= −g′1(t)
1

h

(
1− 2x

l

)
− g′2(t)

1

h

x

l
x ∈ (0, l), t ∈ R+

wx(0, t) = 0, wx(l, t) + hw(l, t) = 0 t ∈ R+

w(x, 0) = ϕ(x)− v(x, 0)

= ϕ(x)−
(
g1(0)

1

h

(
1− 2x

l

)
+ g2(0)

1

h

x

l

)
x ∈ (0, 1)
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3. (4b) Separujte následující PDR

ut = kuxx −mux + u

na dvě ODR. Najděte λn v případě, že u(0, t) = u(1, t) = 0.

Řešení: Hledáme řešení ve tvaru u(x, t) = X(x)T (t) a tedy

X(x)T ′(t) = kx′′(x)T (t)−mX ′(x)T (t) +X(x)T (t)

T ′ − T
kT

(t) =
X ′′ − m

k X
′

X
(x) = −λ

PDR jsme rozdělili na dvě ODR

X ′′ − m

k
X ′ + λX = 0 ∧ X(0) = X(1) = 0

T ′ + (kλ− 1)T = 0

Pokračujme řešením první ODR, jejíž charakteristický polynom je

ξ2−m
k
ξ+λ = 0 ⇒ ξ ∈


{
m
k −

√(
m
k

)2 − 4λ; mk +

√(
m
k

)2 − 4λ

}
λ ≤

(
m
2k

)2{
m
k − i

√
4λ−

(
m
k

)2
; mk + i

√
4λ−

(
m
k

)2}
λ >

(
m
2k

)2
a řešení je tedy

X(x) =

Ae
(

m
k −
√
(m

k )
2−4λ

)
x
+Be

(
m
k +
√
(m

k )
2−4λ

)
x

λ ≤
(
m
2k

)2
e

m
k x

[
A cos

(
x

√(
m
k

)2 − 4λ

)
+B sin

(
x

√(
m
k

)2 − 4λ

)]
λ >

(
m
2k

)2
V případě, že λ ≤

(
m
2k

)2 by bylo X(x) = 0 a má smysl se tedy zabývat
pouze případem λ >

(
m
2k

)2. Potom
0 = X(0) = A

0 = X(1) = B sin

(√(m
k

)2
− 4λ

)
a hledáme tedy λn > 0 (chceme aby X(x) 6= 0 a tedy B 6= 0) taková, aby

sin

(√(
m
k

)2 − 4λn

)
= 0:√

4λn −
(m
k

)2
∈ {nπ| n ∈ N}

4λn −
(m
k

)2
∈
{
(nπ)

2
∣∣∣ n ∈ N

}
λn ∈

{
(knπ)

2
+ (m)

2

4

∣∣∣∣∣ n ∈ N

}
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4. (3b) Řešte rovnici

uxx + uyy = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b)

ux(0, y) = −a ux(a, y) = 0

uy(x, 0) = b uy(x, b) = 0

tak, že řešení hledejte ve tvaru polynomu 2. stupně v proměnných x a y.

Řešení: Nechť tedy u(x, y) = αx2 + βxy + γy2 + δx + εy + ϕ, (x, y) ∈
(0, a)× (0, b). Pak

0 = uxx + uyy = α+ γ ⇒γ = −α
−a = ux(0, y) = βy + δ ⇒β = 0 ∧ δ = −a
b = uy(x, 0) = βx+ ε ⇒ε = b

0 = ux(a, y) = 2αa+ βy + δ ⇒α =
1

2

0 = uy(x, b) = βx+ 2γb+ ε ⇒γ = −1

2
= −α

Proto tedy

u(x, y) =
x2

2
− y2

2
− ax+ by + ϕ.
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