MARS - tutorial 3

1. Piiklad: ([Cha-PMII] 553): Reste soustavu linearnich diferencidlnich rovnic prvniho Fadu

i (t) =4y (t)— 9ya(t)+ 5ys(t)
ya(t) = 11 (t)—10y2(t)+ Tys(t)
y5(t) = yi () =17y (t)+12ys(¢).
Resent:
Hledejme vlastni ¢isla matice
4 -9 5
A=]|1 —-10 7
1 —17 12
Tato &isla jsou kofeny charakteristického polynomu
4— X -9 5 T3
0=det(A—-XI)=| 1 —10 — A 7 ro =
1 —-17 12—-X | n
1 —17 12— | r
=—|1 —10— A 7 o —T1 =
4— )X -9 5 7”‘37(47)\)7"1
1 —17 12—\
=—|0 T7-2) —54+ A =—[(T=X) (=A*+16X—43) — (=5 + ) (59 — 17))] =
0 59—172 —A2416)\ —43

= - A4 6A7 — 1IN+ 6= —(A— 1)(A—2)(\—3),

tedy A1 = 1, Ay = 2, A3 = 3, coZ jsou navzajem rizné vlastni ¢isla s ndsobnost{ 1. Ke kazdému vlastnimu ¢éislu
A; hledejme piislusny vlastni vektor u;, ktery je netrivialnim feSenim rovnice



Tedy

3 -9 571 1 1 —11 77 n 1 =11 77 3r+(11/8)ry
M=1: |1 =11 7| r =13 =9 5| ro—3r1 — [0 24 —16] (1/8)ry
1 —17 11 T3 1 —17 11 rs —7r1 0 —60 4 r3 + (5/2)7‘2
3 0 -1 1
— 10 3 =2 —u; =12
00 0 3
2 =9 57 o 1 —12 71 n 1 =12 77 5+ (12/3)r
Ao =2 1 =12 7] rn =2 =9 5| ro—2r; — |0 15 —=9{ (1/3)ry
1 —17 10 T3 1 —17 10 rs —7T1 0 -5 3 T3+(1/3)T2
5 0 -1 1
— 10 5 =3 —uy= 1|3
0 0 O 5
1 -9 5 T1 1 -9 5 27"1 - (9/2)7’2
A3 =3 1 =13 7| r—r — |0 —4 2| —(1/2)ry
1 =17 9 rs —T1 0 -8 4 ’I“3—27“2
2 0 1 -1
— 10 2 —-1| —uz=] 1
0 0 O 2

Vlastni ¢isla spolu s pfisluSnymi vlastnimi vektory matice A nam urcuji funkce vektorové

tvorici fundamentalni systém reSeni zadané soustavy diferenciilnich rovnic, jehoz linearni kombinaci

cret + cqe?t — cge3t

y(t) = c191(t) + caps(t) + c3p5(t) = | 2c1e’ + 3coe® +c3e3t |, c1,c0,c3 €R, tER
3et + 5ege®t + 2¢5e3?

dostaneme obecné feSeni zadané soustavy diferencialnich rovnic.



2. Priklad: (od B. Krajce): Reste soustavu linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu vyhovujici zadanym
pocateénim podminkam

v =3 1|0
0]

] jsou koteny charakteristického polynomu

y(0) = {

Resent:

Vlastni ¢isla matice A = [ 3 1

0=—(1+ N1 =X =4=2-4=(A=2)(A+2) =0 “2}

|
—

|
N DN
1

Vlastni vektory jsou
P T A 11 -1
M=-2 [3 3} ry — 31 %{O 0} —”“_{ 1}

9. -3 1 T1 -3 1 o 1
A2 =2 [3 1} ro 411 _’[ 0 0}_”‘2_[3}’

ReSeni soustavy

7 pocatecni podminky plyne

R I R S B R

tedy feSenim zadané soustavy s pocateéni podminkou je vektorova funkce

o | -1 1 et +3e?
y(t) = —3e Qt{ 1}4—1627‘/[3}:[36%36% teR.




3. Priklad: (od B. Krajce): Reste homogenni soustavu linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu vyhovujici
zadanym pocateénim podminkam

Resent:

. 1| . .
Vlastni ¢isla matice A = [_(1) O] jsou koteny charakteristického polynomu

AN +1=0,

tedy komplexné sdruzena dvojice ¢isel A\ = —i, Ao = ¢ s ndsobnosti 1. Ke kazdému vlastnimu ¢islu A; najdéme
piislusny vlastni vektor

N i 1] BN L R
M= g G ey i 0 0 b
. [ 1] NS
Az =0 -1 —i| ro+ir 0 0 S

Vlastni ¢isla spolu s pfislusnymi vlastnimi vektory matice A nam urcuji komplexni fundamentalni systém
feSeni zadané soustavy diferencialnich rovnic

P, (t) = eMuy = e [ 1 }

?

i | 1 X —
hy(t) = e ug = e [ ‘ ] =, (t) =My
ze kterych snadno vyjadfime realny fundamentélni systém reSeni zadané soustavy diferencialnich rovnic

e (t) = %(wl(t) +9,(t) =Re (¢,(t)) = Re ((cos(t) — isin(t)) [ 1 D = [ _Z‘l’i(g }

—1

cos(t

palt) = 500~ B1(0) = (9,(0) = (contt) +asin() | } | ) = | ).

jehoz linearni kombinaci zéaskdme obecné FeSeni soustavy

_ cos(t) sin(t)
y(t) = e | —sin(t) te [ cos(t) ] ’

Dosadme nyni pocatecéni podminky
[1

]-s=a (8] t] - [2]-[1]

tedy FeSenim zadané soustavy s pocatecni podminkou je vektorova funkce

v =| ol | tem



4. Piiklad: (od B. Krajce): Reste homogenni soustavu linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu vyhovujici
zadanym pocateénim podminkam

Resent:

Vlastni ¢isla matice A = [le _g] jsou kofeny charakteristického polynomu

44 /42 —-20

A4 =N +5=XA2 -4 +5=0, A2 = 5

=241,

tedy komplexné sdruzena dvojice ¢isel Ay = 2 — 7, Ay = 2 + ¢ s nésobnosti 1. Ke kazdému vlastnimu &islu A;
najdéme piislusny vlastni vektor

DU - S P 1 -2+ 2
M=2i [ 1 —2—|—z} (2+i)ry — 11 _>[0 0 }_’“1_{ 1 }
2= w5 ] 12— [2+i
dp=245: { 1 —2—2} (2 —i)rs —m H[0 0 }H“Q{ 1 }

Vlastni &isla spolu s pfislusnymi vlastnimi vektory matice A nam urcuji komplexni fundamentalni systém
feSeni zadané soustavy diferencialnich rovnic

o (1) = My = e [ 2 } — ! (cos(—t) + i sin(—1)) [ 2 }

241 ] — B (t) = N,

ho(t) = eMuy = e [ )

ze kterych snadno vyjadiime realny fundamentélni systém reSeni zadané soustavy diferencialnich rovnic

p1(1) = 3 (81(1) + T (1)) = Re (36, (1)) = Re (e% (cos(t) — isin(t)) [ 2 D _ o [ 2COSE3t(ZsEf)Sin(t) }
o) = L9 (0)~T0) = 1 91 (0) = T (e (st —isnge [ 277 |) = [ 7200 o),

jehoz linearni kombinaci zédskdme obecné FeSeni soustavy
2 cos(t) — sin(t) —2sin(t) — cos(t)
ot 2t
y(t) =cie [ cos(t) T e2e —sin(t) '
0 2 -1 c 1
]o-al i )= 0] -[2]
tedy feSenim zadané soustavy s pocate¢ni podminkou je vektorova funkce

_ o (2cos(t) —sin(t)) + 2 (—2sin(t) — cos(t)) | o2 —5sin(t)
y(®) = [ cos(t) + 2 (—sin(t)) } B { cos(t) — 2sin(¢) ] teR.

Dosadme nyni pocatecéni podminky




5. Priklad: (od B. Krajce): Reste nehomogenni soustavu linearnich diferenciélnich rovnic prvniho fadu vyhovujici
zadanym pocateénim podminkam

Resent:
Vzhledem k tomu, Ze jmenovatel et — 1 nesmi byt nulovy a s pfihlédnutim k pocateéni podmince, hledame

-4 =2

FeSeni pro t € (0,00). Vlastni ¢isla matice A = [ 6 3 jsou koteny charakteristického polynomu

(4= NB-N+12=AA+1)=0,

tedy dvojice realnych &isel Ay = —1, Ay = 0 s nasobnosti 1. Ke kazdému vlastnimu ¢islu \; najdéme prislusny

vlastni vektor
. [=3 =2] -n 3 2 -2
M=l [ 6 4} ro + 211 %{0 0} ”‘1[ 3]

—4 2] —1ip 2 1 -1
— . 2 —
A2 =0: [ 6 3} 2ry + 31, %{0 0}_”12_[ 2]'

Vlastni ¢isla spolu s pfislusnymi vlastnimi vektory matice A nam obecné FeSeni

V() = cret [;] +e [;] .

homogenni soustavy

vt = [ alyeer+ 5[]
ve tvaru
ye(t) = ane | 73] + a0 | ]
yo(t) = e | 5] ~ame |75 a0 |
o il =—ame |7
tedy




yp(t) = —e I (e 1) [_:ﬂ .

Regeni nehomogenni soustavy linedrnich diferencialnich rovnic je tedy
¢ ' -2 |2 -1
yO) =ypt)+yut)=—e"In(e" 1) | Sl+eae | Jl+el .
Dosadme nyni pocatecéni podminky

e [ [5 = [G]-[ )

tedy feSenim zadané soustavy s pocate¢ni podminkou je vektorova funkce

y(t) = —en (! — 1) [g} et H] (e —1) 4 1) [_ﬂ na (0, 50).
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