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1. P°íklad ([MI21-ODR] 3.5):
Metodou separace prom¥nných °e²te Cauchyovu úlohu y′(t) = t

2y(t) , y(0) = 1.

�e²ení:
Diferenciální rovnici upravíme tak, aby se prom¥nná t a hledaná funkce y(t) nevyskytovaly na
stejné stran¥ rovnice:

2y(t) · y′(t) = t

Pak

t =

(ˆ
tdt

)′
=

(
t2

2

)′
2y(t) · y′(t) =

(ˆ
2y(t) · y′(t) dt

)′
=

((ˆ
2z dz

)
|z=y(t)

)′
=
((
z2
)
|z=y(t)

)′
=
(
y2(t)

)′
y2(t) =

t2

2
+ C po dosazení okrajové podmínky: 12 =

02

2
+ C ⇒ C = 1

y(t)
y∈(0,∞)

= |y(t)| =
√
t2

2
+ 1 =

√
t2 + 2

2
=

1√
2

√
t2 + 2.

Protoºe v zadání je y(t) ve jmenovateli, je y 6= 0 a tedy bu¤ y ∈ (−∞, 0), nebo y ∈ (0,∞).
Vzhledem k zadané po£áte£ní podmínce jsme absolutní hodnotu v p°edchozí rovnici upravili dle
druhé varianty.
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2. P°íklad ([Kop-PMFII] 1.F):
Metodou separace prom¥nných °e²te oby£ejnou diferenciální rovnici y′(t) = ty3(t) 1√

1+t2

�e²ení:
Na první pohled je z°ejmé, ºe y(t) = 0 je °e²ením. Pro y(t) 6= 0 pak podobn¥ jako v p°edchozím
p°íkladu

1

y3(t)
· y′(t) =

t√
1 + t2

t√
1 + t2
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t√

1 + t2
dt
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1

2
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s
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)
|s=1+t2
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((√

s
)
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(√

1 + t2
)′

1

y3(t)
· y′(t) =

(ˆ
1

y3(t)
· y′(t) dt

)′
=

((ˆ
1

z3
dz

)
|z=y(t)

)′
=

((
−1

2
· 1

z2

)
|z=y(t)

)′
=

(
−1

2
· 1

y2(t)

)′
y2(t) =

−1

2
· 1√

1 + t2 + C
=

1

K − 2
√

1 + t2
, kde K = −2C

|y(t)| =

√
1

K − 2
√

1 + t2
⇒ y(t) =

±1√
K − 2

√
1 + t2

(1)

Zadá-li nám n¥kdo y(t0) = y0, pak

(a) y0 = 0, pak je jediným °e²ením y(t) = 0, jelikoº ºádné z °e²ení (1) na n¥j nelze navázat.
(b) y0 6= 0, pak

y0 =
1√

K − 2
√

1 + t20

⇒ y20 =
1

K − 2
√

1 + t20
⇒ K−2

√
1 + t20 =

1

y20
⇒ K =

1

y20
+2
√

1 + t20

a tedy

y(t) =
sign(y0)√

1
y20

+ 2
√

1 + t20 − 2
√

1 + t2
, na t ∈ (−B,B)

kde
1

y20
+ 2
√

1 + t20 − 2
√

1 + t2 > 0 ⇒

√(
1

2y20
+
√

1 + t20

)2

− 1︸ ︷︷ ︸
B

> |t|.

Graf pro t0 = 1, y0 = 3
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3. P°íklad ([Cha-PMII] 10.5): Metodou separace prom¥nných °e²te oby£ejnou diferenciální rovnici
ty′(t) = −

√
1− y2(t) arcsin (y(t)).

�e²ení:
Na první pohled je z°ejmé, ºe y(t) = −1, y(t) = 0, y(t) = 1 jsou °e²ením. Dále pokud t = 0, pak
nutn¥ y(0) ∈ {−1, 0, 1}. Pro y 6= 0, t 6= 0 pak

1

arcsin(y) ·
√

1− y2(t)
· y′(t) =

−1

t
=

(ˆ
−1

t
dt

)′
= (− ln |t|)′(ˆ

1

arcsin(y) ·
√

1− y2(t)
· y′(t) dt

)′
=

((ˆ
1

arcsin(z) ·
√

1− z2
dz

)
|z=y(t)

)′
=

=

((ˆ 1

w
dw

)
|w=arcsin(z)

)
|z=y(t)

′ = (ln |arcsin (y(t))|)′

ln |arcsin (y(t))| = − ln |t|+ C

|arcsin (y(t))| = eC

|t|

Nastanou z°ejm¥ £ty°i moºnosti:

(t, y) ∈


Ω1 = (−∞, 0)× (−1, 0)

Ω2 = (−∞, 0)× (0, 1)

Ω3 = (0,∞)× (−1, 0)

Ω4 = (0,∞)× (0, 1)

tedy

arcsin (y(t)) =
K

t
⇒

∣∣∣∣Kt
∣∣∣∣ ∈ (0,

π

2

)
y(t) = sin

(
K

t

)
, |t| ∈

(
2|K|
π

,∞
)

na Ω1 : y(t) = − sin

(
K1

t

)
, K1 ≥ 0, t ∈

(
−∞,−2K1

π

)
na Ω2 : y(t) = sin

(
K2

t

)
, K2 ≥ 0, t ∈

(
−∞,−2K2

π

)
na Ω3 : y(t) = − sin

(
K3

t

)
, K3 ≥ 0, t ∈

(
2K3

π
,∞
)

na Ω4 : y(t) = sin

(
K4

t

)
, K4 ≥ 0, t ∈

(
2K4

π
,∞
)

Jelikoº nap°íklad v Ω4 je lim
t→ 2K4

π −
y′(t) = 0, a analogická tvrzení platí také v Ω1, . . . ,Ω3, lze

navíc jednotlivá °e²ení pro y ∈ 〈−1, 0), nebo y ∈ (0, 1〉 na sebe �navázat�. Pokud tedy chceme
°e²ení procházející zadaným bodem (t0, y0), pak pro

(a) y0 /∈ 〈−1, 1〉 ⇒ °e²ení neexistuje.

(b) y0 ∈ 〈−1, 0):
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i. t0 < 0:

y(t) =


sin
(
L1

t

)
t ∈
(
−∞,− 2L1

π

)
−1 t ∈

〈
− 2L1

π , 2L2

π

〉
− sin

(
L2

t

)
t ∈
(
2L2

π ,∞
) (2)

kde L2 ∈ (0,∞〉 je libovolné a | arcsin(y0)| = L1

|t0| ⇒ L1 = |t0| · | arcsin(y0)|. Pozor,
°e²ení je jednozna£né pouze na (−∞, 0〉, konstantu L2 si m·ºeme zvolit a dochází tak
k nejednozna£nosti °e²ení na R.

ii. t0 = 0: pokud y0 = −1, pak y(t) = −1 je jediným °e²ením. Pokud y0 ∈ (−1, 0), pak
°e²ení neexistuje.

iii. t0 > 0: �e²ení je dáno vzorcem (2) av²ak tentokrát L1 ∈ (0,∞〉 je libovolné a L2 =
|t0| · | arcsin(y0)|. �e²ení je jednozna£né pouze na 〈0,∞), konstantu L1 si m·ºeme zvolit
a dochází tak k nejednozna£nosti °e²ení na R.

(c) y0 = 0: jediným °e²ením je y(t) = 0.

(d) y0 ∈ (0, 1〉:
i. t0 < 0:

y(t) =


− sin

(
L3

t

)
t ∈
(
−∞,− 2L3

π

)
1 t ∈

〈
− 2L3

π , 2L4

π

〉
sin
(
L4

t

)
t ∈
(
2L4

π ,∞
) (3)

kde L4 ∈ (0,∞〉 je libovolné a | arcsin(y0)| = L3

|t0| ⇒ L3 = |t0| · | arcsin(y0)|. Pozor,
°e²ení je jednozna£né pouze na (−∞, 0〉, konstantu L4 si m·ºeme zvolit a dochází tak
k nejednozna£nosti °e²ení na R.

ii. t0 = 0: pokud y0 = 1, pak y(t) = 1 je jediným °e²ením. Pokud y0 ∈ (0, 1), pak °e²ení
neexistuje.

iii. t0 > 0: �e²ení je dáno vzorcem (3) av²ak tentokrát L3 ∈ (0,∞〉 je libovolné a L4 =
|t0| · | arcsin(y0)|. �e²ení je jednozna£né pouze na 〈0,∞), konstantu L3 si m·ºeme zvolit
a dochází tak k nejednozna£nosti °e²ení na R.

Graf pro t0 = 1, y0 = 0.5, zvoleno
L3 = 3
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4. P°íklad ([MI21-ODR] 4.2): �e²te Cauchyovu úlohu y′(t) + 1
t · y(t) = t, y(−1) = 2.

�e²ení:

(a) Metodou p°enásobení.
Zadaná oby£ejná lineární diferenciální rovnice prvního °ádu je tvaru y(t)′ + a(t) · y(t) =
b(t), kde a(t) = 1

t a b(t) = t. Rovnici p°enásobíme kladnou diferencovatelnou funkcí (viz
[MI21-ODR], kapitola 4) e

´
a(t) dt

ˆ
1

t
dt = ln |t| ⇒ e

´
a(t) dt = |t|

zvolíme t (bez absolutní hodnoty), jelikoº |t| není diferencovatelná v 0. Po p°enásobení

t · y′(t) + y(t) = t2

t2 =

(ˆ
t2 dt

)′
=

(
t3

3

)′
t · y′(t) + y(t) = (t · y(t))

′

dostáváme tedy

t · y(t) =
t3

3
+ C, −1 · 2 =

(−1)3

3
+ C ⇒ C = −5

3

y(t)=
t2

3
− 5

3t
, t ∈ (−∞, 0).

(b) Metoda variace konstanty

i. Hledáme °e²ení yH(t) homogenní rovnice y′H(t) + 1
t · yH(t) = 0:

1

yH(t)
· y′H(t) = −1

t

−1

t
= −

(ˆ
1

t
dt

)′
= − ln |t|

1

yH(t)
· y′H(t) =

(ˆ
1

yH(t)
· y′H(t) dt

)′
=

((ˆ
1

z
dz

)
|z=yH (t)

)′
= ln |yH(t)|

eC

t

t∈(0,∞)
=

eC

|t|
= eC−ln |t| = eln |yH(t)| = |yH(t)|, eC ∈ R+

Nyní se chceme zbavit absolutní hodnoty v p°edchozí rovnosti. Znaménko yH(t) lze
elegantn¥ schovat do znaménka konstanty K

yH(t) =
K

t
, K ∈ R, t ∈ (−∞, 0) nebo t ∈ (0,∞)

ii. Hledáme (jakékoli jedno) tzv. partikulární °e²ení yP (t) p·vodní rovnice ve tvaru °e²ení
homogenní rovnice, kde za konstantu dosadíme neznámou funkci prom¥nné t, coº se
nazývá metoda variace konstanty

(
yP (t) =

K(t)

t

)
∧
(
y′P (t) +

1

t
· yP (t) = t

)
⇒

y′P (t)︷ ︸︸ ︷
K ′(t)

t
− K(t)

t2
+

1

t

yP (t)︷ ︸︸ ︷
K(t)

t
= t ⇒ K ′(t) = t2
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Zajímá nás jakékoli jedno °e²ení, není t°eba tedy hledat v²echna K(t) vyhovující p°ed-
chozí rovnosti, ale sta£í vzít jedno z nich, nap°íklad t3

3 a potom

yP (t) =
K(t)

t
=
t2

3
.

iii. Obecné °e²ení nehomogenní rovnice získáme sou£tem homogenního a partikulárního
°e²ení

y(t) = yH(t) + yP (t) =
K

t
+
t2

3
.

Nyní jen dosadíme po£áte£ní podmínku

2 =
K

−1
+

(−1)2

3
⇒ K = −5

3
tedy y(t) = − 5

3t
+
t2

3
, t ∈ (−∞, 0).
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5. P°íklad ([Cha-PMII] 10.10): �e²te Cauchyovu úlohu y′ − t2

1+t3 y = 3
√

1 + t3, y(0) = 1. y(t) =

(x+ 1) 3
√

1 + x3

6. P°íklad ([MI21-ODR] 1.4): �e²te lineární diferenciální rovnici T ′h(t) = k(Tv−Th(t)), Th(0) = 100.
Tv(t) = (100− Tv)e−kt + Tv
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