
MARS - test 2

1. Příklad [10b]: Najděte všechna řešení Cauchyovy úlohy{
y′′(t)− y′(t)− 6y(t) = 0

y(0) = 3, y′(0) = −11

Řešení:

Charakteristický polynom: λ2 − λ− 6 = (λ+ 2)(λ− 3) = 0⇒ λ1 = 3
λ2 = −2

y(t) = c1e
3t + c2e

−2t, c1, c2 ∈ R
Počáteční pdmínka: 3 = y(0) = c1 + c2

−11 = y′(0) =
(
3c1e

3t − 2c2e
−2t)

|t=0
= 3c1 − 2c2

⇒ c1 = −1, c2 = 4

y(t) = −e3t + 4e−2t na R

Link na wolframalpha.

2. Příklad [10b]: Najděte všechna řešení rovnice

y′′(t)− 2y′(t) + y(t) =
et

t2 + 1

Řešení:

Homogenní rovnice: y′′H(t)− 2y′H(t) + yH(t) = 0 t ∈ R
λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2 = 0 charakteristický polynom

yH(t) = c1e
t + c2te

t c1, c2 ∈ R

Partikulární řešení: y′′P (t)− 2y′P (t) + yP (t) =
et

t2 + 1
kde yP (t) = c1(t)e

t + c2(t)te
t

y′P (t) = c′1(t)e
t + c′2(t)te

t + c1(t)e
t + c2(t)(t+ 1)et

dle [MI21-ODR] str. 106 zvolíme c′1(t)e
t + c′2(t)te

t = 0, tedy c′1(t) = −tc′2(t)
y′P (t) = c1(t)e

t + c2(t)(t+ 1)et

y′′P (t) = c′1(t)e
t + c′2(t)(t+ 1)et + c1(t)e

t + c2(t)(t+ 2)et

et

t2 + 1
= y′′P (t)− 2y′P (t) + yP (t) = c′1(t)e

t + c′2(t)(t+ 1)et + c1(t)e
t + c2(t)(t+ 2)et

− 2
(
c1(t)e

t + c2(t)(t+ 1)et
)
+
(
c1(t)e

t + c2(t)te
t
)

= c′1(t)e
t + c′2(t)(t+ 1)et = −tc′2(t)et + c′2(t)(t+ 1)et = c′2(t)e

t

c′2(t) =
1

t2 + 1
= (arctan(t))

′

c′1(t) = −
t

t2 + 1
=

(
−1

2
ln(t2 + 1)

)′
yP (t) = et

(
−1

2
ln(t2 + 1) + t arctan(t)

)
Řešení : y(t) = yP (t) + yH(t) = et

(
t arctan(t)− 1

2
ln(t2 + 1)

)
+ c1e

t + c2te
t na R, c1, c2 ∈ R

Link na wolframalpha.

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-y%27-6*y%3D0%2C+y%280%29%3D3%2C+y%27%280%29%3D-11
http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-2*y%27%2By%3Dexp%28t%29%2F%28t^2%2B1%29


MARS - test 1 (náhradní termín)

1. Příklad [10b]: Najděte maximální řešení C.Ú.:

y′(t) =
y(t)− 1

1 + t
, y(0) = 2

Řešení:

1

y(t)− 1
· y′(t) = 1

t+ 1

(
t /∈ {−1} ∧ t0 =

√
2
)
⇒ t ∈ (−1,∞)

1

1 + y2(t)
· y′(t) = 1

1 + t2ˆ
1

1 + t
dt = ln(|1 + t|) = ln(t+ 1) protože t ∈ (−1,∞)

ˆ
1

y(t)− 1
· y′(t) dt =

(ˆ
1

z
dz

)
|z=y(t)−1

= ln(|y(t)− 1|)

ln(|y(t)− 1|) = c+ ln(t+ 1) c ∈ R
|y(t)− 1| = K(t+ 1) K = ec ∈ R+

y(t)− 1 = k(t+ 1) k ∈ R
y(t) = k(t+ 1) + 1

C.Ú: 2 = y(0) = k + 1⇒ k = 1

Tedy : y(t) = t+ 2 na R

Link na wolframalpha.

2. Najděte maximální řešení C.Ú.:
y′(t) = −ty(t) + t, y(1) = 2

Řešení:
Homogenní rovnice:

y′H(t) + tyH(t) = 0 yH = 0 je řešením

(ln |yH(t)|)′ = 1

yH(t)
· y′H(t) = −t =

(
− t

2

2

)′
ln |yH(t)| = c− t2

2
c ∈ R

|yH(t)| = ec−
t2

2 = ece−
t2

2 = Ke−
t2

2 K = ec ∈ R+

yH(t) = ke−
t2

2 k ∈ R

Partikulární řešení: Hledáme yP (t) ve tvaru yP (t) = k(t)e−
t2

2 aby

y′P (t) = −tyP (t) + t

k′(t)e−
t2

2 + k(t)e−
t2

2 (−t) = −tk(t)e− t2

2 + t

k′(t) = te
t2

2ˆ
te

t2

2 dt =

(ˆ
eudu

)
|
u= t2

2

= e
t2

2

k(t) = e
t2

2

yP (t) = 1

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3D%28y-1%29%2F%281%2Bt%29%2C+y%280%29%3D2


Řešení zadané ODR je
y(t) = yP (t) + yH(t) = 1 + ke−

t2

2 na R, k ∈ R

Pro zadanou CÚ. platí

Počáteční podmínka: 2 = y(1) = 1 + ke−
1
2 ⇒ k = e

1
2

Řešení C.Ú.: y(t) = 1 + e
1−t2

2 na R

Link na wolframalpha.
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