
MARS - tutoriál 2

1. P°íklad: ([MI21-ODR] p°íklady k procvi£ení ke kapitole 9, 2.a): Nalezn¥te maximální °e²ení
Cauchyovy úlohy {

y′′ − 3
t2 y
′ = 1

t2

y(3) = 0, y′(3) = − 1
3

�e²ení:
Funkce −3t2 ,

1
t2 jsou spojité na (−∞, 0) a na (0,∞). Vzhledem k zadaným po£áte£ním podmínkám

(v bod¥ 3), budeme °e²ení hledat na intervalu J = (0,∞). Ozna£íme z = y′. Je z°ejmé, ºe pro
takto zavedenou funkci z platí {

z′ − 3
t2 z =

1
t2

z(3) = − 1
3 ,

coº je Cauchyova úloha s lineární diferecniální rovnicí prvního °ádu, jejichº °e²ení jsme probírali
v prvním tutoriálu. Pouºijeme tedy na ní metodu variace konstant:

homog. rovnice: z′H −
3

t2
zH = 0 ⇒

z′H
zH

= (ln |zH |)′

q
3
t2 =

(
− 3
t

)′ ⇒
ln |zH(t)| = − 3

t + k, k ∈ R
|zH(t)| = eke−

3
t , ek ∈ R+

zH(t) = ce−
3
t , c ∈ R

variace konstant:
(
zP (t) = c(t)e−

3
t

)
∧
(

1

t2
= z′P (t)−

3

t2
· zP (t)

)
⇒

⇒ 1

t2
= c′(t)e−

3
t +−3

t
c(t)e−

3
t +

3

t2
c(t)e−

3
t

⇒ c′(t) =
e

3
t

t2
⇒ c(t) =

ˆ
e

3
t

t2
dt = −1

3
e

3
t

⇒ zP (t) =

(
1

3
e

3
t

)
e−

3
t = −1

3

⇒ z(t) = zH(t) + zP (t) = ce−
3
t − 1

3
, c ∈ R

po£. podmínka: − 1

3
= z(3) = c e−

3
t︸︷︷︸

>0

−1

3
⇒ c = 0 ⇒ z(t) = −1

3

Pak ale

y(t) =

ˆ
z(t) dt+ c? = −

t

3
+ c? ⇒ 0 = y(3) = −1 + c? ⇒ c? = 1

⇒ y(t) =
3− t
3

, t ∈ (0,∞)

1



2

wolframalpha - °e²ení

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-3*t%5E-2*y%27%3Dt%5E-2%2C+y%283%29%3D0%2C+y%27%283%29%3D-1%2F3
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2. P°íklad: �e²te zadané homogenní lineární diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty

(a) ([Cha-PMII] 462): y′′ − 9y = 0

λ2 − 9 = (λ− 3)(λ+ 3) = 0 ⇒ y(t) = c1e
−3t + c2e

3t

c1 = 1, c2 = 0
c1 = 0, c2 = 1

wolframalpha - °e²ení

(b) ([Cha-PMII] 463): y′′ − 8y′ + 16y = 0

λ2 − 8λ+ 16 = (λ− 4)2 = 0 ⇒ y(t) = c1te
4t + c2e

4t

c1 = 1, c2 = 0
c1 = 0, c2 = 1

wolframalpha - °e²ení

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-9y%3D0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-8y%27%2B16y%3D0
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(c) ([Cha-PMII] 464): y′′ − 2y′ + 2y = 0

λ2 − 2λ+ 2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1± i ⇒ y(t) = c1e
t cos(t) + c2e

t sin(t)

c1 = 1, c2 = 0
c1 = 0, c2 = 1

wolframalpha - °e²ení

(d) ([Cha-PMII] 465): y′′ + 3y′ = 0

λ2 + 3λ = λ(λ+ 3) = 0 ⇒ y(t) = c1 + c2e
−3t

c1 = 1, c2 = 0
c1 = 0, c2 = 1

wolframalpha - °e²ení

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27-2y%27%2B2y%3D0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27%2B3y%27%3D0
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(e) ([Cha-PMII] 467): y′′ + y′ + 2y = 0

λ2+λ+2 = 0 ⇒ λ1,2 =
−1
2
±i
√
7

2
⇒ y(t) = c1e

− t
2 cos

(√
7

2
t

)
+ c2e

− t
2 sin

(√
7

2
t

)

c1 = 1, c2 = 0
c1 = 0, c2 = 1

wolframalpha - °e²ení

(f) ([MI21-ODR] p°íklady k procvi£ení ke kapitole 9, 3.h): y(4) + 10y′′ + 9y = 0

λ4 + 10λ2 + 9 = (λ2 + 9)(λ2 + 1) = 0 ⇒ λ ∈ {i, 3i,−1,−3i}
⇒ y(t) = c1 cos (t) + c2 cos (3t) + c3 sin (t) + c4 sin (3t)

c1 = 1, c2 = 0, c3 = 0, c4 = 0
c1 = 0, c2 = 1, c3 = 0, c4 = 0
c1 = 0, c2 = 0, c3 = 1, c4 = 0
c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0, c4 = 1

wolframalpha - °e²ení

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27%2By%27%2B2y%3D0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27%27%27%2B10y%27%27%2B9y%3D0
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3. P°íklad ([MI21-ODR] p°íklady k procvi£ení ke kapitole 9, 4): Jak vypadá LDR °ádu 4 s konstant-
ními reálnými koe�cienty, jestliºe ko°eny jejího charakteristického polynomu jsou 1, 1, −3i, 3i:
�e²ení:

0 = (λ− 1)2(λ− 3i)(λ+ 3i) = (λ2 − 2λ+ 1)(λ2 + 3) = λ4 − 2λ3 + 4λ2 − 6λ+ 3

Hledaná LDR je
y(4) − 2y′′′ + 4y′′ − 6y′ + 3y = 0.

4. P°íklad ([MI21-ODR] p°íklady k procvi£ení ke kapitole 9, 10): Nalezn¥te °e²ení zadaných Cauchy-
ových úloh

(a)

{
y′′ + 9y = 1

sin(3t)

y
(
π
6

)
= 1, y′

(
π
6

)
= π

6

(b)

{
y′′ + 4y = sin(t) + 2 sin(3t)

y (0) = 0, y′ (0) = 0

�e²ení:

(a) Ponejprve najdeme interval obsahují £íslo π
6 , na kterém je funkce 1

sin(3t) spojitá:

0 6= sin(3t) ⇒ 3t /∈
⋃
k∈Z
{kπ} ⇒ t /∈

⋃
k∈Z

{
k
π

3

}
.

Jelikoº 0π3 ≤
π
6 ≤ 1π3 , je hledaným intervalem J = (0, π3 ). Hledáme na J °e²ení zadané

diferenciální rovnice:

i. homogenní rovnice: λ2 + 9 = 0 ⇒ λ ∈ {3i,−3i} ⇒ yH(t) = c1 cos(3t) + c2 sin(3t)

ii. variace konstant:
(
yP (t) = c1(t) cos(3t) + c2(t) sin(3t)

)
∧
(
y′′P (t) + 9yP (t) =

1
sin(3t)

)
.

Ve shod¥ s návodem v [MI21-ODR] vypo£teme

y′P (t) =
︷ ︸︸ ︷
c′1(t) cos(3t) + c′2(t) sin(3t)−3c1(t) sin(3t) + 3c2(t) cos(3t)

a poloºíme ozna£enou £ást rovnu nule:

c′1(t) cos(3t) + c′2(t) sin(3t) = 0 ⇒ c′2(t) = −c′1(t)
cos(3t)

sin(3t)
.

Pak je

y′′P (t) = −3c′1(t) sin(3t) + 3c′2(t) cos(3t)− 9c1(t) cos(3t)− 9c2(t) sin(3t).

Dosazením do diferenciální rovnice pro yP dostáváme

1

sin(3t)
= y′′P (t) + 9yP (t) = −3c′1(t) sin(3t) + 3c′2(t) cos(3t) =

= −3c′1(t)
(
sin(3t) +

cos2(3t)

sin(3t)

)
︸ ︷︷ ︸

sin2(3t)+cos2(3t)
sin(3t)

= −3c′1(t)
1

sin(3t)
.
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V²im¥me si, ºe t ∈ (0, π3 )⇒ 3t ∈ (0, π)⇒ sin(3t) ∈ (0, 1)⇒ 1
sin(3t) ∈ (1,∞). Dále pak

c′1(t) = − 1
3

c′2(t) =
cos(3t)
3 sin(3t)

⇒
c1(t) = − t

3

c2(t) =
1
3

´ cos(3t)
sin(3t)dt =

1
9 ln (sin(3t))

⇒ yP (t) = −
t

3
cos(3t) +

1

9
ln (sin(3t)) sin(3t)

a proto

y(t) = yH(t) + yP (t) = c1 cos(3t) + c2 sin(3t)−
t

3
cos(3t) +

1

9
ln (sin(3t)) sin(3t)

y′(t) = −3c1 sin(3t) + 3c2 cos(3t) + t sin(3t) +
1

9

[
3 cos(3t)

sin(3t)
sin(3t) + 3 ln (sin(3t)) cos(3t)

]
Dosazením do po£áte£ních podmínek dostáváme

1 = y
(
π
6

)
= c2

π
6 = y′

(
π
6

)
= −3c1 + π

6

⇒ c2 = 1
c1 = 0

a kone£n¥

y(t) = sin(3t)− t

3
cos(3t) +

ln (sin(3t))

9
sin(3t) na t ∈ (0,

π

2
).

wolframalpha

http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%27%27%27%2B10y%27%27%2B9y%3D0
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(b)

i. homogenní rovnice: λ2 + 4 = 0 ⇒ λ ∈ {2i,−2i} ⇒ yH(t) = c1 cos(2t) + c2 sin(2t)

ii. variace konstant:(
yP (t) = c1(t) cos(2t) + c2(t) sin(2t)

)
∧
(
y′′P (t) + 4yP (t) = sin(t) + 2 sin(3t)

)
Napo£teme si pot°ebné derivace (a zadáme vztah mezi c1(t) a c2(t) tak, aby zmizely
c′1, c

′
2 ve vztahu pro y′P )

y′P (t) =

=0︷ ︸︸ ︷
c′1(t) cos(2t) + c′2(t) sin(2t)−2c1(t) sin(2t) + 2c2(t) cos(2t)

y′′P (t) = −2c′1(t) sin(2t) + 2c′2(t) cos(2t)− 4c1(t) cos(2t)− 4c2(t) sin(2t)

c′2(t) = −c′1(t)
cos(2t)

sin(2t)
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