MARS - tutonial 1

1. Piiklad ([MI21-ODR] 3.5):
Metodou separace proménnych Feste Cauchyovu tlohu 3/ (t) = #(t), y(0) = 1.
Resent:
Diferencialni rovnici upravime tak, aby se proménna ¢ a hledané funkce y(¢) nevyskytovaly na
stejné strané rovnice:
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Protoze v zadani je y(t) ve jmenovateli, je y # 0 a tedy bud y € (—o0,0), nebo y € (0,00).
Vzhledem k zadané pocatecni podmince jsme absolutni hodnotu v pifedchozi rovnici upravili dle
druhé varianty.
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3Dt%2F%282*y%29%2C+y%280%29%3D1

2. Priklad ([Kop-PMFTI] 1.F):
Metodou separace proménnych feste obycejnou diferencialni rovnici y'(t) = ty>(t) =

Resent:
Na prvni pohled je zfejmé, Ze y(t) = 0 je feSenim. Pro y(t) # 0 pak podobné jako v pfedchozim
piikladu
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Zada-li nam nékdo y(tg) = yo, pak

(a) yo = 0, pak je jedinym fesenim y(¢) = 0, jelikoz 7adné z FeSeni na néj nelze navazat.
(b) Yo 7é 07 pak
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%3Dt*%28y%5E3%29%2Fsqrt%281%2Bt%5E2%29

3. Priklad ([Cha-PMII| 10.5): Metodou separace proménnych FeSte oby¢ejnou diferencialni rovnici

1/ (1) = — /T — y2(2) axcsin (y()).

Resent:

Na prvni pohled je zfejmé, Ze y(t) = —1, y(t) = 0, y(t) = 1 jsou FeSenim. Déle pokud ¢t = 0, pak
nutné y(0) € {—1,0,1}. Pro y # 0, t # 0 pak
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Jelikoz naptiklad v €4 je lim, 2k, 3/(t) = 0, a analogickd tvrzeni plati také v y,...,Q3, lze

navic jednotliva feSeni pro y € (11,0), nebo y € (0,1) na sebe “navazat”. Pokud tedy chceme
feSeni prochazejici zadanym bodem (¢, yo), pak pro

(a) yo ¢ (—1,1) = FeSeni neexistuje.
(b) Yo € <_170):



i. to <O
in(l)  te (~oo-2h)
y(t) = -1 te (=2 202) 2)
sin(2) te (24,00)
kde Ly € (0,00) je libovolné a |arcsin(yg)| = I%Tll = L; = [to| - | arcsin(yo)|- Pozor,

feseni je jednoznané pouze na (—oo,0), konstantu Lo si muZzeme zvolit a dochazi tak
k nejednoznacnosti feSeni na R.

ii. tg = 0: pokud yo = —1, pak y(t) = —1 je jedinym feSenim. Pokud yog € (—1,0), pak
TeSeni neexistuje.

iii. tp > 0: Refeni je déno vzorcem avSak tentokrat L, € (0,00) je libovolné a Ly =
|to| - | arcsin(yo)|- ReSeni je jednoznainé pouze na (0, 00), konstantu Ly si mizeme zvolit
a dochéazi tak k nejednoznacnosti feSeni na R.

(¢) yo = 0: jedinym FeSenim je y(t) = 0.

(d) yo € (0,1):

i. to <0
(%) 1€ (o0, 23)
y(t) = {1 te (-0, 20) (3)
sin () te (32,00)
kde Ly € (0,00) je libovolné a |arcsin(yg)| = I%?I = L3 = [to| - |arcsin(yo)|. Pozor,

feSeni je jednozna¢né pouze na (—oo,0), konstantu L, si miZzeme zvolit a dochazi tak
k nejednoznacnosti feSeni na R.

ii. tg = 0: pokud yo = 1, pak y(t) = 1 je jedinym FeSenim. Pokud yg € (0,1), pak feseni
neexistuje.

iii. to > 0: Reseni je dano vzorcem avSak tentokrat L3 € (0,00) je libovolné a Ly =
lto| - | arcsin(yo)|. ReSeni je jednoznagné pouze na (0, 00), konstantu L si mizeme zvolit
a dochézi tak k nejednoznacnosti feSeni na R.
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=t*y%27%3D-sqrt%281-y%5E2%29*arcsin%28y%29

4. Priklad (J]MI21=ODR] 4.2): Reste Cauchyovu ilohu v/ (t) + Toyt) =t, y(—1) = 2.

Resend:

(a) Metodou prenasobeni.
Zadana obycejna linearni diferencialni rovnice prvniho #adu je tvaru y(t) + a(t) - y(t)

b(t), kde a(t) = 1 a b(t) = t. Rovnici prenésobime kladnou diferencovatelnou funkei (viz

[MI21-ODR], kapitola 4) el a(t)dt

1
/Z“Zhﬁlée“mﬁzm

zvolime ¢ (bez absolutni hodnoty), jelikoz |¢| neni diferencovatelna v 0. Po pfenasobeni

Ey/ () +y(t) = ¢

(o) -(5)
t-y' () +y(t) = (t-y(t)

dostavame tedy

t3 (—1)3 5
t-ylt)=—=+C, —1-2= C = C=-2
y(t) 3 TC g tC = 3
2 5
y(t) § Sta te (—O0,0)

(b) Metoda variace konstanty
i. Hledame FeSeni y(t) homogenni rovnice y}; (t) + 1 - yu (t) = 0

) = Infym ()]

t
(0 = (/y;(t)-yw)dt)/: ((/ld)

c c
eT t€(0,00) TT\ — O-Inlt| _ nlym(t)] — lya @), € eR,

Nyni se chceme zbavit absolutni hodnoty v pfedchozi rovnosti. Znaménko yg(t) lze
elegantné schovat do znaménka konstanty K

‘z:yH(t)

K

yr(t) = - K eR, t € (—00,0) nebo t € (0,00)

ii. Hledame (jakékoli jedno) tzv. partikularni feeni yp(t) pavodni rovnice ve tvaru feSeni
homogenni rovnice, kde za konstantu dosadime neznadmou funkci proménné ¢, coz se
nazyva metoda variace konstanty

yp(t) yp(t)
—_—~ ~

()= ED)n(sp0) + 7 wey =t) = - ED L ED —t o gy =




Zajima nas jakékoli jedno FeSeni, neni tieba tedy hledat vSechna K(t) vyhovujici pfed-
chozi rovnosti, ale staci vzit jedno z nich, naptiklad % a potom

vty = 20T

iii. Obecné feSeni nehomogenni rovnice ziskdme souctem homogenniho a partikularniho
FeSeni )

K t

y(t) = yu(t) +yp(t) = P

Nyni jen dosadime poc¢éatecni podminku

K (-1)? 5 5 t2
2=— K = —- ted )=——+—, te (- :
— 5 = 3 tedy y(t) =3 € (=00,0)
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27%2B%281%2Ft%29*y%3Dt%2C+y%28-1%29%3D2

5. Piiklad ([Cha=PMTI| 10.10): Reste Cauchyovu tlohu 3’ — %y =v1+t3, y(0)=1. y(t) =
(x4+1)V1+ 23

6. Priklad ([MI21-ODR] 1.4): Reste linedrni diferencidlni rovnici T}, (t) = k(T —Th(t)), T (0) = 100.
T,(t) = (100 — T,)e % + T,
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