
MARS - 3. část projektu

1. [10 bodů] Řešte homogenní soustavu lineárních diferenciálních rovnic prvního řádu:

y′(t) =

[
2 1
3 4

]
y(t).

Řešení:

A =

[
2 1
3 4

]
určeme vlastní čísla

det(A) = (2− λ)(4− λ)− 3 = (λ− 1)(λ− 5) = 0 λ1 = 1, λ2 = 5

λ1 = 1 :

[
1 1
3 3

]
r1
r2 − 3r1

→
[
1 1
0 0

]
−→ u1 =

[
− 1
1

]
příslušné vlastní vektory

λ2 = 5 :

[
− 3 1
3 −1

]
r1
r2 + r1

→
[
− 3 1
0 0

]
−→ u2 =

[
1
3

]
ϕ1(t) = et

[
−1
1

]
ϕ2(t) = e5t

[
1
3

]
fundamentální systém řešení soustavy

y(t) = c1e
t

[
−1
1

]
+ c2e

5t

[
1
3

]
=

=

[
c2e

5t − c1et
3c2e

5t + c1e
t

]
, c1, c2 ∈ R, t ∈ R řešení soustavy.

Link na výsledek z wolframalpha (ekvivalentní, ale složitější a nepřehlednější zápis).

http://www.wolframalpha.com/input/?i=DSolve%5B%7Bx%27%28t%29+%3D+2*x%28t%29+%2B+y%28t%29%2C+y%27%28t%29+%3D+3*x%28t%29+%2B4*y%28t%29%7D%2C%7Bx%28t%29%2Cy%28t%29%7D%2Ct%5D+


2

2. [10 bodů] Řešte nehomogenní soustavu lineárních diferenciálních rovnic prvního řádu s počáteční podmínkou:

y′(t) =

[
1 1
− 2 4

]
y(t) +

[
−t2 + t− 2
2t2 − 4t− 7

]
y(0) =

[
0
2

]
.

Řešení:

Homogenní soustava: y′H(t) =

[
1 1
−2 4

]
yH(t)

A =

[
1 1
−2 4

]
určeme vlastní čísla

det(A) = (1− λ)(4− λ) + 2 = (λ− 2)(λ− 3) = 0 λ1 = 2, λ2 = 3

λ1 = 2 :

[
− 1 1
− 2 2

]
r1
r2 − 2r1

→
[
− 1 1
0 0

]
−→ u1 =

[
1
1

]
příslušné vlastní vektory

λ2 = 3 :

[
− 2 1
− 2 1

]
r1
r2 − r1

→
[
− 2 1
0 0

]
−→ u2 =

[
1
2

]
yH(t) = c1e

2t

[
1
1

]
+ c2e

3t

[
1
2

]
=

=

[
c1e

2t + c2e
3t

c1e
2t + 2c2e

3t

]
, c1, c2 ∈ R, t ∈ R řešení homogenní soustavy
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Partikulární řešení: y′P (t) =

[
1 1
− 2 4

]
yP (t) +

[
−x2 + x− 2
2x2 − 4x− 7

]
(?)

kde yP (t) =

[
c1(t)e

2t + c2(t)e
3t

c1(t)e
2t + 2c2(t)e

3t

]
y′P (t) =

[
c′1(t)e

2t + 2c1(t)e
2t + c′2(t)e

3t + 3c2(t)e
3t

c′1(t)e
2t + 2c1(t)e

2t + 2c′2(t)e
3t + 6c2(t)e

3t

]
[
1 1
−2 4

]
yP (t) =

[
2c1(t)e

2t + 3c2(t)e
3t

2c1(t)e
2t + 6c2(t)e

3t

]
dosadíme do (?)[

c′1(t)e
2t + 2c1(t)e

2t + c′2(t)e
3t + 3c2(t)e

3t

c′1(t)e
2t + 2c1(t)e

2t + 2c′2(t)e
3t + 6c2(t)e

3t

]
=

[
2c1(t)e

2t + 3c2(t)e
3t

2c1(t)e
2t + 6c2(t)e

3t

]
+

[
−x2 + x− 2
2x2 − 4x− 7

]
[
c′1(t)e

2t + c′2(t)e
3t

c′1(t)e
2t + 2c′2(t)e

3t

]
=

[
−x2 + x− 2
2x2 − 4x− 7

]
c′1(t)e

2t + c′2(t)e
3t = −t2 + t− 2 (N)

c′1(t)e
2t + 2c′2(t)e

3t = 2t2 − 4t− 7 (�)

c′1(t)e
2t = −4t2 + 6t+ 3 2(N)− (�)

c1(t) =

ˆ (
−4t2 + 6t+ 3

)
e−2tdt =

(
2t2 − t− 2

)
e−2t

−c′2(t)e3t = −3t2 + 5t+ 5 (N)− (�)

c2(t) =

ˆ (
3t2 − 5t− 5

)
e−3tdt =

(
−t2 + t+ 2

)
e−3t

yP (t) =

[ (
2t2 − t− 2

)
+

(
−t2 + t+ 2

)(
2t2 − t− 2

)
+ 2

(
−t2 + t+ 2

)] =

=

[
t2

t+ 2

]
, t ∈ R

Řešení soustavy: y(t) = yP (t) + yH(t) =

[
t2

t+ 2

]
+

[
c1e

2t + c2e
3t

c1e
2t + 2c2e

3t

]
Řešení soustavy s poč. podmínkou: y(0) =

[
0
2

]
+

[
c1 + c2
c1 + 2c2

]
=

[
0
2

]
−→

[
c1
c2

]
=

[
0
0

]
y(t) =

[
t2

t+ 2

]
, t ∈ R


