. Urcete lokalni extrémy funkce

1'2621' X N
(a) fla) = { cE~{0)

0 z=0
wolframalpha
(b) f(x) = ‘m2—|—m—2‘ — |2? = 3z +2|
wolframalpha

. Urcete nejvétsi objem kuzele vepsaného do koule o poloméru r.

. Prufez tunelu mé tvar obdélnika s piilehlym pulkruhem. Obvod celého prifezu je 20 m. Pii jakém poloméru bude obsah
prafezu nejvetsi?

. VySetiete pribéh funkce f(z) = arctg(z) — 5 In(1 + 22).


http://www.wolframalpha.com/input/?i=x^2*exp%281%2Fx%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=abs%28x^2%2Bx-2%29%2Babs%28x^2-3*x%2B2%29

Reseni

1. (a) Df =R; f je spojitd na (—o0,0) a na (0,00); jak je to se spojitosti v nule?

1 6% I'H e% (—33_2> 6% I'H e% (—:);'_2) 6%
. 2 1 . . . . .
z1~I>I(I)1+x ¢ zl—l)%lJr xr— 2 x1i>r(r)1+ —2x~ 3 z—l)%l+ 2x~ 1 :z:~1>r(I)1+ —2x~ 2 riglJr 2 o0
a 111%1 22er =0-0=0, tedy f je spojita zleva v nule, tedy je spojita na (—oo,0).
z—0—
fl(x) = 2zer + zler (—27?) = er (22 —1); Dff =R~ {0}; f’ je spojita na (—oc,0) a na (0, 00);
I f'jeuvnitt I | fjenal
(—00;0) <0 klesajici
(0;3) < 0 klesajici
(%;00) rostouct

(f je klesajici na ( 0,% ) ( je rostouci na (;,oo)) A (f je spojité 4 l) — fmav % ostré lokalni minimum

(f je klesajici na (—oc; 0)) (f je klesajici na (0; %)) A (f(;) =% S 0= f(O)) = f méa v 0 ostré lokdlni minimum

(b) Df =R; fjespojitanaR. (o +2-2 =0 = we{- 21) (le?=30+2[=0 = ze L, 2})

(22 4+2—2) + (22 = 3z +2) =2z(z — 1) € (—o0,—2) dx — 2 xe( —2)
2 2 _
; gz ! 2)+g:17 3:z:+22 Az —1) ze (-2 > . gl € (-2 )
(a2 +2-2)— (22 -3z +2) =4(z — 1) x€<172) 4 € (1, )
(22 +2—-2)+ (2? =3z +2) =2z(x— 1) (2,00) do —2 xe(, 00)
1 fljeuvnitt I | fjenal
(—o0,—2) <0 klesajici
(—2,1) <0 klesajici
(1,2) >0 rostouci
(2; 00) >0 rostouct

f méa v 0 ostré lokalni minimum

2. Hledany kuzel bude zfejmé mit vrchol na povrchu koule a osu ve sméru stfedu koule. To se da pfedstavit na obrazku:

\/

ktery je fezem hledaného kuzele a koule. Podrobnéji si o tom povime na cvi¢eni. Oznac¢me si polomér podstavy kuzele sym-
bolem z a vysku kuZele h(zx) = y(z) + r. Je zFejmé, 7e x € (0,r) a y(x) = Vr? — 22. Objem kuZele vypocteme jako



Derivace

™ IEQ
VI(.’L') = g |:2{L'7" + 2.’1/' T2 — fL'2 + Nﬁ (—2$):| =

27 [rvﬁ — a2 +r? — 3;2]

3

r2 _ 2

o2rx lm/rQ —x2 42— g% - I;]

3 2 _ 32
je spojita na (0,7) a
/ 3a? 2 4 22 94 2,2, ,4
(V(x)zOna(O,r))(z)(r r2—x2=7—r>:>(r -t = — 3z°r +r)

o (2 = 2) o () e (o= 22 e o).

Protoze v predchozi sekvenci aprav je symbol ,,=—* tak jenom vime, Ze = € (0,r) takové, ze V'(x) = 0 muze byt jeding

T = Lg/i Dosazenim

8 38,2
V,<2r\/§)_ 21 2rv/2 T\/T2_§T2+T2_ 2 42 [T; +r24§21 _o

= p
3 3 3 2 8,..2 9 3

potvrdime, ze tomu tak skute¢né je. Déle

I f'jeuvnitt I | fjena I

(0, %r) <0 klesajici

<¥r, r) >0 rostouct
protoze

[,.v/3 2 _ 3.2
r T | rr+r2-2r ™ r 2v/2
V’(7>:f 2 ' T3>0, ~oe(0, Y
5 3" @r 24(\[+ )r 26( 3r)
39 .2 _ 3% V39,2 1083,.2
v (197") B 197TT RV L 2 B 197Tr l 392 4 p2 — 08y ] _
= — i idad N =
20 30 430907.2 30 W'f‘
<0
2197 v39+ 800 — 1083 2/2
= T + r2 <0, CE(—IT,T)
3v39 800 2 3
a na intervalech (0, M r)a( ‘3[7“ r) neméni V’ znaménko. Proto je V rostouci na (0, %ﬁﬂ a klesajici na ( ‘fr r) a tudiz
mé v 2‘[7‘ ostre lokalm maximum V(Q‘[ ) = sndr? (r+ %) = 2ar3. Vzhledem k tomu, ze V(0) = 0, V(r) = 7 a
0< 7rr < —m“ , je max ¢ 0,) Viz) = 3%7”,3
f

Hledany kuzel mé tedy objem 2 817r7‘ polomér podstavy 2¥2r a vysku 3T

3. Prufez tunelem popiSeme konstantami = a y, jako na obrazku




Vime, ze obvod o = 20 a tedy

20— (1+ 5)x :40—(2—|—7r)a:>

X
0=0=x+2 7):>( -
( 0O=THLYF Ty y 2 1

Nejmensi velikost y je 0 a proto z € (0, 2‘}%). Obsah prufezu tunelu vyjadiime v zavislosti na proménné = jako

1 (x>2 40z — (2+m)a2?  ma? 80w + (m — 4)z?

§(@) =zy(@) + 57 (3 1 L i a—
kde S je spojita funkce na (0, 2‘_%). V krajnich bodech zkoumaného intervalu je
40 \ 2 2
40 1 P ™ 20 2007
S(0)=0, S S (R _ '
(0)=0, SG7) +27T< 2 ) 2 <2+w> 2+ )
Uvnitf intervalu je
—4
S'(z) = 10 + (m—4)z
4
spojita funkce a (S’(x) = 0) = (x = 722 ¢ (0, 2‘_%)). Funkce S’ tedy na (0, %) neméni znaménko a S je tedy na
(0, %) ryze monotonni, konkrétné vzhledem k tomu, 7e S(0) = 0 a S(5%) = (222?:;2 je S ma (0, %) rostouci.
Nejvétsi obsah prifezu ma tunel x = 2‘_1‘_—0”, y=0ato S(ﬁ—oﬂ) = (222:;2.

4. (a) Defini¢ni obor: 1 + 22 € (0,00) = Df=R
(b) Spojitost: arctg je spojitd na R, In je spojita na (0,00), 1 + 22 € (1,00) C (1,00) = f je spojitd na R
(¢) Zda je f suda, licha, periodické: Jelikoz

f(=x) = arctg(—x) — %ln(l + (—x)?) = —arctg(x) — %ln(l + z%)

neni pro viechny x € Df rovna f(z) ani —f(x), a vzhledem k tomu, Ze nekonstantni periodicka funkce nemuze mit
v nekonec¢nu limitu a

T 1

) =T~ # —%—%ln(Z) = f(=1), lim f(2) =  Jim arctg(x)) —% (Jim (1 +2%)) =

4 2 T—00 r—00 —00

Nl
DO =

tak f neni sudé, licha, ani periodicka

(d) Jednostranné limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti funkce:

ajlggo f(z) = —o0, wgr_noof(:r) = (wgr_noo arctg(x)) —5 (wgr_noo In(1+ 2 )) =5 T 500= 00

(e) Derivace funkce:

1 2z _l—ac

1
/ - —_— e =
Fw) = 1+22 2 1422 1422

je spojita na R.

(f) Intervaly ryzi monotonie, lokilni extrémy: Jelikoz

Df =R, (f'(x) :0) — (x

1),

nemén{ f na (—oo,1) a na (1,00) monotonii. Navic f/(0) =1, f/(2) = —1% a tedy
1 fljeuvnitt I | fjenal
(—00,1) >0 rostouci
(1,00) <0 klesajici

In(2) = 0.4388

Funkce f je rostouci na (—oo, 1), klesajici na (1, 00) a m4 ostré lokdlni maximum f(1) =% — 1




(g) Intervaly ryzi konvexity a ryzi konkavnosti, inflexe: Protoze

f”(x): _(1+x2)_(1—$)21':x2_21’—1 . (l‘—(l—\/i)) (3;_(1+\@))

— D 1" :R
(1+22)° (1+22)° (1+22)? » DIP=R,

zachovava, f na intervalech (—oco, 1 —v/2), (1 —v/2,1+v/2) a (14 +/2,00) ryzi konvexitu, ¢ ryzi konkdvnost a protoze
P10 = £10) = ~1a f3) = & e

I f" jeuvniti I | f je na I ryze
(—00,1 —+/2) >0 konvexni
(1—+2,1+2) <0 konkavni
(1++2,00) >0 konvexni

Funkce f je ryze konvexni na (—oo,1 —/2) ana (1 + /2, 00), ryze konkévni na (1 — /2,1 4+ /2);
f ma inflexi v bodech z € {1 — /2,1 +v2}.
(h) Asymptoty funkce:

t In(1 2\ 2z 1
lim f(z) = lim 2 glz) In{l+27) ) 0— lim 2 — — lim T =0
T—00 I z—00 T 2z z—00 2 500 (?2 + 1)

(@)

x

a stejnym postupem ziskdme lim,_, o = 0. Limity

lim f(z) — 0z =—o0c0= lim f(z)—0x

T—>00 r—00

jsme jiz dfive vypocetli. Funkce f nemad svislé asymptoty ani asymptotu v oo, ¢i v oo.

(i) Dalsi vlastnosti funkce: Prusecikem s osami je zajisté bod [0, 0], druhy lze ur€it jiz jen pfiblizné: [3.503, 0]. Déle

F(1—V2) = arctg(1 —v/2) — % In(1+(1—+/2)%) = —0.4719, f(1++/2) = arctg(1+v2) — % In(1+(1-v2)?%) =0.218

V2 V2

FU-D=1537% e

=1.207, f'(14+V?2) = —0.2071

(j) Graf:

v arctg(z) — 3 In(1 + 2?)




