
1. Te¤, kdyº znáte l'Hospitalovo pravidlo, vypo£tete limity

(a) lim
x→∞

ex

x6
wolframalpha

(b) lim
x→1

xn − 1

xm − 1
pro m,n ∈ Nr {1}

wolframalpha

(c) lim
x→0+

x ln(x)

wolframalpha

(d) lim
x→1

1

ln(x)
− 1

x− 1
wolframalpha

(e) lim
x→0

2 cos(x)− 2 + x2

x2 sin2(x)
wolframalpha

(f) lim
x→0

(e2x − 2x− 1)tg(x+ 1)

cos(6x) sin2(3x)
wolframalpha

(g) lim
x→0

arctg(x)− arcsin(x)

tg(x)− sin(x)
wolframalpha

2. Ur£i te£nu funkce f(x) = (2− x 2
3 )

3
2 v bod¥ [1, f(1)].

wolframalpha

3. Najd¥te rovnici normály ke grafu funkce f(x) = x ln(x), která je rovnob¥ºná s p°ímkou p : 2x− 2y + 3π = 0.
wolframalpha

4. Ur£ete intervaly ryzí monotonie funkce

(a) f(x) = x3 − 3x− 5
wolframalpha

(b) f(x) = x2 sin(x) pro Df =< −π, π >
wolframalpha

http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+exp%28x%29%2F%28x^6%29%2Cx-%3EInfinity]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+%28x^n-1%29%2F%28x^m-1%29%2Cx-%3E1]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit+x*ln%28x%29+as+x-%3E0+from+the+right
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+1%2Fln%28x%29-1%2F%28x-1%29%2Cx-%3E1]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+%282*cos%28x%29-2%2Bx^2%29%2F%28x^2*%28sin%28x%29%29^2%29%2Cx-%3E0]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+%28%28exp%282x%29-2x-1%29*tan%28x%2B1%29%29%2F%28cos%286x%29*%28sin%283x%29%29^2%29%2Cx-%3E0]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit[+%28arctan%28x%29-arcsin%28x%29%29%2F%28tg%28x%29-sin%28x%29%29%2Cx-%3E0]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+%282-x^%282%2F3%29%29^%283%2F2%29%2C+x+from+0+to+2
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+[x*ln%28x%29%2C-x-exp%28-2%29%2Cx-3*exp%28-2%29]%2C+x+from+0+to+0.5%2C+y+from+-0.5+to+0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=x^3-3*x-5
http://www.wolframalpha.com/input/?i=x^2*sin%28x%29
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1. (a) lim
x→∞

ex

x6
l'H
= lim

x→∞

ex

6x5
l'H
= lim

x→∞

ex

6 · 5x4
l'H
= · · · = lim

x→∞

ex

6!
=∞

(b) m,n ∈ Nr {1} =⇒ lim
x→1

xn − 1

xm − 1

l'H
= lim

x→1

nxn−1

mxm−1
=

n

m

(c) lim
x→0+

x ln(x) = lim
x→0+

ln(x)
1
x

l'H
= lim

x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0

(d) lim
x→1

1

ln(x)
− 1

x− 1
= lim
x→1

x− 1− ln(x)

(x− 1) ln(x)

l'H
= lim

x→1

1− 1
x

ln(x) +
x− 1

x︸ ︷︷ ︸
1− 1

x

l'H
= lim

x→1

1
x2

1
x + 1

x2

=
1

2

(e) lim
x→0

2 cos(x)− 2 + x2

x2 sin2(x)

l'H
= lim

x→0

−2 sin(x) + 2x

2x sin2(x) + x2 · 2 sin(x) cos(x)︸ ︷︷ ︸
sin(2x)

= lim
x→0

2 (− sin(x) + x)

2x sin2(x) + x2 sin(2x)

l'H
=

= lim
x→0

2(− cos(x) + 1)

2 sin2(x) + 2x sin(2x) + 2x sin(2x) + x2 cos(2x) · 2 = lim
x→0

− cos(x) + 1

sin2(x) + 2x sin(2x) + x2 cos(2x)

l'H
=

= lim
x→0

sin(x)

sin(2x) + 2 sin(2x) + 2x cos(2x) · 2 + 2x cos(2x)− x2 sin(2x) · 2 = lim
x→0

sin(x)

(3− 2x2) sin(2x) + 6x cos(2x)

l'H
=

= lim
x→0

cos(x)

−4x sin(2x) + (3− 2x2) cos(2x) · 2 + 6 cos(2x)− 6x sin(2x) · 2 =
1

6 + 6
=

1

12

(f) lim
x→0

(e2x − 2x− 1)tg(x+ 1)

cos(6x) sin2(3x)
=
(
lim
x→0

tg(x+ 1)

cos(6x)

)(
lim
x→0

e2x − 2x− 1

sin2(3x)

)
l'H
= tg(1)

(
lim
x→0

2e2x − 2

2 sin(3x) cos(3x)︸ ︷︷ ︸
sin(6x)

·3
)

l'H
=

= tg(1)
(
lim
x→0

4e2x

3 cos(6x) · 6
)
=

2tg(1)

9

(g) lim
x→0

arctg(x)− arcsin(x)

tg(x)− sin(x)

l'H
= lim

x→0

1
1+x2 − 1√

1−x2

1
cos2(x) − cos(x)

= lim
x→0

√
1−x2−(1+x2)

(1+x2)
√
1−x2

1−cos3(x)
cos2(x)

=

=
(
lim
x→0

cos2(x)

(1 + x2)
√
1− x2

)(
lim
x→0

√
1− x2 − 1− x2
1− cos3(x)

)
= lim
x→0

√
1− x2 − 1− x2
1− cos3(x)

l'H
=

= lim
x→0

−2x
2
√
1−x2

− 2x

−3 cos2(x) (− sin(x))
=
(
lim
x→0

−1√
1−x2

− 2

3 cos2(x)

)(
lim
x→0

x

sin(x)

)
= −1

2. f(1) = 1; f ′(1) =
(

3
2 (2− x

2
3 )

1
2 · (− 2

3x
− 1

3 )
)
|x=1

= −1; t : y − 1 = −(x− 1) =⇒ t : y = −x+ 2

3. p : y = x+ 3π
2 . . . má sm¥rnici 1 =⇒ p°ímka k ní kolmá má sm¥rnici − 1; Df = R+

Hledáme x0 : (−1 = f ′(x0) = ln(x0) + 1) , tedy
(
ln(x0) = −2

)
=⇒

(
x0 = e−2, f(x0) = e−2 ln(e−2) = −2e−2

)
Te£na k f v x0: y − (−2e−2) = −1 · (x− e−2) =⇒ y = −x− e−2
Normála k f v x0: y − (−2e−2) = 1 · (x− e−2) =⇒ y = x− 3e−2

4. (a) Df = R; f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x+ 1)(x− 1) . . . je spojitá na R
I f ′ je uvnit° I f je na I

(−∞;−1〉 > 0 rostoucí

〈−1; 1〉 < 0 klesající

〈1;∞) > 0 rostoucí

Funkce

f je

{
rostoucí na (−∞;−1〉 a na 〈1;∞)

klesající na 〈−1; 1〉



(b) Df =< −π, π >; f je lichá =⇒ f ′ je sudá; Omezíme se na 〈0, π〉
f ′(x) = 2x sin(x) + x2 cos(x) = x (2 sin(x) + x cos(x)) . . . je spojitá na (−π, π)
f ′(x) = 0⇐⇒

(
x = 0

)
∨
(
2 sin(x) = −x cos(x)

)
⇐⇒

(
x = 0

)
∨
(
tg(x) = −x2

)
Z grafu funkcí tg a −x2 je z°ejmé, ºe na (0, π) se tyto funkce protnou v jediném bod¥, který ozna£íme x0. Tento nejde
spo£íst p°esn¥, pouze lze numericky ur£it interval, ve kterém se x0 nachází.

−π 0 π

0 x

y

[0, 0]

[x0, tg(x0)]

I f ′ je uvnit° I f je na I
〈0;x0〉 > 0 rostoucí

〈x0;π〉 < 0 klesající

Protoºe

• na (0, x0) nem¥ní f ′ znaménko a f ′(π2 ) =
π
2 (2 + 0) > 0.

• na (x0, π) je
(
tg(x) > −x2

)
∧
(
cos(x) < 0

)
, tedy

sin(x) < −x cos(x)
2 =⇒ f ′ < 0 na (x0, π)

Jelikoº je f lichá a f ′ sudá, lze získanou tabulku roz²í°it na:

I f ′ je uvnit° I f je na I
〈−π;−x0〉 < 0 klesající

〈−x0; 0〉 > 0 rostoucí

〈0;x0〉 > 0 rostoucí

〈x0;π〉 < 0 klesající

Funkce f je

{
rostoucí na 〈−x0;x0〉;
klesající na 〈−π;−x0〉 a na 〈x0;π〉


