
1. Sestrojte graf funkce f , víte-li:

• D(f) = R.
• f je lichá.

• f(0) = 0 = f( 32 ).

• f je periodická s periodou 3.

•
(
∀x ∈ (0, 32 )

)
: f(x) = 1− x2.

Vypo£ítejte f(1000), f(π), f(−
√
2).

2. Nalezn¥te inverzní funkci k funkci f , kdyº Df = 〈π2 , 3π2 〉 a (∀x ∈ Df) : f(x) = sin(x).

3. Rozhodn¥te, zda je posloupnost (an) monotónní, kdyº

(a) an = n−
(
− 1

2

)n
(b) an = 15n+ (−2)n

(c) an = n
n3+1

4. Rozhodn¥te, zda je (bn) vybranou posloupností z posloupnosti (an), kdyº

(a) an = 5n bn = 5n+5(−1)n

(b) an = 5n bn = 55n+(−1)n

(c) an = 5n bn = 2510n
2+5(−1)n

(d) an = (1 + sin(n))
n

bn =
(
1 + sin(2n3)

)2n3

(e) an = (1 + sin(n))
n

bn = (1 + sin(
√
n))
√
n

5. Dokaºte, ºe posloupnost
(
n+1
n

)
je klesající a omezená.

6. U které aritmetické posloupnosti platí, ºe
(
a1 + a5 = 30

)
∧
(
a3 + a4 = 36

)
?

7. Velikosti vnit°ních úhl· u vrchol· v konvexním n-úhelníku jsou po sob¥ jdoucími £leny aritmetické posloup-
nosti. Nejmen²í úhel je 100

180π, kaºdý dal²í úhel je vºdy o 10
180π v¥t²í. Kolik stran má n-úhelník?

8. U které geometrické posloupnosti platí, ºe
(
a4 = − 8

3

)
∧
(
a6 = − 32

3

)
?



�e²ení

1. �e²ení tohoto p°íkladu uvedu pouze na cvi£eních.

2. • Df−1 = Hf = 〈−1, 1〉
•
((
∀x ∈ Df−1

)
: y = f−1(x)⇔ x = f(y)

)
⇐⇒

⇐⇒
(
(∀x ∈ 〈−1, 1〉) : y = f−1(x)⇔ x = sin(y) ∧ y ∈ Df = 〈π2 , 3π2 〉

) sin(z)=− sin(z−π)⇐⇒
⇐⇒

(
(∀x ∈ 〈−1, 1〉) : y = f−1(x)⇔ x = − sin(y − π) ∧ y ∈ 〈π2 , 3π2 〉

) (y−π)∈〈−π2 ,
π
2 〉⇐⇒

⇐⇒
(
(∀x ∈ 〈−1, 1〉) : y = f−1(x)⇔ −x = sin|〈−π

2
, π
2
〉
(y − π) ∧ y ∈ 〈π2 , 3π2 〉

) arcsin=

(
sin|〈−π

2
, π
2
〉

)−1

⇐⇒
⇐⇒ f−1(x) = π − arcsin(x) ∧Df−1 = 〈−1, 1〉
Poznámka:

−π
2

0 π
2

π 3π
2

−1

1

x

y 〈−π
2
, π
2
〉 ∋ x 7→ sin|〈−π

2
,π
2
〉(x)

−π
2

0 π
2

π 3π
2

−1

1

x

y 〈π
2
, 3π

2
〉 ∋ x 7→ sin|〈−π

2
,π
2
〉(x− π)

−π
2

0 π
2

π 3π
2

−1

1

x

y 〈π
2
, 3π

2
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3. (a) (∀n ∈ N) : an+1 − an = (n+ 1)−
(
− 1

2

)n+1 −
(
n−

(
− 1

2

)n)
= 1 +

(
− 1

2

)n − (− 1
2

)n+1
=

1 +
(
− 1

2

)n (
1 + 1

2

)
= 1 + 3

2

(
− 1

2

)n ≥ 1− 3
4 = 1

4> 0 =⇒ (an) je rostoucí

(b) (∀n ∈ N) : an+1 − an = 15(n+ 1) + (−2)n+1 − (15n+ (−2)n) =

= 15− 3 (−2)n . . .
{
> 0 . . . (n je liché) ∨ (n = 2)

< 0 . . . (n je sudé) ∧ (n > 2)
=⇒ (an) není monotónní

(c) (∀n ∈ N) : an+1 − an = n+1
(n+1)3+1 − n

n3+1 =

n4+n3+n+1︷ ︸︸ ︷
(n+ 1)(n3 + 1)−

n4+3n3+3n2+2n︷ ︸︸ ︷
n(n3 + 3n2 + 3n+ 2)

(n3+1)(n3+3n2+3n+2) =



= −(

>0︷ ︸︸ ︷
2n3 + 3n2 + n− 1)

(n3 + 1)︸ ︷︷ ︸
>0

(n3 + 3n2 + 3n+ 2)︸ ︷︷ ︸
>0

< 0 =⇒ (an) je klesající

4. (a) bn = akn kde kn = n+ 5(−1)n; k1 = −4 /∈ N =⇒ (bn) není vybraná z (an)

(b) bn = akn kde kn = 5n+ (−1)n; Z 3 kn = 5n+ (−1)n ≥ 5n− 1 ≥ 4 =⇒ kn ∈ N
(∀n ∈ N) : kn+1 − kn = 5(n+ 1) + (−1)n+1 − (5n+ (−1)n) = 5− 2(−1)n ≥ 3 > 0 =⇒ kn je rostoucí
(bn = akn) ∧ ((kn) je rostoucí posloupnost p°irozených £ísel) =⇒(bn) je vybraná z (an)

(c) bn = 520n
2+10(−1)n = akn kde kn = 20n2 + 10(−1)n; Z 3 kn = 10

(
2n2 + (−1)n

)
≥ 10 =⇒ kn ∈ N

(∀n ∈ N) : kn+1 − kn = 10
(
2(n+ 1)2 + (−1)n+1 −

(
2n2 + (−1)n

))
=

= 10 (4n+ 2− 2(−1)n) ≥ 40n > 0 =⇒ kn je rostoucí
(bn = akn) ∧ ((kn) je rostoucí posloupnost p°irozených £ísel) =⇒(bn) je vybraná z (an)

(d) bn = akn kde kn = 2n3; (kn ∈ N) ∧ ((kn) je rostoucí) =⇒ (bn) je vybraná z (an)

(e) bn = akn kde kn =
√
n; k2 =

√
2 /∈ N =⇒ (bn) není vybraná z (an)

5. (∀n ∈ N) : an+1 − an = (n+1)+1
(n+1) − n+1

n =

n2+2n︷ ︸︸ ︷
(n+ 2)n−

n2+2n+1︷ ︸︸ ︷
(n+ 1)2

(n+1)n = −1
(n+ 1)n︸ ︷︷ ︸

>0

< 0 =⇒
(
n+1
n

)
je klesající

Kaºdá klesající posloupnost je shora omezená (svým prvním £lenem). Navíc (∀n ∈ N) n+1
n = 1 + 1

n > 1 > 0,
tj. posloupnost je také zdola omezená.

6. (an je aritmetická) =⇒ ((∃δ ∈ R) (∀n ∈ N) an+1 = an + δ) =⇒ ((∃δ, a0 ∈ R) (∀n ∈ N) an = a0 + nδ)(
a1 + a5 = 30

)
∧
(
a3 + a4 = 36

)
=⇒

(
2a0 + 6δ = 30

)
∧
(
2a0 + 7δ = 36

)
=⇒ (δ = 6 ∧ a0 = −7)

Jedná se o posloupnost an = −7 + 6n.

7. M¥jme libovolný konvexní n-úhelník a jeho t¥ºi²t¥ spojme s kaºdým vrcholem úse£kou. Vznikne nám takto n
trojúhelník·. Se£teme-li dohromady v²echny vnit°ní úhly v t¥chto trojúhelnících, dostaneme £íslo nπ. Kaºdý
z trojúhelník· má jeden vrchol v t¥ºi²ti n-úhelníku a sou£et úhl·, které t¥mto vrchol·m p°íslu²í je 2π.
Sou£et vnit°ních úhl· v konvexním n-úhelníku je o 2π v¥t²í, neº sou£et úhl· ve v²ech trojúhelnících, tedy je
roven an = nπ − 2π a evidentn¥ je aritmentickou posloupností (aº na vyjímky a1 a a2).
V zadání popsaný n-úhelník má úhly b1 = 100

180π, bi+1 = bi +
10
180π, i = 1, . . . , n a tedy bi = 100

180π + 10(i−1)
180 π.

Jejich sou£et je

cn =

n∑
i=1

bi =

n∑
i=1

(
100

180
π +

10(i− 1)

180
π

)
=

100

180
πn+

10

180
π

n∑
i=1

(i− 1) =
100

180
πn+

10

180
π
n(n− 1)

2
=

=
π

18

(
10n+

n2

2
− n

2

)
=

π

36

(
n2 + 19n

)
.

Otázkou z·stává, zdali existuje n¥jaké n ∈ N, n ≥ 3, ºe cn = an. Jelikoº

(cn = an)⇐⇒
( π
36

(
n2 + 19n

)
= π(n− 2)

)
⇐⇒

(
n2 + 19n = 36(n− 2)

)
⇐⇒

⇐⇒
(
n2 − 17n+ 72 = (n− 8)(n− 9) = 0

)
,

zdálo by se, ºe hledaným n-úhelníkem by mohl být osmiúhelník, nebo devítiúhelník. Jeden z osmiúhelník·
zadaných vlastností je na obrázku.



Pro£ v²ak ºádný devítiúhelník nevyhovuje zadání?

8. (an je geometrická) =⇒ ((∃q ∈ R) (∀n ∈ N) an+1 = qan) =⇒ ((∃q, a0 ∈ R) (∀n ∈ N) an = qna0)(
a4 = − 8

3

)
∧
(
a6 = − 32

3

)
=⇒

(
q4a0 = − 8

3 ∧ q6a0 = − 32
3

)
=⇒

(
q2 = 32

8 ∧ a0 = − 32
3q4

)
=⇒

(
|q| = 2 ∧ a0 = − 2

3

)
Zadanou vlastnost spl¬ují posloupnosti an = 2n(− 2

3 ) a an = (−2)n(− 2
3 ).


