
Vzorová zkou²ka

1. Nech´ v =

20
1

, F = (

01
1

 ,
10
1

 ,
11
1

). Nalezn¥te sou°adnice vektoru v v bázi F .

�e²ení: Dle de�nice sou°adnic vektoru, hledáme [v]F = [α1 α2 α3]
> ∈ R3 takové, ºe

v = α1f1 + α2f2 + α3f320
1

 = α1

01
1

+ α2

10
1

+ α3

11
1

 =

0 1 1
1 0 1
1 1 1

α1

α2

α3

 .
Vy°e²íme-li uvedenou soustavu t°ech lineárních rovnic, dostaneme odpov¥¤ [v]F = [−1 1 1]>.

2. Nech´ A =

[
1 2
2 4

]
. Nalezn¥te spektrální rozklad matice A. Nejmen²í £tverce.

�e²ení: Hledáme ortonormální matici U a diagonální matici D, ºe A = UDU>, které dostaneme
z dvojic (λi,vi) vlastních £ísel a odpovídajících vlastních vektor·. Spo£t¥me si je

0 = det(A− λI) =
∣∣∣∣1− λ 2

2 4− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(4− λ)− 4 = λ2 − 5λ = λ(λ− 5)

λ1 = 5: 0 = Av1 − λ1v1 = (A − λ1I)v1 =

[
−4 2
2 −1

]
v1, coº °e²í nap°íklad ṽ1 =

[
1
2

]
a tedy

v1 = v1

‖v1‖ =
1√
5

[
1
2

]
λ2 = 0: 0 = Av2 − λ2v2 = (A − λ2I)v2 =

[
1 2
2 4

]
v2, coº °e²í nap°íklad ṽ2 =

[
−2
1

]
a tedy

v2 = v2

‖v2‖ =
1√
5

[
−2
1

]
.

A = UDU> =

[
1√
5
− 2√

5
2√
5

1√
5

] [
5 0
0 0

][ 1√
5

2√
5

− 2√
5

1√
5

]
.

3. �Odvození kroku CG� - M¥jme úlohu hledání minima kvadratické funkce f(x) = 1
2x
>Ax−x>b se

symetrickou maticí A. V kaºdém kroku xk+1 = xk+αkpk metody sdruºených gradient· hledáme
minimum xk+1 na p°ímce xk + tpk. Odvo¤te vzorec pro αk ∈ R.
�e²ení: Máme zadanou matici A a vektory b, xk, pk. Hledáme

f(xk+1) = f(xk + αkpk) = min
t∈R

f(xk + tpk) = min
t∈R

1

2
(xk + tpk)

>A(xk + tpk)− (xk + tpk)
>b

= x>k Axk − x>k b+min
t∈R

t2

2
p>k Apk + t(p>k Axk − p>k b)

Funkce g(t) = at2+bt nabývá minima pro g′(t) = 2at+b = 0, tedy t = − b
2a , coº v na²em p°ípad¥

znamená t =
p>

k (b−Axk)

p>
k Apk

.
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4. Nech´ M =

2 1 6
2 3 4
1 5 1

. Ur£ete matici Householderovy transformace H tak, aby HM m¥la nuly

v prvním sloupci pod hlavní diagonálou, HM =

∗ ∗ ∗0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

.
�e²ení: Chceme nalézt matici H = I−2ww> takovou, aby H

22
1

 = ‖

22
1

 ‖e1 =

30
0

, u =

22
1

−30
0

 =

−12
1

, w = u
‖u‖ =

1√
6

−12
1

, H =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 2
6

−12
1

 [−1 2 1
]
= 1

3

2 2 1
2 −1 −2
1 −2 2

.
A skute£n¥, HM = 1

3

2 2 1
2 −1 −2
1 −2 2

2 1 6
2 3 4
1 5 1

 = 1
3

9 13 21
0 −11 6
0 5 0

.
5. Nech´ A =

12
0

, B =

21
0

, C =

−10
1

, D =

02
2

. Spo£ítejte délku p°í£ky mimob¥ºek AB a CD.

�e²ení: Pro kvadrát délky p°í£ky p°ímek

AB ≡ p 3 X(t) = A+ t(B −A) =

12
0

+ t

−11
0


CD ≡ q 3 Y (s) = C + t(D − C) =

−10
1

+ s

12
1


platí

d2(p, q) = min
t,s∈R

‖X(t)− Y (s)‖2

= min
t,s∈R

12
0

+ t

−11
0

−
−10

1

− s
12
1

>12
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+ t

−11
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−
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− s
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= min

t,s∈R

 2
2
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+ t

−11
0

− s
12
1

> 2
2
−1

+ t

−11
0

− s
12
1


= 9 + min

t,s∈R

[
t s

] [2 1
1 6

] [
t
s

]
− 2

[
0 5

] [t
s

]

Protoºe je matice

[
2 1
1 6

]
pozitivn¥ de�nitní, je ve stacionárním bod¥, který spo£teme

[
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0

]
= grad

([
t s
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] [
t
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]
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[
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]
=
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a tedy

d =

√
9 +

1

11

[
−5 11

] [2 1
1 6

]
1
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]
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[
0 5

] 1
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[
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]
=

√
49

11
.

Témata k ústní zkou²ce

• Vektorové prostory, báze, sou°adnice, lineární zobrazení, skalární sou£in, ortonormalita

• Fourierova transformace, FFT

• Spektrální rozklad

• Singulární rozklad, standardní vs redukovaná verze, aproximace matice

• Householderovy a Givensovy transformace

• Metoda sdruºených gradient·, gradient

• Analytická geometrie

• SVN (Support Vector Machines)
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