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Motivace

Predpokladejte, ze mame Etyfi riizné symboly (nebo libovolné jiné
objekty). Kolik bita potfebujeme abychom je dokazali od sebe odlisit?
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Motivace

Question

Predpokladejte, ze mame Ctyfi riizné symboly (nebo libovolné jiné
objekty). Kolik bitd potfebujeme abychom je dokazali od sebe odlisit?

Zkusme feseni pomoci binarniho dotazovani (ANO/NE otazek):

m Vyskytuje se symbol v mnoziné {a,b}. Pokud Ano pak si poznacme
0, jinak si poznacime 1.

m Pokud byla odpovéd Ano, pak vime, ze symbol je bud a nebo b,
takze dalsi otazka bude: Je to a? Pokud Ano poznacime si 0, pokud
ne poznacime si 1.

m Pokud byla odpovéd Ne, pak vime, ze symbol je bud c nebo d, takze
dalsi otazka bude: Je to c? Pokud Ano poznacime si 0, pokud ne
poznacime si 1.

Pro rozliseni mezi symboly tedy potfebujeme dvé binarni ¢isla, jinymi slovy
2 bity.
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Entropie |||||

Pro rozliseni mezi symboly tedy potfebujeme dvé binarni Cisla, jinymi slovy
2 bity.

00 01 10 11

Obrazek: Binarni dotazovani.

Michal Vasinek (VSB-TUO) Analyza a komprese signalu 4 /33



Kontrolni otazka

Otéazka - 1 bonusovy bod

Co kdyz rtiznych symboli bude 8, 16, 32 etc., kolik pak budeme
potfebovat biti pro jejich odliseni?
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Definice

Abeceda je mnozina symbold. Obvykle znacime X' (sigma), jeji
velikost(pocet riiznych symbold) o. Napriklad abeceda DNA je:
Y ={A,C,G,T} a jeji velikost je o = 4.

Nahodna proménna

Nahodna proménna je funkce, ktera prifadi hodnotu nahodné adalosti.
Obvykle znacime velkymi pismeny, napf. X, Y. Prikladem muze byt
nahodna proménna reprezentujici hod kostkou. V kompresi dat nahodna
proménna reprezentuje udalost, ze precteme néjaky symbol.
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Definice - pokracovani |||||

Pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkce je funkce, ktera vrati pravdépodobnost, ze
diskrétni nahodna proménna nabyva pravé néjaké konkrétni hodnoty z.
p(z) = Pr{X =x},x € X.

Zprava
Zprava je sekvenci ndhodnych proménnych: X1 X5 ... X,,. Délka zpravy je
n. Prikladem zpravy mize byt libovolny soubor na vasem disku, zobrazena
webova stranka, video na youtube... .

Michal Vasinek (VSB-TUO) Analyza a komprese signalu 7/33



Logaritmy

Pravidlo o soucinu

log ab = loga + log b

Pravidlo o podilu

log% =loga —logb

Vsechny logaritmy, které budeme uvazovat budou mit zaklad roven 2:
log,.
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Entropie |||||

Entropie nahodné proménné

Entropie reprezentuje miru neurcitosti nahodné proménné.

m Pouziva se k méfeni mnozstvi informace, kterou v priiméru budeme
potfebovat k popisu ndhodné proménné.

= V kompresi dat ndm entropie udava fundamentalni limit, kterého
jsme schopni dosadhnout kompresnimi algoritmy. Nelze Zadnou zpravu
zkomprimovat |épe, nez na aroven entropie. Pokud by nas kompresni
algoritmus dokazal zkomprimovat data lépe, nez je limit dany
entropii, pak ztratime schopnost data zpétné zrekonstruovat.
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——
Entropie |||||

m Predpokladejme, ze kazdy symbol ma stejnou pravdépodobnost a
velikost abecedy je o.

m Pr(X =x)= % - pravdépodobnost jednoho konkrétniho symbolu.

m log o - minimalni pocet bittl potfebnych pro zakédovani jednoho
symbolu.

m Abychom obdrzeli priimérny pocet bitti na symbol musime secist
pocty bitd za kazdy symbol a podélit o.

Entropie - stejné pravdépodobné symboly

Entropie H(X) je primérny pocet bitd, ktery potfebujeme pro
reprezentaci jednoho symbolu.

H(X) = Z logo = — Zloga—loga

mEZ‘ wEZ‘
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——_—
Entropie - Priklad |||||

Diskrétni nahodna proménna X. Dvé mozné hodnoty bud 0 nebo 1.

X — 1 s pravdépodobnosti p,
~ |0 s pravdépodobnosti 1 — p.

Potom
H(X) = —plogp — (1 —p)log (1 —p)
m p(0) = p(1) = 0.5 then

H(X)=—0.5log0.5 — (1 —0.5)log (1 — 0.5) = 1bit
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——_—
Entropie - Priklad 2 |||||

0 1 1 1 | 1 1 | | 1
0O 01 02 03 04 05 06 07 08B 09 1

]

Obrazek: H(p) vs. p.
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——
Dalsi priklad !

m p(a) =0.5
= p(b) =0.25
m p(c) = 0.25.

S pouzitim binarniho dotazovani:
m Je symbol a. Pokud ano zapiseme si 0 jinak si zapiseme 1.
m Pokud byla odpovéd Ano, pak vime, ze symbolem bylo a.

m Pokud byla odpovéd Ne, pak vime, ze symbol je bud b nebo ¢, tudiz
se mizeme zeptat: je symbolem b? Pokud Ano, pak si zapiseme 0
jinak 1.
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——
Dalsi priklad !

m p(a) =05 => —log0.5=1
m p(b) =0.25 => —1log0.25 = 2
m p(c) =0.25 => —1og0.25 = 2

V priiméru mame:

—0.510g 0.5—0.2510g 0.25—0.25 log 0.25 = —0.5—0.25+2—0.25%2 = 1.5bits

Entropie je dana vztahem:

— Y plx)logp(x

zeX

Jedna se o jednu z nejslavnéjsich rovnic védy: Shannonova rovnice.
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——_—
Entropie - priklad 2 |||||

Necht
a s pravdépodobnosti %
¥ — b s pravdépodobnosti ‘—11.
¢ s pravdépodobnosti %,
d s pravdépodobnosti %.
Entropie je:
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——_—
Shannonuv experiment - entropie jazyka |||||

_rese _at k. ompr_ ¢ a ) _ p.a_ va__
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cl m z es e ch bje (ed o ka ba i
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Shannonuv experiment - entropie jazyka |||||

Ko resedat(t & omp m_  d t je  racova i
po_itac_vych datsci emzmensi e h o m
(j_dno_ka: bajt) ri __u asnem zacho ani_n_ ormaciv
~at ch o s zenyc . kol  k mpreseda je en
datov_ tok
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Shannonuv experiment - entropie jazyka |||||

Komprese dat (take komprimace dat) je zpracovani pocitacovych dat s
cilem zmensit jejich objem (jednotka: bajt) pri soucasnem zachovani
informaci v datech obsazenych. Ukolem komprese dat je zmensit datovy
tok pri jejich prenosu nebo zmensit potrebu zdroju pri ukladani informaci.
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Entropie - jiné odvozeni |||||

Entropie - Definice

Pocet bitii, které potfebujeme abychom rozlisili jednu zpravu od ostatnich
zprav, pokud disponujeme znalosti o Cetnostech symboli.

m Mé&jme velmi dlouhou zpravu o N symbolech nad abecedou
Y =4{0,1}.
m Spocitame Cetnosti symbolti f(0) a f(1).

Kolik riiznych zprav mazeme vytvorit pokud pouzijeme f(0) nul a f(1)
jednicek?
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Rtizné zpravy |||||

Kolik réiznych zprav mazeme vytvorit pokud pouzijeme f(0) nul a f(1)
jednicek?

Permutace s opakovanim:

N!

JOLF()!
Abychom mohli odlisit k rtiznych objektti potfebujeme log k bitti. To samé
plati pro razné zpravy stejné délky:

N!
log W = log N! — logf(0)! — logf(1)!
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Stirlingova aproximace |||||

Jak spocitat logaritmus faktorialu?

Odpovéd: pouzijeme Stirlingovu approximaci.

logk! =klogk — k

Ukol
S pouzitim Strilingovy rovnice zjednodusté vyraz:
log —__ _ log N1 — logf(0)! — log f(1)!
0g ————— = log N! — lo I—lo !
Srorm - T T !
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——_—
Entropie - odvozeni pomoci dlouhych zprav |||||

x)

s N = f(0) + f(1)
= p(a) = L =>

> f(z) =p(z)N

= log N! — logf(0)! —logf(1)!

= Nlog N — N — f(0)log f(0) 4+ f(0)

— f(W)log f(1) + f(1)

= Nlog N — f(0)log f(0) — f(1)log f(1)

= Nlog N — Np(0)log p(0)N — Np(1)logp(1)N
= N(log N — p(0)log p(0)N — p(1) log p(1)N)

N!
8 F o)
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——_—
Entropie - odvozeni pomoci dlouhych zprav |||||

p(x)log Np(z) = p(z) log p(z) + p(z) log N

—p(0)log N = p(1)log N = —(p(0) + p(1)) log N = —log N

Spojenim dohromady obdrzime:

= N(log N — p(0)log p(0)N — p(1) log p(1)N)
= N(—p(0) log p(0) — p(1)log p(1)
= NH(X)

Protoze se zprava sklada z N symboli, podélenim N obdrzime entropii
vztazenou k jednomu symbolu, t.j. Shannonu entropii.
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B —
Empiricka entropie |||||

Empiricka entropie je entropii vypoctenou na zakladé znalosti rozdéleni
symbolii v realnych datech(souborech, proudech dat, ...)

m Spocitejte Cetnosti symboli f(z) ve zpravé m o délce n.
m Spocitejte empirickou pravdépodobnost: p(x) = f(z)/n.

m Spoctéte entropii pomoci Shannonovy rovnice:

=— ) plx)logp(x

zeX
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Sdruzena entropie

Sdruzena entropie

Sdruzena entropie H(X,Y") dvojice diskrétnich nadhodnych proménnych
(X,Y) se sdruzenym rozdélenim p(z,y) je definovana jako:

H(X,Y) ==Y Y plx,y)logp(z,y)

zeX yeY

Napftiklad, nemusime vzdy uvazovat jen rozdéleni jednotlivych symboli,
ale mizeme uvazovat dvojice symbold, tzv. digramy &i bigramy v textu

Michal Vasinek (VSB-TUO) Analyza a komprese signalu 25 /33



Podminéna entropie |||||

Typicky v anglictiné se vyskytuje mnoho slov zacinajicich na th, napriklad,
the, this, there, that, atd. MZzeme né&jak vyuzit znalosti, Ze symbol ¢ je
Casto nasledovan symbolem h?

Podminéna entropie

Pokud (X,Y) ~ p(x,y), podminéna entropie H(Y|X) je definovana jako:

H(Y|X) =) p@)H(Y|X = z)
zeX

== ) pylz)logp(y|x)

zeX yey

==>" Y p(x,y)logp(y|x)

rzeX yeY
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Podminéna entropie - poznamky |||||

m Kdykoli pfecteme v anglickém textu symbol ¢, nejspise bychom zkusili
hadat, ze nasledujici symbol bude h.

m Pokud bychom nas kompresni algoritmus zalozili na podminéné
pravdépodobnosti p(Y|X = t) spise nez na marginalni
pravdépodobnosti p(X), budeme schopni navrhnout efektivnéjsi kédy
pro reprezentaci symbolu h. Pfipomenme si, ze potfebujeme —logp
bitd pro reprezentaci symbolu.

m Toto mazeme dale zobecnit na: H(Y|X X5 ... X,,). Zde
X1X5... X, je kontext(vyjadreny jako podminéna pravdépodobnost)
pomoci kterého budeme kédovat nasledujici symbol.
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Student teorie informace vstoupil prvni den na vysoké skole do podivného
a bizarniho svéta. Jedinymi zvuky bylo obcasné vyrknuti ¢isla jednim z
profesoril a nasledny smich. Jeden z profesorii ekl "52", nasledovala
kratka pauza a pak se ozval smich. Nékdo jiny rekne "713", to samé,
vSichni padnou smichy k zemi.

"Co se to tu déje?"zeptal se svého ucitele.

"Vypravime si vtipy,"fekl jeho ucitel.

"Vypravite si vtipy?"

"Ano, vite, vSichni tu pracujeme tak dlouho, Ze zndme vtipy jeden
druhého. Je jich tisice. A tak jsme jako informacni teoretici pouzili
kompresi dat. Prosté jsme jim vsem prifadili Cisla, od 0 do 999. Usetfi to
spoustu Casu a namahy. Chtéli byste to zkusit? Staci fict libovolné cislo
od 0 do 999..."

Nebyl aplné presvédéeny. Ale zkusil to. Velmi tise zaseptal "477".

Sotva se ozvalo zasusténi.
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Podival se na svého uéitele. "Co se déje?"zeptal se. "Zkus to znovu,"fekl
ucitel.

A tak to zkusil. "318"- opét totéz, nic, sotva 3elest.

"Néco je Spatné,"fika.

"No,"Fika ucitel, "nejde ani tak o ten vtip, jako o zpiisob, jakym ho
vypravite!"

Student nakonec uspél nahodou tim nejnecekanéjsim zpisobem. Zavolal
¢islo mimo rozsah 0 az 999. "Minus 105,"fekl.

Nejprve se ozval ohromeny udiv, pak se rozesmal nejprve jeden profesor,
pak druhy, pak dalsi, az se v3ichni valeli po zemi a drzeli se za boky.
Tento vtip nikdo pfedtim neslysel.
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Relativni entropie

m Uvazujme, ze dostanete data jejichz rozdéleni je p(x).

m Ale ja vam feknu, ze rozdéleni je ¢(x) # p(z).

Otazka
Jaky bude rozdil v nasi schopnosti zakédovat data, pokud namisto
skutecného rozdéleni p(z) pouzijeme rozdéleni ¢(z)?

Odpovédi je relativni entropie!
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B —
Relativni entropie |||||

m Uvazujme, ze dostanete data jejichz rozdéleni je p(x).
m Ale ja vam feknu, ze rozdéleni je g(x) # p(x).

Pouzijete — log q(x) bitd k zakédovani symbolu x, nicméné v nasich
datech se symbol x vyskytuje s pravdpodobnosti p(z) takze vas kéd bude
nejlépe reprezentovan pomoci:

— > p(x)logg(x

reX

D(pllg) = =Y _ p(x)logq(z) — > p(x)logp(x

zeX zeX
- _ Z Vx)

zeX
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Vzajemna informace |||||

Vzajemna informace

Uvazujme dvé nahodné proménné X a Y se sdruzenym rozdélenim p(z,y)
a marginalnim rozdélenim p(z) and p(y). Vzajemna informace I(X;Y) je
dana jako relativni entropie mezi sdruzenym rozdélenim a soucinovym
rozdélenim p(z)p(y).

I(X;Y) =) Zp(w,y)logpp(m—’y)

Z @)p(y)

m Sdruzené rozdéleni vs. marginalni rozdéleni - napriklad
pravdépodobnost, Ze se digram ab vyskytuje ve zpravé
m = abbabbbaaa . .. je p(a,b) zatimco marginalni pravdépodonosti

jsou p(a) a p(b)
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B —
Vzajemna informace |||||

v p(x)p(y)
X
= plw,y)log plafy)
Yy p(z)
= p(z,y)logp(xly) - Zp 2,y)logp(z)
z,y
=> p(z,y)logp(zly) — Zp )log p(z
7y

= H(X) - H(X|Y)

Tudiz, dodateéna informace, kterou ziskdme znalosti ndhodné proménné
Y snizuje nejistotu nahodné proménné X.
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