
Vysoká škola báňská - Technická univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikované matematiky
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B Několik př́ıklad̊u k procvičeńı 92
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B.2 Výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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1 Komplexńı č́ısla

• Komplexńı č́ıslo je č́ıslo ve tvaru a+ bi, kde a, b ∈ R, i =
√
−1. Množinu všech komplexńıch

č́ısel znač́ıme C.

• Reálná a imaginárńı část:

Jestliže z = a + bi, tak Re z = a, Im z = b.

Častá chyba: Spousta student̊u naṕı̌se Im z = bi. To je ale špatně, i se sem neṕı̌se!

Imaginárńı část ř́ıká
”
kolik tam toho imaginárńıho je“, jinak řečeno je to vždycky jen

”
to,

co je u i“.

Např.: z = 1 + i
√
3, tzn. Re z = 1, Im z =

√
3.

• Dvě komplexńı č́ısla se rovnaj́ı právě tehdy, když se rovnaj́ı jejich reálné a imaginárńı části,

tzn.

z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i, z1 = z2 ⇔ (a1 = a2 ∧ b1 = b2) .

• Sč́ıtáme a odeč́ıtáme
”
po složkách“, násob́ıme klasicky roznásobeńım:

z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i ∶
z1 ± z2 = (a1 ± a2) + (b1 ± b2)i, z1z2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i

• Základńı mocniny i:

i1 = i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1,

a protože i4 = 1, neńı těžké si rozmyslet, že pak už se to cyklicky opakuje (tzn., že např.

...i−1 = i3 = i7 = i11..., a podobně).

• Č́ıslo komplexně sdružené k z:

Znač́ıme jej z, definováno je následovně: Jestliže z = a + bi, pak z = a − bi. Nenechme se

zmást značeńım
”
plus a mı́nus“, komplexńı sdružeńı jednoduše obraćı znaménko u ima-

ginárńı části. Zjevně plat́ı:

z = z
z ⋅ z = a2 + b2.....Tj. z ⋅ z je vždy nezáporné reálné č́ıslo!

Např.: z = 1 + i
√
3 ⇒ z = 1 − i

√
3, z ⋅ z = 12 + (

√
3)2 = 4.

Je-li z kořenem nějakého polynomu (s reálnými koeficienty), je jeho kořenem i z. Např.:

x2 − 2x + 2 = 0 ....... x1,2 =
−(−2) ±

√
(−2)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ 2
2 ⋅ 1 = 2 ±

√
−4

2
= 1 ±

√
−1 = 1 ± i,
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x1 = 1 + i, x2 = 1 − i ⇒ x1 = x2.

• Při děleńı komplexńıch č́ısel se ř́ıd́ıme mottem
”
nechceme žádné i ve jmenovateli“. Zbav́ıme

se jej za použit́ı rozš́ı̌reńı pomoćı komplexně sdruženého jmenovatele, nebot’ už v́ıme, že

z ⋅ z ∈ R+0 , a zlomek (podobně, jako když se zbavujeme odmocnin) vynásob́ıme
”
vhodně

napsanou jedničkou“:

z1
z2
= z1
z2
⋅ z2
z2
= z1z2
(Re z2)2 + (Im z2)2

= z1z2∣z2∣2

Např.:

2 − 4i
1 − i =

2 − 4i
1 − i ⋅

1 + i
1 + i =

(2 − 4i)(1 + i)
12 + 12 = 2 − 4i + 2i − 4(−1)

2
= 6 − 2i

2
= 3 − i

Občas je dobré si pamatovat, že speciálně 1
i = −i.

• Absolutńı hodnota:

Udává
”
vzdálenost od 0“ v Gaussově rovině - komplexńı č́ısla lze v určitých směrech ztotožnit

s dvourozměrnými vektory (z = a+bi ∼ [a, b]), absolutńı hodnota je tedy v podstatě velikost

tohoto vektoru.

∣z∣ =
√
a2 + b2 =

√
z ⋅ z

Pozn.: Už z toho, že absolutńı hodnota udává
”
velikost“ je jasné, že jde o nezáporné

reálné č́ıslo! Spoustě student̊u po chybě z nepozornosti z̊ustane v absolutńı hodnotě i a

v̊ubec jim to neńı divné. Ale jak je velké něco, co měř́ı třeba 4+ 2i? Nev́ım jak Vy, ale já si

to moc představit neumı́m.

• Absolutńı hodnoty r̊uzných komplexńıch č́ısel můžeme porovnávat, takže z tohoto pohledu

lze mluvit o tom, které z nich je
”
větš́ı“, tj. např́ıklad výraz ∣z1∣ > ∣z2∣ má smysl (samozřejmě

totéž lze ř́ıct o ≥,<,≤). Jak je to ale s komplexńımi č́ısly jako takovými? Dá se v nějakém

smyslu psát z1 > z2?

Jelikož i ≠ 0, tak by nevyhnutelně muselo platit bud’ i > 0, nebo i < 0. V př́ıpadě i > 0 by to

znamenalo, že také i2 > 0, jenže i2 = −1, takže by muselo platit −1 > 0, což je samozřejmě

nesmysl. Pokud by naopak bylo i < 0, dostali bychom opět i2 = −1 > 0 (protože pokud i < 0,
tak násobeńı nerovnosti č́ıslem i otoč́ı nerovnost). Pokud se Vám to zdá celé jakési podivné,

máte pravdu: Na komplexńıch č́ıslech NELZE zavést uspořádáńı. A to nejen klasické

”
větš́ı/menš́ı“, ale žádná relace (úplného) uspořádáńı.
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• Argument komplexńıho č́ısla:

Úhel, který
”
vektor“ z sv́ırá s kladnou část́ı reálné osy, přesněji řečeno množina všech úhl̊u,

které této poloze odpov́ıdaj́ı. Znač́ıme Arg z. Pro č́ıslo 0 neńı definován.

Hlavńı hodnotu argumentu znač́ıme arg z a rozumı́me j́ım takový úhel, který je ze

”
základńıho“ intervalu (−π,π⟩.

Vypoč́ıtat arg z můžeme několika zp̊usoby (svým zp̊usobem poč́ıtáme úhel v pravoúhlém

trojúhelńıku, viz Obrázek 1):

a > 0 ⇒ arg z = arctan b
a

a < 0, b > 0 ⇒ arg z = π + arctan b
a

a, b < 0 ⇒ arg z = arctan b
a − π

Ty
”
tanečky“ s přič́ıtáńım a odeč́ıtáńım π jsou v daných kvadrantech nezbytné zkrátka

proto, že funkce arctan vraćı jen hodnoty v intervalu (−π
2 ,

π
2
), což je ale př́ıpustný argument

pouze pro č́ısla s kladnou reálnou část́ı. Nav́ıc má tento vzorec problém pro a = 0, což je

sice př́ıpad, kdy je jasné, jaký je argument (opět, viz Obrázek 1), ale přesto je to něco, co

by bylo třeba zohlednit např. při implementaci na poč́ıtači.

Alternativně (a asi jednodušeji) také: arg z =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

arccos a
∣z∣ , b ≥ 0

−arccos a
∣z∣ , b < 0.

Pozn.: Samozřejmě by to šlo i přes arcsin, ale opět bychom se, podobně jako u použit́ı

arctan, potýkali se třemi př́ıpady, u arccos jsou jen dva a lǐśı se pouze znaménkem, a jelikož

děĺıme absolutńı hodnotou, nemuśıme se zde obávat ani děleńı nulou jako u arctan2. Na

druhou stranu, k použit́ı vzorce s arccos je třeba spoč́ıtat absolutńı hodnotu, pro arctan ne,

zálež́ı čistě na osobńım pohledu, co je komu pro výpočet bližš́ı.

Daľśı možnost́ı, jak spoč́ıtat argument
”
bez kliček“, je zkrátka vźıt v potaz, že zároveň muśı

být splněno cosφ = a
∣z∣ a sinφ = b

∣z∣ a vyč́ıst výsledný úhel z jednotkové kružnice (viz pomůcka

od Ing. Mrovce: https://homel.vsb.cz/~ulc0011/uhly.pdf).

Množinu Arg z pak dostaneme jednoduše jako Arg z = {arg z + 2kπ, k ∈ Z}. Argument je

d̊uležitý za určitých okolnost́ı, jako je např. mocněńı obecným komplexńım č́ıslem, nicméně

2Protože zjevně ∣z∣ = 0 plat́ı pouze pro z = 0 a jak jsme si řekli, pro 0 neńı argument definován.
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v drtivé většině př́ıpad̊u budeme operovat pouze s hlavńı hodnotou argumentu.

Plat́ı, že ∣z1z2∣ = ∣z1∣ ⋅ ∣z2∣, arg(z1z2) ∈ Arg z1 ⊕Arg z2.

Př́ımo psát arg(z1z2) = arg z1+arg z2 můžeme pouze pokud výsledek lež́ı v intervalu (−π,π⟩,
v opačném př́ıpadě je třeba přič́ıst/odeč́ıst př́ıslušný násobek 2π.

• Goniometrický a exponenciálńı tvar:

Zat́ım jsme si uvedli pouze algebraický tvar, tj. z = a+bi. Označme arg z = φ. Pak můžeme

psát

z = ∣z∣ (cosφ + i ⋅ sinφ) (goniometrický tvar)

z = ∣z∣eiφ (exponenciálńı tvar)

Odtud mimo jiné plyne, že: cosφ + i ⋅ sinφ = eiφ.

• Z exponenciálńıho tvaru lze okamžitě vidět zmı́něné arg(z1z2) ∈ Arg z1 ⊕Arg z2:

z1 = ∣z1∣eiφ1 , z2 = ∣z2∣eiφ2

z1 ⋅ z2 = (∣z1∣eiφ1) ⋅ (∣z2∣eiφ2) = ∣z1∣∣z2∣eiφ1+iφ2 = ∣z1∣∣z2∣ei(φ1+φ2)

Mimo jiné to znamená, že pokud máme č́ıslo w, pro které plat́ı ∣w∣ = 1, argw = φ, tak
násobeńı č́ıslem w neńı v Gaussově rovině nic jiného, než rotace o úhel φ kolem počátku.

Pozn.: Goniometrický tvar se ještě dá lehce vymyslet v rámci ilustrace pravoúhlým trojúhelńıkem,

ale kde se proboha vzalo nějaké
”
é na ı́“? Jak si to představit? Inu, komplexńı funkce ještě

zavedeny nemáme. Nicméně, už v́ıme, jak se chovaj́ı celoč́ıselné mocniny i, čili umı́me i

dosadit do polynomu, př́ıpadně do nekonečné mocninné řady. Taylorovy řady si později za-

vedeme i v rámci komplexńıch č́ısel a právě přes ně se dá ukázat, že cosφ+ i ⋅ sinφ = eiφ, viz
samostatná část o Taylorových řadách.
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Obrázek 1: Ilustrace v Gaussově rovině

Pozn.: Je dobré si uvědomit, že argument lze často vyč́ıst z obrázku. Např. i lež́ı na horńı

části imaginárńı osy, je jasné, že úhel je π
2 . Kladná reálná č́ısla maj́ı zjevně argument nulový,

atd.

• Moivreova věta:

(∀n ∈ N)(∀φ ∈ R) ∶ (cosφ + i ⋅ sinφ)n = (cosnφ + i ⋅ sinnφ)

Toto tvrzeńı je zřejmé, máme-li k dispozici exponenciálńı tvar, bez něj se dá dokázat

např́ıklad matematickou indukćı.

• Umocňováńı a odmocňováńı komplexńıch č́ısel provád́ıme přes Moivreovu větu. Tzn. u

mocněńı je postup následovný:

– Najdeme ∣z∣ a φ (tj. arg z),
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– Použijeme zn = ∣z∣n (cosnφ + i sinnφ)3,

– Výsledek, pokud možno, převedeme zpátky do algebraického tvaru.

Př.:

z = 1 + i, z8 = ?

∣z∣ =
√
12 + 12 =

√
2, φ = arctan 1

1
= arctan1 = π

4

z8 = (
√
2)8 (cos(8 ⋅ π

4
) + i sin(8 ⋅ π

4
)) = 24 (cos 2π + i sin 2π) = 16 (cos 0 + i sin 0) = 16(1 + 0i) = 16

• U n-té odmocniny postupujeme analogicky, s drobnou odlǐsnost́ı:

n
√
z = n
√
∣z∣ (cos φ + 2kπ

n
+ i sin φ + 2kπ

n
) , k ∈ {0,1, . . . , n − 1}.

Jinak řečeno, dostaneme obecně n r̊uzných řešeńı. To je dáno t́ım, že při mocněńı násob́ıme

úhly, tady úhel děĺıme. A protože se svým zp̊usobem motáme po kružnici, nestač́ı nám jen

jedno řešeńı, abychom pokryli všechny možnosti. 4 K jasněǰśımu pochopeńı nám může po-

moci jednoduchá úvaha:

Představme si, že jsme na jednotkové kružnici v poloze, odpov́ıdaj́ıćı úhlu 0 a někdo nám

řekne
”
Ztrojnásobte sv̊uj úhel!“ - v tu chv́ıli neńı moc co řešit, pořád budeme mı́t nulový

úhel. Tato situace odpov́ıdá umocněńı na třet́ı. Ale co když někdo přijde a řekne
”
Posuňte

se na úhel, jehož ztrojnásobeńım se dostanete na svou současnou pozici!“, což je

situace odpov́ıdaj́ıćı třet́ı odmocnině? Samozřejmě, opět můžeme z̊ustat stát na 0. Ale co

takový úhel 2π
3 ? Ten když ztrojnásob́ıme, dostaneme se na 2π, což je ale ta samá pozice jako

0. A takto lze uvažovat pro jakýkoliv úhel a jakýkoliv násobek.

Obecně pro argumenty všech řešeńı odmocniny plat́ı

arg z = φ, n
√
z = {z0, . . . , zn−1} ⇒ arg z0 =

φ

n
,

∣arg z0 − arg z1∣ = ∣arg z1 − arg z2∣ = . . . = ∣arg zn−2 − arg zn−1∣ =
2π

n
,

jinak řečeno, odmocniny maj́ı své argumenty rovnoměrně rozmı́stěné, což se dá znázornit

pomoćı jednotkové kružnice:5

3A nezapomı́nejme, že ∀k ∈ Z ∶ sin(α) = sin(α + 2kπ), totéž pro cosinus.
4Ostatně už u reálných č́ısel plat́ı např. x2 = 4 ⇒ x = ±2, a ne jen 2.
5Absolutńı hodnotu 1 chceme čistě pro větš́ı přehlednost, aby z leželo na stejné kružnici jako jeho odmocniny.
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Obrázek 2: Situace s odmocňováńım pro z = 1
2(1 + i

√
3), n = 4

Př.: Spoč́ıtejme 4
√
1 ∶

∣1∣ = 1, arg 1 = 0

⇓

4
√
1 = 4
√
1 ⋅ (cos 0 + 2kπ

4
+ i sin 0 + 2kπ

4
) , k ∈ {0,1,2,3},

k = 0 ∶ 4
√
1 ⋅ (cos 0+0

4 + i sin
0+0
4
) = 1 ⋅ (1 + i ⋅ 0) = 1,

k = 1 ∶ 4
√
1 ⋅ (cos 0+2π

4 + i sin 0+2π
4
) = 1 ⋅ (cos π

2 + i sin
π
2
) = 1 ⋅ (0 + i ⋅ 1) = i,

k = 2 ∶ 4
√
1 ⋅ (cos 0+4π

4 + i sin 0+4π
4
) = 1 ⋅ (cosπ + i sinπ) = 1 ⋅ (−1 + i ⋅ 0) = −1,

k = 3 ∶ 4
√
1 ⋅ (cos 0+6π

4 + i sin 0+6π
4
) = 1 ⋅ (cos 3π

2 + i sin
3π
2
) = 1 ⋅ (0 + i ⋅ (−1)) = −i,

Takže 4
√
1 = {1,−1, i,−i} .

• Ačkoliv nám Moivreova věta značně ulehčuje život, komplexńı mocniny a často i odmocniny

se daj́ı poč́ıtat také algebraicky. U mocněńı však řeš́ıme zjevný problém: Komu by se dle

binomického vzorce chtělo např́ıklad umocňovat závorku (1+ i)12 a pak ještě výraz upravo-

vat? To by byla docela šichta už s nevinným umocněńım, zat́ımco s pomoćı Moivreovy věty

trénované oko uhodne prakticky z hlavy, že výsledek je −64. S odmocňováńım je situace

7



ještě záludněǰśı:

Př.: Algebraicky spoč́ıtejme 3
√
i.

Úlohu můžeme převykládat tak, že hledáme všechna z ∈ C, pro něž plat́ı z3 = i. Nyńı

využijeme toho, že komplexńı č́ısla se rovnaj́ı, právě když se rovnaj́ı jejich reálné a imaginárńı

části:

z3 = i

(a + bi)3 = i

a3 + 3a2bi + 3a(bi)2 + (bi)3 = i

a3 − 3ab2 + i ⋅ (3a2b − b3) = 0 + i ⋅ 1

⇓

I. a3 − 3ab2 = 0

II. 3a2b − b3 = 1

Nyńı, když si vezmeme na paškál prvńı rovnici, vid́ıme, že a(a2 − 3b2) = 0. Tedy bud’ a = 0,
nebo a2 = 3b2. Pokud uváž́ıme a = 0, dostáváme dosazeńım do druhé rovnice −b3 = 1, odtud
okamžitě b = −1, takže prvńı řešeńı jsme nalezli: z1 = 0 + i ⋅ (−1) = −i . K nalezeńı zbylých

dvou budeme pro změnu uvažovat a2 = 3b2:

3a2b − b3 = 1

3(3b2)b − b3 = 1

8b3 = 1

b = 1
2

a2 = 3b2 ⇒ a = ±
√
3

2
,

takže zbylá dvě řešeńı jsou z2 =
√
3
2 +

i
2 , z3 = −

√
3
2 +

i
2 .

Jak vid́ıme, hledáńı bylo pracné, a to jsme měli velice zjednodušenou situaci t́ım, že jedna ze

složek odmocňovaného č́ısla byla nulová a hledali jsme pouze třet́ı odmocninu. Vyšš́ı odmoc-

niny by zvlášt’ v kombinaci s nenulovými složkami odmocňovaného č́ısla algebraicky v̊ubec

nemusely být řešitelné, přinejmenš́ım analyticky ne. A jistě sami uznáte, že štvát numerické

řešiče na takovou prkotinu, jako je odmocňováńı, je jako j́ıt s bazukou na mravence.
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2 Množiny a jejich znázorněńı v Gaussově rovině

• Připomenut́ı:

z = x + yi, x, y ∈ R, i =
√
−1, Re z = x, Im z = y.6

∣z∣ =
√
x2 + y2, z = x − yi, arg z ozn.= φ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

arccos x
∣z∣ , y ≥ 0

−arccos x
∣z∣ , y < 0

• Množinu komplexńıch č́ısel s danou vlastnost́ı
”
něco“ budeme zapisovat takto:

M = {z ∈ C ∶ z splňuje
”
něco“}.7

Např. množinu M všech komplexńıch č́ısel, jejichž reálná část je rovna 1, můžeme zapsat

M = {z ∈ C ∶ Re z = 1}.

• Zakresleńı množiny v Gaussově rovině:

Nejprve si uvědomı́me, že z = x + yi, a vlastnost, kterou jsou prvky množiny popsány, si

interpretujeme právě pomoćı x a y. V př́ıpadě potřeby upravujeme, a (pokud neńı cvič́ıćı

sadista) dostaneme výraz, jasně popisuj́ıćı
”
obraz“, jenž vznikne. Tento už pouze zakresĺıme.

Např́ıklad vezmeme-li již uvedenou množinu M = {z ∈ C ∶ Re z = 1}, můžeme v tomto

př́ıpadě jednoduše psát x = 1. Tento výraz v rovině xy popisuje svislou př́ımku, procházej́ıćı

bodem 1 na ose x:

Obrázek 3: Obraz množiny M

6Minule jsme reálnou a imaginárńı část označovali a, b. To abychom lépe demonstrovali, že se jedná o č́ısla.

Nicméně i do budoucna bude lépe už́ıvat x, y, nebot’ budeme brzy reálnou a imaginárńı část chápat jako proměnné

ve funkci.
7Nejčastěji množiny znač́ıme M nebo Ω a prvky množiny z nebo w, nicméně jde pouze o označeńı, které může

být libovolné.
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Vid́ıme, že obrazem je pouze př́ımka. Obecně, bude-li podmı́nka dána rovnost́ı, obrazem

bude křivka (bud’ analytickým předpisem, nebo jako křivka nějaké funkce y = f(x)). Bude-
li dána nerovnost́ı, obrazem velice pravděpodobně bude plocha, jej́ıž hranici bude tvořit

právě zmı́něná křivka.8 Bude-li tato nerovnost ostrá (tj. < nebo >), hranice do množiny

nepatř́ı a vyznač́ıme ji čárkovaně:

(a) M = {z ∈ C ∶ Re z > 1} (b) M = {z ∈ C ∶ Re z < 1} (c) M = {z ∈ C ∶ Re z ≤ 1}

Obrázek 4: Obrazy množin podle typu podmı́nky (rovnost/nerovnost)

• (x−a)2+(y−b)2 = r2......... Analytický předpis kružnice se středem v bodě [a, b] a poloměrem

r v rovině xy.

Z klasického analytického předpisu kružnice se však dá lehce odvodit elegantněǰśı zápis pro

kružnice v Gaussově rovině. Stále uvažujeme z = x + yi. Všiměme si, že pokud polož́ıme

[a, b] = [0,0], tak při daném poloměru r plat́ı

x2 + y2 = r2

√
x2 + y2 = r

∣z∣ = r

A nyńı obecněji, vezmeme-li obecný střed [a, b] a označ́ıme si komplexńı č́ıslo z0 = a + bi,
zjist́ıme, že

(x − a)2 + (y − b)2 = r2

√
(x − a)2 + (y − b)2 = r

8V daľśı části textu budeme křivky v Gaussově rovině zavádět formálně jakožto komplexńı funkci reálné

proměnné. V tuto chv́ıli prozat́ım berme pojem
”
křivka“ jen jako intuitivńı představu.
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∣(x − a) + i(y − b)∣ = r

∣z − (a + bi)∣ = r

∣z − z0∣ = r

Takže jsme lehce zjistili, že v Gaussově rovině lze kružnici se středem v bodě z0 a poloměrem

r zapsat jako množinu M = {z ∈ C ∶ ∣z − z0∣ = r}.

(a) M = {z ∈ C ∶ ∣z∣ = 1} (b) M = {z ∈ C ∶ ∣z − 1∣ < 2} (c) M = {z ∈ C ∶ ∣z − (1 + i)∣ > 1}

Obrázek 5: Obrazy množin s r̊uznými podmı́nkami, zahrnuj́ıćımi kružnice

• Občas budeme potřebovat pojem okoĺı bodu z0 o poloměru r. Nejedná se o nic jiného, než

o otevřený kruh se středem v bodě z0 a poloměrem r, množinově zapsáno

{z ∈ C ∶ ∣z − z0∣ < r}. Znač́ıme U(z0, r).

Např.: Množina M na obrázku 5b neńı nic jiného, než U(1,2).

• Nekonečno: V reálných č́ıslech naráž́ıme např́ıklad při děleńı nulou na problém, že máme

”
dvě“ nekonečna, kladné a záporné, zálež́ı, kterým směrem se na reálné ose vydáme. V kom-

plexńı rovině by se zdálo, že máme
”
nekonečno nekonečen“, zálež́ı, s jakým argumentem (tj.

úhlem) se do nekonečna vydáme. Asi ćıt́ıme, že takto postavený koncept by byl uživatelsky

docela bolestivý. V komplexńım oboru je tud́ıž zavedeno jediné nekonečno. Je to zkrátka

všechno to, co je
”
někde v dáli, pryč od počátku“.

S ohledem na to plat́ı: 1
0 =∞,

1
∞
= 0, ∣∞∣ =∞, arg∞ neńı definován.

• Okoĺı nekonečna: U(∞, r) = {z ∈ C ∶ ∣z∣ > 1
r
}.
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Proč takto? Řekli jsme si, že nekonečno je směrem
”
pryč od počátku“. Č́ım menš́ı r, t́ım

bližš́ı okoĺı. Tedy č́ım bližš́ı okoĺı nekonečna, t́ım dál od počátku bychom chtěli být. A když

bude r hodně malé, 1
r bude zákonitě hodně velké, budeme tedy hodně daleko od 0 a

”
bĺızko“

nekonečnu.

• Pokud má pro prvky množiny platit současně v́ıce podmı́nek najednou, obrazem je pr̊unik

obraz̊u množin, v nichž by platily podmı́nky jednotlivě.

• Pokud má pro prvky platit alespoň jedna z větš́ıho výčtu podmı́nek, obrazem je sjednoceńı

obraz̊u množin, v nichž by platily podmı́nky jednotlivě.

• Pokud máme prvky množiny zobrazit na jinou množinu pomoćı nějaké funkce, pouze opět

uvažujeme zápis pomoćı x a y a bereme nav́ıc v potaz omezeńı p̊uvodńı množiny.

• Př́ıklad: Zakreslete množinu M = {z ∈ C ∶ ∣z − 2∣ = ∣1 − 2z∣ ∧ arg z ∈ ⟨π4 , π⟩}.

Máme množinu danou dvěma podmı́nkami, které muśı být splněny zároveň. Stač́ı tedy zjistit,

jak by vypadaly pomocné množinyM1 = {z ∈ C ∶ ∣z − 2∣ = ∣1 − 2z∣} aM2 = {z ∈ C ∶ arg z ∈ ⟨π4 , π⟩},
naše množina M bude jejich pr̊unikem.

Situace s množinou M2 je extrémně prostá, podmı́nka na argument nám ř́ıká, v jaké výseči

se může hledané č́ıslo pohybovat (na velikost nemáme žádná omezeńı):

Obrázek 6: Množina M2
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Zato množina M1 je o něco záludněǰśı, zde bude třeba si situaci rozepsat pomoćı x a y:

∣z − 2∣ = ∣1 − 2z∣
∣x + yi − 2∣ = ∣1 − 2(x − yi)∣
∣(x − 2) + yi∣ = ∣(1 − 2x) + 2yi∣
√
(x − 2)2 + y2 =

√
(1 − 2x)2 + 4y2

x2 − 4x + 4 + y2 = 1 − 4x + 4x2 + 4y2

3x2 + 3y2 = 3

x2 + y2
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∣z∣

= 1,

což neńı nic jiného, než jednotková kružnice se středem v počátku:

Obrázek 7: Množina M1

Výsledná množina M je, jak jsme již řekli, pr̊unikem, č́ımž dostáváme jej́ı finálńı podobu:
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Obrázek 8: Výsledná množina M

Pozn.: Při kresleńı množin nemuśıte nutně zavádět pomocné množiny, v tomto př́ıkladě šlo

čistě o názornost.
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3 Komplexńı funkce, křivky, reálná a imaginárńı část funkce

• Označeńı: C∞ = C ∪ {∞}.

• Komplexńı funkćı rozumı́me zobrazeńı z

– C∞ (pak hovoř́ıme o funkci komplexńı proměnné),

– př́ıpadně z R (komplexńı funkce reálné proměnné)

do nějaké podmnožiny 2C∞ . Jinak řečeno,
”
nějakému“ č́ıslu přǐrazujeme jiné č́ıslo, respek-

tive obecně množinu č́ısel. Ano, na rozd́ıl od reálných funkćı, komplexńı funkce nemuśı být

jednoznačná!

Např. n-tá odmocnina má n výsledk̊u, je tedy n-značná.

Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z, a protože celých č́ısel je nekonečně mnoho, je funkce Arg z

nekonečněznačná, apod.

• Elementárńı komplexńı funkce:9

◇ ez = ex(cos y + i sin y)

◇ sin z = eiz−e−iz

2i , cos z = eiz+e−iz

2 , tg z = sin z
cos z , cotg z = cos z

sin z

◇ sinh z = ez−e−z

2 , cosh z = ez+e−z

2

◇ z ≠ 0 ∶ Ln z = ln ∣z∣ + iArg z = ln ∣z∣ + i(φ + 2kπ), k ∈ Z

◇ z ≠ 0 ∶ ln z = ln ∣z∣ + iarg z = ln ∣z∣ + iφ 10

◇ zz21 = ez2⋅Ln z1

Pozn.: ez je 2πi-periodická funkce, tzn. ez = ez+2kπi, pro libovolné CELÉ č́ıslo k. Z toho

plyne, že pro celé z2 stač́ı uvažovat zz21 = ez2⋅ln z1 . Člověk si t́ım může ušetřit trochu práce,

pokud pro celé z2 poč́ıtá takto a ne přes Moivreovu větu. Samozřejmě poč́ıtáńım s velkým

logaritmem člověk nic nezkaźı.

• Pár př́ıklad̊u:

◇ e1+πi = e1(cosπ + i sinπ) = e(−1 + 0i) = −e

◇ cos i = ei⋅i+e−i⋅i

2 = e−1+e−(−1)

2 = e−1+e1

2 = cosh1

◇ ln(1 + i) = ln ∣1 + i∣ + iarg(1 + i) = ln
√
2 + iπ4

9Připomeňme si, z = x + yi, Re z = x, Im z = y.
10Logaritmus na pravé straně už je klasický reálný logaritmus (dáváme do něj absolutńı hodnotu, tj. kladné reálné

č́ıslo).
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◇

(1 + i)−4 = e−4 ln(1+i) = e−4 ln
√
2−iπ = eln

1
4
−iπ = eln

1
4 (cos(−π) + i sin(−π)) = 1

4
(−1 + 0i) = −1

4

◇ ii = eiLn i = ei⋅(ln 1+i(π2 +2kπ)) = e−
π
2
−2kπ (Speciálně pro k = 0: e−

π
2 ≈ 0,208 )

• Pro obecnou mocninnou funkci zz21 plat́ı:

– Pokud z2 ∈ Z, tj. z2 je celé č́ıslo, je obecná mocnina jednoznačná.

– Pokud z2 ∈ Q, tj. z2 je racionálńı č́ıslo, tedy z2 = m
n , kde m,n jsou celá a

nesoudělná, je obecná mocnina n-značná.

– Ve všech ostatńıch př́ıpadech, tedy z2 je iracionálńı (např.
√
2, π, e,...) nebo

komplexńı (obsahuje i), je obecná mocnina nekonečněznačná.

Uvedené plat́ı s ohledem na argument a 2πi periodicitu exponenciály.

• Pozn.: Připomeňme, že Moivreova věta plat́ı pouze pro celá, eventuálně by se to přeneseně

dalo vźıt i pro racionálńı č́ısla. Proč o tom mluv́ım? Protože některým by mohlo připadat

pohodlněǰśı obecnou mocninu poč́ıtat jakousi variaćı na Moivreovu větu, než přes
”
nějaký

daľśı vzoreček“11 a něco jako Moivreova věta se technicky vzato dá použ́ıt i pro iracionálńı a

komplexńı mocniny. Důrazně však NEdoporučuji takto obecnou mocninu poč́ıtat!

Proč? Vezměme si př́ıklad výše, ii, a d̊uvody si rozeberme:

– Kdybychom tedy poč́ıtali
”
Pseudo-Moivreovou větou“, měli bychom

ii = ∣i∣i (cos (iarg i) + i sin(iarg i)) = 1i (cos(iπ
2
) + i sin(iπ

2
)) .

– Hned máme prvńı problém, 1i stejně muśıme nějak spoč́ıtat. A ne, opravdu to

nemůžeme brát tak, že
”
jedna na cokoliv je jedna“! Ne, že by to nebyla pravda, ale v

tomto př́ıpadě je to jen jeden z nekonečně mnoha výsledk̊u. Druhá možnost je nechat

tam prostě 1i, ale jaká je potom např. reálná nebo imaginárńı část výsledného č́ısla?

Vy to v tom vid́ıte? Já ne.

– Daľśı problém: Muśım nějak vyč́ıslit komplexńı sin a cos. Bud’ bych si všiml, že cos (iπ2 )+
i sin (iπ2 ) mohu napsat exponenciálně jako ei⋅i

π
2 = e−

π
2 . Jenže když už skáču k expo-

nenciálńımu tvaru, tak výpočet přes goniometrický tvar tak trochu pozbývá smysl,

proč jsem to v̊ubec dělal?

– A pokud si toho nevšimnu, budu se patlat s postupným vyč́ıslováńım komplexńıho sin

a cos podle vzorečku. Stoj́ı mi to za to?

11Pokud shov́ıvavě opomeneme, že v́ıceméně totožný vzoreček ab = eb lna byste měli znát od prvńıho ročńıku Bc

studia, ne-li od prvńıho/druhého ročńıku středńı školy... :)
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– Sečteno podtrženo: Nějaká obecněǰśı variace na Moivreovu větu se sice použ́ıt dá i

pro komplexńı mocniny. Ale úplně nesmyslně a absurdně neúměrně si t́ım zt́ıž́ım život,

nehledě na to, že té obecné mocnině se při výpočtu stejně nevyhnu. A pokud vyhnu,

tak to nevyhnutelně budu mı́t blbě.

Po přečteńı uvedeného proto prośım vezměte na vědomı́, že pokud budete obecnou mocninu

navzdory varováńı poč́ıtat
”
Moivreovou větou“, úspěšně se dopust́ıte vydatného močeńı

proti větru. A já budu při opravováńı pravděpodobně hartusit tak, že to budete mı́t na

týdenńı škytavku.

• Definičńı obor funkce f : Množina všech č́ısel, která má smysl
”
sypat“ do funkce f .

Znač́ıme Df .

Např. pokud f(z) = ln z, pak Df = C ∖ {0}, tedy všechna komplexńı č́ısla bez 0. Důvodem

je, že pro 0 neńı definován argument.

• Obor hodnot funkce f : Množina všech č́ısel, která mohou být výstupem z funkce f .

Znač́ıme Hf , př́ıpadně R(f).
Např. pokud f(z) = ez, pak Hf = C ∖ {0} (nulu z exponenciály nelze dostat).

Nebo, pokud f(z) = arg z, pak Hf = (−π,π⟩.

• Můžeme také narazit na inverzńı problém, tzn. f(z) = w, kde w známe a máme určit

z. V př́ıpadě mocniny hledáme odmocninu a naopak, v př́ıpadě exponenciály použijeme

VELKÝ logaritmus a naopak, atd. Tak trochu kapitolou samou pro sebe jsou v tomto

př́ıpadě goniometrické a hyperbolické funkce, kde se využ́ıvá v́ıceméně jednotný trik se

substitućı a poč́ıtáńım pomocné kvadratické rovnice, což si ukážeme např. pro sin z, pro

ostatńı funkce je postup zcela analogický:

Př.: Určete všechna z ∈ C, pro která plat́ı sin z = −4
3 i.

Nejprve si rozeṕı̌seme sin z a uprav́ıme:

sin z = −4
3 i

eiz−e−iz

2i = −4
3 i

eiz − e−iz = −4
3 i ⋅ 2i

Nyńı celou rovnici přenásob́ıme eiz a následně použijeme substituci w = eiz:

eiz − e−iz = 8
3

e2iz − 1 = 8
3e

iz

w2 − 1 = 8
3w

w2 − 8
3w − 1 = 0
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Nyńı stač́ı vyřešit tuto kvadratickou rovnici pro w, a jelikož jsme položili w = eiz, tak finálńı

z dostaneme odtud jako z = −iLn w:

w2 − 8

3
w − 1 = 0 ⇒ w1 = 3, w2 = −

1

3

⇓

z1 = −iLn 3 = −i (ln 3 + 2kπi) = −i ln 3 + 2kπ, k ∈ Z ,

z2 = −iLn(−
1

3
) = −i(ln 1

3
+ iπ + 2kπi) = i ln 3 + π + 2kπ, k ∈ Z .

Pozn.: Samozřejmě se t́ımto
”
trikem“ dá nalézt obecný vzorec (můžete si zkusit):

sin z = c ⇒ z = −iLn (ic ±
√
1 − c2) ,

což se pro
”
klasický“ př́ıpad12 c ∈ ⟨−1,1⟩ podle očekáváńı zjednoduš́ı na arcsin c, eventuálně

arccos±
√
1 − c2.

• Funkce f je spojitá v bodě z0, pokud se v něm rovná své limitě, tj.

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Limity jsme si sice neuváděli, ale intuitivńı představa je stejná jako u jednorozměrných

reálných funkćı - když se bĺıž́ıme k bodu z0, tak se funkce f hodnotami přibližuje k f(z0)
(tzn. neut́ıká tam do nekonečna, ani tam nemá skok). Dá se také ř́ıct, že funkce f je v bodě

z0 spojitá, pokud na nějakém okoĺı bodu z0 na sebe hodnoty hezky
”
navazuj́ı“.

Např.: f(z) = z7 je spojitá na celé množině C, nikde nemá skoky, a v žádném konečném

bodě neut́ıká do nekonečna.

f(z) = arg z neńı spojitá v žádném bodě na záporné části reálné osy, nebot’ tam

má skok mezi π a −π. 13

f(z) = arg z7 neńı spojitá na žádné polopř́ımce odpov́ıdaj́ıćı arg z = (7−2k)π7 ,

k ∈ {0, . . . ,6}, d̊uvod je stejný jako v předchoźım bodě.

12Pokud to náhodou někomu nedošlo, v reálném oboru je třeba sinx = 2 holý nesmysl, v komplexńım oboru už je

to jiná ṕısnička.
13Připomeňte si, že arg z ∈ (−π,π⟩ a nakreslete si obrázek.
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Obrázek 9:
”
Heat mapa“ funkce f(z) = arg z7

Obrázek 10: Graf funkce f(z) = arg z7

Pozn.: Uvědomme si, že graf funkce f(z) = arg z7 jsme schopni nakreslit jen d́ıky tomu, že

f ∶ C→ R (argument vraćı jen č́ısla od −π do π). Graf funkce z7 bychom nedokázali nakreslit,
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nebot’ by šlo o funkci z C do C, tedy jej́ı graf by v jistém smyslu byl 4rozměrný objekt. Pokud

to někdo z Vás umı́ smysluplně nakreslit, máte u mne obdiv a drink. Proto, pokud chceme

obecné komplexńı funkce vizualizovat, muśıme vizualizovat nějakou jejich
”
jednorozměrnou

složku“, jako je právě argument, dále třeba absolutńı hodnota, reálná nebo imaginárńı část

atd.

• Křivky v C:
Komplexńı funkce reálné proměnné. Křivkou γ tedy rozumı́me zobrazeńı γ ∶ I → C, kde I je

interval reálných č́ısel. Název křivka je poplatný zakresleńı oboru hodnot v C.

Nejpodstatněǰśı typ křivky - kružnice (ano, už zase):

Graf křivky γ(t) = z0 + reit, t ∈ ⟨0,2π⟩ ≡ Obraz množiny, dané podmı́nkou ∣z − z0∣ = r

Pozn.: K lepš́ımu pochopeńı, jak zakreslit obecněǰśı křivku opět pomůže si ji zapsat po

složkách jako γ(t) = γ1(t) + iγ2(t). Tyto složky udávaj́ı výsledné souřadnice v Gaussově

rovině.

• Oblast: Otevřená, souvislá množina.

– otevřená = s každým svým bodem obsahuje i nějaké jeho okoĺı, jinými slovy,

neobsahuje vlastńı hranici.

– souvislá = každé 2 body v ńı lze spojit křivkou, která v ńı celá lež́ı, tzn. je

”
z jednoho kusu“.

• Reálná a imaginárńı část funkce

Podobně jako samotná komplexńı č́ısla maj́ı reálnou a imaginárńı část, asi nikoho nepřekvaṕı,

že pro komplexńı funkce plat́ı totéž. Jelikož však výsledek záviśı na vstupu, reálná a ima-

ginárńı část funkce nebudou pouze reálná č́ısla, ale obecně reálné funkce dvou proměnných.

Princip je stejný, jako u kresleńı množin, funkci zaṕı̌seme mı́sto z pomoćı x a y, a funkci

se snaž́ıme vyjádřit ve tvaru f(x + yi) = u(x, y) + i ⋅ v(x, y), přičemž Re f(z) = u(x, y) a
Im f(z) = v(x, y).14

Př.: Určeme reálnou a imaginárńı část funkce f(z) = z3.

f(x + yi) = (x + yi)3 = x3 + 3x2(yi) + 3x(yi)2 + (yi)3 = x3 + 3x2yi − 3xy2 − y3i

= x3 − 3xy2
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Re f(z)

+i (3x2y − y3)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Im f(z)

⇒ u(x, y) = x3 − 3xy2, v(x, y) = 3x2y − y3

14Opět, do imaginárńı části se NEPÍŠE i!

20



Př.: Určeme reálnou a imaginárńı část funkce f(z) = ∣z∣z.

f(x + yi) =
√
x2 + y2 ⋅ (x − yi) = x

√
x2 + y2 − iy

√
x2 + y2

u(x, y) = x
√
x2 + y2, v(x, y) = −y

√
x2 + y2

Př.: Určeme reálnou a imaginárńı část funkce f(z) = ez.

f(x + yi) = ex(cos y + i sin y) = ex cos y + iex sin y

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y

Př.: Určeme reálnou a imaginárńı část funkce f(z) = sin z. 15

f(x + yi) = ei(x+yi) − e−i(x+yi)
2i

= e−y+ix − ey−ix
2i

= e−y(cosx + i sinx) − ey(cos(−x) + i sin(−x))
2i

= − i
2
(e−y cosx + ie−y sinx − ey cosx − iey(− sinx)) = − i

2
((e−y − ey) cosx + i (e−y + ey) sinx)

= ie
y − e−y
2

cosx + ey + e−y
2

sinx = sinx cosh y + i cosx sinh y

u(x, y) = sinx cosh y, v(x, y) = cosx sinh y

15Připomı́nka: sin z = eiz−e−iz

2i
, podobně vzorce pro sinh a cosh.
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4 Derivace holomorfńı funkce, Cauchyho-Riemannovy podmı́nky

• Připomeňme: z = x + yi, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), x, y ∈ R, u, v ∶ R2 → R.

• Derivace funkce f v bodě z0 je definována limitou:

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

= lim
w→0

f(z0 +w) − f(z0)
w

.

• Z uvedené definice se daj́ı
”
vydolovat“ předpisy derivace f pomoćı u a v. 16 Dostáváme, že

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0),

respektive (při druhém zp̊usobu výpočtu limity)

f ′(z0) =
∂v

∂y
(x0, y0) − i

∂u

∂y
(x0, y0).

Připomeňme, že výrazem ∂u
∂x rozumı́me parciálńı derivaci funkce u podle proměnné

x a výrazem ∂u
∂x(x0, y0) hodnotu této derivace v bodě (x0, y0), analogicky pro ostatńı

členy.

Vid́ıme tedy, že máme dva zp̊usoby, jak vyjádřit derivaci funkce f . Protože oba zp̊usoby

musej́ı j́ıt, a musej́ı logicky dát stejný výsledek, tak muśı platit

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) − i

∂u

∂y
(x0, y0).

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı (které si musej́ı odpov́ıdat, aby rovnost platila)

dostáváme tzv. Cauchyho-Riemannovy podmı́nky:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂v

∂x
(x0, y0) = −

∂u

∂y
(x0, y0).

Pomůcka k zapamatováńı: Když si ∂u
∂x a ∂v

∂y čtu
”
po řádćıch“, u, v, x, y je seřazené podle

abecedy. Takže podmı́nka s ∂u
∂x a ∂v

∂y žádné mı́nus neobsahuje. Ta druhá ano (a tam je zase

jedno, na kterou stranu dáme mı́nus, rovnost se t́ım neporuš́ı).

• Má-li tedy funkce v bodě derivaci, muśı v tomto bodě být splněny Cauchyho-Riemannovy

podmı́nky. Aby tyto byly splnitelné, potřebujeme, aby u a v byly diferencovatelné (tj.
”
de-

rivovatelné“) v bodě (x0, y0). Spojeńım těchto pozorováńı dostáváme tvrzeńı, uvedené ve

skriptech.

16Převedeńım na dvourozměrné reálné limity a bĺıžeńım z k z0 nejprve jen za pomoci reálných a pak za pomoci

ryze imaginárńıch č́ısel, bude předvedeno u tabule.
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• Funkci f nazveme holomorfńı na otevřené množině M , pokud v každém bodě množiny

M má funkce f derivaci. Funkci nazveme holomorfńı v bodě z0, pokud existuje f ′(z0) a
zároveň existuje r > 0 takové, že derivace existuje i na U(z0, r).

Jinak řečeno, to, že funkce má derivaci v každém bodě (otevřené množiny), znamená, že

je holomorfńı na množině. Ale to, že má funkce derivaci v bodě, ještě neznamená, že je v

tomto bodě holomorfńı!! Potřebujeme i diferencovatelnost na nějakém okoĺı. Klidně libovolně

malém okoĺı, stejně má toto okoĺı nekonečno bod̊u. Derivace v jediném bodě

sama o sobě nic neznamená.

• Př́ıklad: f(z) = (Re z)3. Zjistěme, ve kterých bodech má f derivaci, a kde je holomorfńı.

Nejprve nalezněme u a v: f(x + yi) = (Re (x + yi))3 = x3 ⇒ u(x, y) = x3, v(x, y) = 0.
Potřebujeme nalézt prvńı parciálńı derivace u a v:

∂u

∂x
(x, y) = 3x2, ∂u

∂y
(x, y) = 0, ∂v

∂x
(x, y) = 0, ∂v

∂y
(x, y) = 0.

Z Cauchyho-Riemannových podmı́nek dostáváme

∂u

∂x
(x, y) = 3x2 = 0 = ∂v

∂y
(x, y), −∂u

∂y
(x, y) = 0 = 0 = ∂v

∂x
(x, y).

Druhá podmı́nka je splněna vždy (0=0), prvńı podmı́nka, tj. 3x2 = 0, je splněna pouze pro x = 0.

Jinými slovy, zadaná funkce má derivaci pouze v takových bodech z = x+ yi, pro které plat́ı

x = 0, tedy v ryze imaginárńıch č́ıslech (svislá osa). Holomorfńı neńı NIKDE, protože derivaci

má pouze v bodech př́ımky, pokud na př́ımce vybereme libovolně malé okoĺı nějakého bodu,

bude toto okoĺı obsahovat i jiné body než body př́ımky, tedy body, ve kterých funkce f

nemá derivaci.

• Jiný př́ıklad: f(z) = z2

f(x + yi) = (x + yi)2 = x2 − y2 + 2xyi ⇒ u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy

∂u

∂x
(x, y) = 2x ∂v

∂y
(x, y) = 2x, −∂u

∂y
(x, y) = −(−2y) = 2y ∂v

∂x
(x, y) = 2y.

2x = 2x, 2y = 2y

Podmı́nky jsou splněny v libovolném bodě. Zadaná funkce má derivaci na celém C. Je tedy

i holomorfńı na celém C.
Pozn.: Pokud předpis funkce vypadá nějak

”
klasicky“, tj. polynom, elementárńı funkce,

apod., většinou má derivaci všude. Problémové jsou situace, spjaté s komplexńımi pojmy

jako z,arg z, apod., a dále u všech funkćı body, kde funkce ut́ıká do nekonečna, např. bod

0 u funkce 1
z atd.
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• Symbolem ∆ rozumı́me tzv. Laplace̊uv operátor, jedná se o diferenciálńı operátor, který

je speciálně pro funkce dvou proměnných definován jako

∆u(x, y) = ∂
2u

∂x2
(x, y) + ∂

2u

∂y2
(x, y).

• Reálnou funkci u nazveme harmonická, pokud plat́ı ∆u = 0.

• Funkce u a v nazveme harmonicky sdružené, pokud jsou harmonické a splňuj́ı Cauchyho-

Riemannovy podmı́nky.

• Můžeme si prozradit, že když je funkce f holomorfńı, tak má derivaci libovolného řádu (tzn.

když existuje f ′(z), existuje i f ′′(z), f ′′′(z), ...). To u reálných funkćı rozhodně neplat́ı.

Mějme tedy holomorfńı funkci f a spočtěme si f ′′:

f ′(z) = ∂u
∂x
(x, y) + i ∂v

∂x
(x, y) ⇒ f ′′(z) = ∂

2u

∂x2
(x, y) + i ∂

2v

∂x2
(x, y)

A nyńı použijme druhý zp̊usob výpočtu derivace:17

f ′(z) = ∂v
∂y
(x, y) − i∂u

∂y
(x, y) ⇒ f ′′(z) = −∂

2u

∂y2
(x, y) − i∂

2v

∂y2
(x, y)

Opět, dvakrát jsme jinou cestou poč́ıtali to samé, takže se to muśı rovnat, potažmo, muśı

se rovnat reálné a imaginárńı části:

∂2u

∂x2
(x, y) + i ∂

2v

∂x2
(x, y) = −∂

2u

∂y2
(x, y) − i∂

2v

∂y2
(x, y)

⇓

∂2u

∂x2
(x, y) = −∂

2u

∂y2
(x, y) ⇒ ∂2u

∂x2
(x, y) + ∂

2u

∂y2
(x, y) = 0

∂2v

∂x2
(x, y) = −∂

2v

∂y2
(x, y) ⇒ ∂2v

∂x2
(x, y) + ∂

2v

∂y2
(x, y) = 0

⇓

∆u = 0, ∆v = 0.

Takže jsme vlastně zjistili, že je-li funkce f holomorfńı, MUSÍ být funkce u a v harmo-

nicky sdružené.

17Uvědomme si, že se u něj u a v
”
prohod́ı“ a imaginárńı část změńı znaménko.
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• Př́ıklad: v(x, y) = 2xy − 2y. Nalezněme u(x, y) tak, aby f = u + iv byla holomorfńı funkce.

Nejprve bychom formálně měli ověřit, že v je harmonická. Pokud by harmonická nebyla,

logicky by nemohla ani být s nič́ım harmonicky sdružená, tud́ıž by žádné takové u které

máme naj́ıt neexistovalo.

∂v

∂x
= 2y, ∂2v

∂x2
= (2y)′x = 0,

∂v

∂y
= 2x − 2, ∂2v

∂y2
= (2x − 2)′y = 0

∆v = ∂
2v

∂x2
(x, y) + ∂

2v

∂y2
(x, y) = 0 + 0 = 0.

Harmonická tedy je, můžeme se pokusit nalézt u. K tomu použijeme fakt, že u a v maj́ı

splňovat Cauchyho-Riemannovy podmı́nky. Začněme prvńı podmı́nkou:

∂u

∂x
= ∂v
∂y
,

∂v

∂y
= 2x − 2 ⇒ ∂u

∂x
= 2x − 2

Zjistili jsme, čemu se má rovnat derivace u podle x. Jak ted’ zjist́ıme u? No použijeme

opačný proces k derivaci, budeme tedy integrovat podle x:

u(x, y) = ∫
∂u

∂x
dx = ∫ (2x − 2)dx = x2 − 2x + ψ(y).

Tak počkat, co to je za zradu, jaké ψ(y)? Muśıme si uvědomit, že u je obecně funkćı dvou

proměnných: x a y. Derivujeme-li podle jedné proměnné, druhou proměnnou bereme jako

konstantu. Tzn., že derivaćı podle x
”
zlikvidujeme“ jakýkoliv sč́ıtanec, obsahuj́ıćı pouze

proměnnou y. To je při integraci podle x třeba vźıt v potaz. Je to něco podobného, jako

se u integrováńı reálné funkce v prváku psalo
”
+C“ (na což ještě taky dojde). Důvod byl

stejný, pouze tady nejde jen o č́ıslo, ale celou možnou funkci proměnné y.

No dobrá, ale jak zjist́ıme, co je to ψ(y)? To dostaneme právě ze druhé Cauchyho-Riemannovy

podmı́nky:

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, −∂v

∂x
= −2y, ∂u

∂y
= ∂

∂y
(x2 − 2x + ψ(y)) = ψ′(y),

ψ′(y) = −2y ⇒ ψ(y) = ∫ −2ydy = −y2 +C.

Takže jsme našli ψ, ted’ stač́ı dosadit do toho, co jsme o u zjistili prvńı podmı́nkou a máme

výsledek:

u(x, y) = x2 − 2x − y2 +C
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Posledńı, co by nám mohlo vrtat hlavou je, čemu je rovno C, a jestli by se pak dala dohro-

mady nějak funkce f = u + iv zapsat jen pomoćı z, a ne x, y.

Abychom určili C, potřebujeme nějakou dodatečnou podmı́nku:

Př́ıklad: Máme u z minulého př́ıkladu. Určeme C, má-li platit f(3 + i) = 2.

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), u(x, y) = x2 − 2x − y2 +C, v(x, y) = 2xy − 2y,

3 + i ⇒ x = 3, y = 1, f(3 + i) = 2 = 2 + i ⋅ 0 ⇒ u(3,1) = 2, v(3,1) = 0,

2 = u(3,1) = 32 − 2 ⋅ 3 − 12 +C = 9 − 6 − 1 +C = 2 +C ⇒ C = 0

Takže naše finálńı, jednoznačné u má podobu u(x, y) = x2 − 2x − y2. Posledńı, co můžeme

zkusit, je zapsat funkci f pomoćı z. To může být trochu alchymie, jde o to si k sobě vhodně

naskládat správné členy. Nutno podotknout, že toto už je sṕı̌se estetický úkon, nicméně u

zkoušky může být hodnocen bodem.

f(z) = f(x + yi) = u(x, y) + iv(x, y) = x2 − 2x − y2 + i(2xy − 2y) =

= x2 + 2xyi − y2 − 2x − 2yi = (x + yi)2 − 2(x + yi) = z2 − 2z

• Derivace
”
hezkých“ funkćı jsou stejné jako v reálném oboru, tzn. nemuśı se pokaždé

poč́ıtat pomoćı u a v. Např. (z3 + 2z + 1)′ = 3z2 + 2, (ez)′ = ez, (sin z)′ = cos z atd.

• Význam derivace: U reálných funkćı jedné proměnné měla derivace význam - byla rovna

směrnici tečny ke grafu v daném bodě, tedy přenesně vyjadřovala lokálńı
”
mı́ru změny“

dané veličiny. I v komplexńım oboru má derivace svou interpretaci, a také je de facto mı́rou

změny. Nicméně jsme v rovině, takže změna může mı́t dva r̊uzné významy:

◇ ∣f ′(z0)∣ nazýváme koeficient roztažnosti,

◇ arg f ′(z0) nazýváme úhel otočeńı.

A přestože matematici (a vědci obecně) často bývaj́ı v pojmenováváńı věćı poměrně tragičt́ı,

tyto názvy jsou přesně to, co byste očekávali. Koeficient roztažnosti nám vlastně ř́ıká, o ko-

lik se vzdálenosti v okoĺı daného bodu zvětš́ı, úhel otočeńı zase ř́ıká, o kolik se jednotlivé

objekty otoč́ı.

Př́ıklad: f(z) = (1+i)z+1. Ihned lze vidět, že f ′(z) = 1+i, tud́ıž máme konstantńı derivaci,

tedy i konstantńı k.r. a ú.o.: ∣f ′(z)∣ =
√
2, arg f ′(z) = π

4 .

A skutečně, vezměme nyńı jakožto testovaćı křivku úsečku [0,0], [1,0], tj. křivku γ(t) =
t, t ∈ ⟨0,1⟩. Když tuto zobraźıme pomoćı funkce f , dostaneme křivku f(γ(t)) = (1+ i)t+1 =
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t+1+it, t ∈ ⟨0,1⟩. Když si situaci nakresĺıme, zjist́ıme, že p̊uvodńı úsečka skutečně zarotovala

o π
4 a zvětšila svou délku

√
2-krát:

(a) Křivka γ(t) = t, t ∈ ⟨0,1⟩ (b) Křivka f(γ(t)) = t + 1 + it, t ∈ ⟨0,1⟩
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5 Konformńı zobrazeńı, lineárńı lomené funkce

• Připomenut́ı:

◇ Symbolem U(z0, r) rozumı́me r-okoĺı bodu z0, tj. otevřený kruh se středem z0 a po-

loměrem r.

◇ Množinu nazveme otevřená, když neobsahuje žádný bod své hranice, tedy s každým

svým bodem obsahuje i nějaké jeho (celé) okoĺı.

◇ Množinu nazveme oblast́ı, je-li otevřená a souvislá (
”
z jednoho kusu“).

• Funkci nazveme prostá, jestliže každá dvě r̊uzná č́ısla zobraźı na r̊uzný výsledek, tedy každý

prvek definičńıho oboru má svou unikátńı funkčńı hodnotu. Symbolicky zapsáno

∀z1, z2 ∈Df ∶ z1 ≠ z2 ⇒ f(z1) ≠ f(z2).

Pozn.: Je dobré si uvědomit, že je-li funkce prostá, jej́ı inverze je jednoznačná funkce.

Např.:

◇ f(z) = z4 neńı prostá, nebot’ např́ıklad f(1) = f(−1) = f(i) = f(−i) = 1. Jej́ı inverze je

4. odmocnina, což, jak již v́ıme, je 4-značná funkce.

◇ f(z) = ez neńı prostá, je 2πi-periodická, takže každá dvě č́ısla, lǐśıćı se vzájemně o

násobek 2πi, maj́ı stejnou funkčńı hodnotu. Jej́ı inverze je Ln z, což je nekonečněznačná

funkce.

◇ f(z) = 3z + 1 je prostá. Jej́ı inverze je f−1(z) = z−1
3 , což je jednoznačná (a také prostá)

funkce.

• Funkci f ∶ C∞ → C∞ nazveme konformńı na otevřené množině G, jestliže je f spojitá a

prostá na G a má derivaci ve všech bodech množiny G, vyjma konečně mnoha.

Např. funkce f(z) = 1
z je konformńı na celém C∞:

Jelikož ji lze zapsat jako z−1, jej́ı inverze je z
1
−1 = z−1, což je jednoznačná funkce. 18 Nav́ıc,

f má derivaci všude krom jediného bodu, a to z = 0.

• Konformńı funkce maj́ı tu vlastnost, že pro všechna konečná z s konečnou funkčńı hodnotou

plat́ı f ′(z) ≠ 0. Uvažme nyńı 2 křivky k1, k2, které se prot́ınaj́ı v bodě z0 (tj. k1(t0) = k2(t0) =
18Méně opisně, funkce f(z) = 1

z
je inverźı sama k sobě, plat́ı (f ○ f)(z) = z. Takovým zobrazeńım se někdy ř́ıká

involuce, daľśım jej́ım př́ıkladem je třeba f(z) = z.
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z0), a jejich obrazy pomoćı konformńı funkce f . Plat́ı:

w1(t) = f(k1(t)), w2(t) = f(k2(t))

⇓

⇓

w′1(t0) = f ′(k1(t0)) ⋅ k′1(t0) = f ′(z0) ⋅ k′1(t0)

argw′1(t0) = arg f ′(z0) + arg k′1(t0)

argw′2(t0) = arg f ′(z0) + arg k′2(t0)

⇓

argw′1(t0) − argw′2(t0) = arg k′1(t0) − arg k′2(t0),

a protože derivaci křivky lze chápat jako tečný prvek v bodě, a jej́ı argument tedy jako sklon

tečny, tak jsme vlastně zjistili, že konformńı funkce zachovávaj́ı úhly mezi křivkami.

• Konformńı funkce zobrazuj́ı oblasti na oblasti (zachovávaj́ı otevřenost a souvislost), a jejich

inverze je také konformńı.

• Otevřené množiny G1,G2 nazveme konformně ekvivalentńı, jestliže na G1 existuje kon-

formńı funkce f taková, že f(G1) = G2.

• Speciálńım a asi nejd̊uležitěǰśım typem konformńıch zobrazeńı jsou lineárńı lomené funkce,

které jsou definovány jednoduše jako pod́ıl dvou lineárńıch funkćı:

f(z) = az + b
cz + d, z ∈ C,

přičemž a, b, c, d jsou libovolné komplexńı koeficienty, takové, že plat́ı ad ≠ bc. Pokud by

koeficienty toto nesplňovaly, nejednalo by se o konformńı zobrazeńı, nebot’

ad = bc ⇒ az + b
cz + d =

bc
d z + b
cz + d =

bcz + bd
d(cz + d) =

b(cz + d)
d(cz + d) =

b

d
,

což by byla konstantńı a tedy rozhodně nikoliv prostá funkce.

• Plat́ı

f(∞) = a
c
, f (−d

c
) =∞.
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• Důvodem, proč se zabýváme lineárńımi lomenými funkcemi je, že jde o jediná konformńı

zobrazeńı C∞ na C∞.

• Speciálńı př́ıpad lineárńı lomené funkce je při volbě c = 0, d = 1 funkce az + b, tedy obyčejná

lineárńı funkce.19

• Zobecněnou kružnićı rozumı́me libovolnou kružnici nebo př́ımku. Př́ımku můžeme veee-

elmi volně řečeno chápat jako kružnici se středem ve
”
vhodném“ nekonečnu a nekonečným

poloměrem. Ke př́ımce tedy poč́ıtáme i bod ∞.

• Obrazem zobecněné kružnice při zobrazováńı lineárńı lomenou funkćı je opět zobecněná

kružnice. Obecně, pokud se nějaký bod p̊uvodńı zobecněné kružnice zobraźı na ∞, bude

obrazem př́ımka, jinak kružnice.

Př.: f(z) = z+1
z−1 , M = U(0,1). Určete a znázorněte f(M).

Máme zadánu množinu, jej́ıž hranićı je jednotková kružnice. Prvńım krokem tedy je zjistit,

zda se hranice zobraźı na př́ımku či kružnici. Jelikož f(1) = 2
0 = ∞ a bod 1 na hranici

M lež́ı, zobraźı se hranice na př́ımku. K jej́ımu určeńı můžeme použ́ıt 2 r̊uzné zp̊usoby -

bud’to dosadit libovolné dva body (r̊uzné od 1) z kružnice, a výslednými body povedeme

př́ımku, nebo tak učińıme pouze s jedńım bodem a využijeme toho, že konformńı zobrazeńı

zachovávaj́ı úhly mezi křivkami.

Zkusme prvńı zp̊usob. Vyberme si např. body -1 a i:

f(−1) = −1 + 1−1 − 1 = 0, f(i) = i + 1
i − 1 =

1 + i
−1 + i ⋅

−1 − i
−1 − i =

(1 + i)(−1 − i)
2

= −2i
2
= −i.

Oba nalezené body lež́ı na imaginárńı ose, obrazem hranice je tedy imaginárńı osa. K témuž

jsme mohli doj́ıt i druhým zp̊usobem:

f(−1) = 0, p̊uvodńı kružnice procháźı reálnou osu kolmo. Dále v́ıme, že reálná osa se zobraźı

na reálnou osu - koeficienty zadané funkce jsou všechny reálné, dosazováńım reálných č́ısel

jiná, než reálná č́ısla nedostaneme. V d̊usledku tedy bude naše př́ımka kolmá na reálnou

osu. Jelikož procháźı bodem 0, jedná se o imaginárńı osu.

Nalezli jsme tedy hranici, zbývá určit
”
na kterou stranu“ hranice se zobraźı vnitřek množiny

M . Nejjednodušš́ı zp̊usob jak to zjistit, je vźıt libovolný bod vnitřku (např. 0), dosadit jej

19Jelikož násob́ıme komplexńım č́ıslem a a přič́ıtáme b, jedná se vlastně o zobrazeńı, které mezi body v Gaussově

rovině zvětšuje vzdálenosti ∣a∣-krát (stejnolehlost), rotuje o arg a a posouvá o b.
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do f a pod́ıvat se, kde se octneme:

f(0) = 0 + 1
0 − 1 = −1, tento bod je nalevo od imaginárńı osy,

takže f(M) je tedy celá levá polorovina s hranićı v podobě imaginárńı osy, symbolicky

zapsáno

f(M) = {z ∈ C ∶ Re z < 0} .

(a) Množina M = U(0,1) (b) Množina f(M) = {z ∈ C ∶ Re z < 0}

• Daľśı vlastnost́ı lineárńıch lomených funkćı je, že jsou jednoznačně určeny trojićı (vzájemně

r̊uzných) bod̊u a jejich (konečných) obraz̊u.

Př.: Určete lineárńı lomenou funkci f takovou, že f(0) = −i, f(1) = 1, f(i) = 0.

Jinými slovy, máme určit koeficienty a, b, c, d. Dosazeńım toho, co známe źıskáme 3 rovnice:

−i = f(0) = a ⋅ 0 + b
c ⋅ 0 + d =

b

d
⇒ b = −di,

1 = f(1) = a ⋅ 1 + b
c ⋅ 1 + d =

a + b
c + d ⇒ a + b = c + d,

0 = f(i) = a ⋅ i + b
c ⋅ i + d ⇒ b = −ai,

−ai = b = −di ⇒ a = d ⇒ a + b = d − di = c + d ⇒ c = −di = b.

31



K dořešeńı potřebujeme čtvrtou informaci. Zvolme tedy b = 1. Odtud a ze zjǐstěných infor-

maćı b = c, a = d = bi dostáváme c = 1, a = d = i, takže hledaná funkce má tvar

f(z) = iz + 1
z + i .

Pozn.: Č́ım to, že jsme si mohli b zvolit? Jak jsme řekli, dá se dokázat, že lineárńı lomená

funkce je jednoznačně určená trojićı bod̊u a jejich obraz̊u. Při jiné volbě b by nám vyšel

zlomek, v němž by se dalo krátit, a dostali bychom totéž, viz Př́ıklad 9b.
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6 Opakováńı křivek, integrál komplexńı funkce

• Připomeňme:Křivkou rozumı́me komplexńı funkci reálné proměnné, která zobrazuje nějaký

č́ıselný interval na množinu komplexńıch č́ısel (obrazově skutečně křivku,
”
čáru“). Zpravidla

zadaná předpisem γ(t) = γ1(t) + iγ2(t), t ∈ ⟨a, b⟩.

• Samotný nákres křivky v Gaussově rovině nazýváme geometrickým obrazem křivky γ,

a znač́ıme jej ⟨γ⟩. A naopak, křivku γ nazýváme parametrizaćı množiny ⟨γ⟩.

• Chceme-li křivku znázornit, je v obecném př́ıpadě jednou z možnost́ı si γ1 představit jako

”
x“ a γ2 jako

”
y“, a následně si vyjádřit jejich vztah, nejčastěji

”
y = nějaký výraz s x“.

Př.: γ(t) = t + it2, t ∈ ⟨−1,1⟩.

”
x“ = t,

”
y“ = t2 ⇒ y = x2, x ∈ ⟨−1,1⟩:

• Nikoho snad nebude př́ılǐs šokovat, že pokud je definičńım oborem křivky interval ⟨a, b⟩,
pak γ(a) nazýváme počátečńım, a γ(b) koncovým bodem křivky γ. Křivku nazveme

uzavřenou, jestliže jej́ı počátečńı a koncový bod je stejný.

• Křivky, které nás budou zaj́ımat nejčastěji jsou kružnice. Už v́ıme, že jakožto množiny jsou

dány podmı́nkou s absolutńı hodnotou. Parametrizace kružnice se středem v bodě z0 a

poloměrem r pak vypadá následovně:

γ(t) = z0 + reit, t ∈ ⟨a, a + 2π⟩.

Začátek intervalu a je nejčastěji 0, kružnice je však obrazem pro jakýkoliv interval délky 2π.

• NICMÉNĚ, na několik věćı je třeba si u křivek s ohledem na integrály dát pozor, a to:
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◇ orientace, tj. směr, kterým křivka vede,

◇ uzavřenost, viz výše,

◇ opakováńı části úseku, tj. překrýváńı (např. kdybychom u kružnice nekroužili

o 2π, ale třeba o 3π).

Pojd’me si ted’ ukázat několik detail̊u, na které je dobré brát zřetel př́ımo u kružnic.

• Kružnice v základńım tvaru krouž́ı proti směru hodinových ručiček. Pokud máme mı́sto eit

křivku zadanou s e−it znamená to, že krouž́ıme na opačnou stranu, tedy po směru ručiček.

• V předpisu kružnice se exponent může lǐsit ještě jinak:

◇
ei(t+c), t ∈ ⟨a, b⟩ ⇔ eit, t ∈ ⟨a + c, b + c⟩,

◇
c > 0 ∶ ec⋅it, t ∈ ⟨a, b⟩ ⇔ eit, t ∈ ⟨c ⋅ a, c ⋅ b⟩

Formálně bychom pro záporné c měli
”
nový“ interval psát jako ⟨c ⋅ b, c ⋅ a⟩. Jenže t́ımto

”
otočeńım“ intervalu bychom zase mı́nus do exponentu museli vrátit, abychom při tomto

přepisu zachovali směr orientace. Pro c = −1 nemáme nic jiného, než poznámku výše.

• Máme-li zadanou křivku z0 − reit, tak bude výsledný obraz středově otočený podle z0.

Jinak řečeno, pokud máme celé kružnice, jediné, co se změńı je počátečńı bod. V př́ıpadě

oblouku bude tento oblouk
”
převrácený“ podle bodu z0.

(a) γ(t) = eit, t ∈ ⟨0,2π⟩ (b) γ(t) = e−it, t ∈ ⟨0,2π⟩ (c) γ(t) = −eit, t ∈ ⟨0,2π⟩

Obrázek 13: Chováńı kružnic, zadaných křivkami s r̊uzným předpisem
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(a) γ(t) = eit, t ∈ ⟨0, π
2
⟩ (b) γ(t) = ei(t+π

2
), t ∈ ⟨0, π

2
⟩

(c) γ(t) = −eit, t ∈ ⟨0, π
2
⟩ (d) γ(t) = e3it, t ∈ ⟨0, π

2
⟩

Obrázek 14: Geometrické obrazy r̊uzných modifikaćı úseku kružnice

• Všimněme si, že středová souměrnost podle z0 u z0−reit neńı v praxi nic jiného, než otočeńı

o daľśı π nav́ıc (viz Obrázky 14a a 14c), což se dá jednoduše zd̊uvodnit:

z0 − reit = z0 + r ⋅ (−1) ⋅ eit = z0 + r ⋅ eπi ⋅ eit = z0 + reπi+it = z0 + rei(t+π).
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• Pokud máme křivku definovanou po částech, je výsledným obrazem sjednoceńı jednotlivých

část́ı:

(a) γ(t) = t + 1, t ∈ ⟨−2,0⟩ (b) γ(t) = eit, t ∈ ⟨0, π⟩

(c) γ(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

t + 1, t ∈ ⟨−2,0⟩
eit, t ∈ ⟨0, π⟩

• Derivace křivky představuje jakýsi tečný vektor ke křivce a poč́ıtáme ji
”
klasicky“ (křivka

je funkce jedné reálné proměnné).
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• Integrál z funkce f podél křivky γ znač́ıme ∫γ f(z)dz.

• Neńı-li řečeno jinak (většinou bude řečeno jinak, ale o tom až př́ı̌stě), poč́ıtáme takovýto

integrál převodem na integrál přes reálnou proměnnou, který již poč́ıtáme tak, jak to známe,

s jediným rozd́ılem, že se mohou objevovat komplexńı výrazy. Je-li definičńım oborem křivky

γ interval ⟨a, b⟩, poč́ıtáme integrál takto:20

∫
γ
f(z)dz =

b

∫
a

f(γ(t)) ⋅ γ′(t)dt.

Pozn.: Aby toto platilo, muśı být ještě funkce na obrazu křivky γ spojitá (nemı́t tam sko-

k/nekonečnou hodnotu).

Př.: f(z) = z2, γ(t) = eit, t ∈ ⟨0, π⟩

γ′(t) = i ⋅ eit, ∫
γ
f(z)dz =

π

∫
0

(eit)2 ⋅ (i ⋅ eit)dt = i
π

∫
0

e3itdt = i [e
3it

3i
]
π

t=0

= e3πi − e0
3

= −2
3

• Opět, máme-li křivku definovanou po částech (které se až na body nepřekrývaj́ı!), integrál

přes tuto křivku je definován jako součet integrál̊u přes jednotlivé části, tj.

γ(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1(t), t ∈ ⟨a1, b1⟩
γ2(t), t ∈ ⟨a2, b2⟩

⋮
γn(t), t ∈ ⟨an, bn⟩

⇒ ∫
γ
f(z)dz = ∫

γ1
f(z)dz + ∫

γ2
f(z)dz + . . . + ∫

γn
f(z)dz.

• Integrály přes stejné křivky, které se lǐśı pouze orientaćı, se výsledkem lǐśı ve znaménku.

Všimněte si analogie s
”
obyčejnými“ jednorozměrnými reálnými integrály, kde platilo ∫ b

a f(x)dx =
− ∫ a

b f(x)dx.

20Pozornému čtenáři možná neunikla podobnost s metodou substituce u
”
klasického“ integrováńı.
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7 Cauchyho věta, Cauchyho integrálńı vzorce, nezávislost na cestě

• Připomeňme, že křivku γ(t), t ∈ ⟨a, b⟩ nazveme uzavřenou, jestliže γ(a) = γ(b). Křivku

nazveme jednoduchou uzavřenou, jestliže je uzavřená a jediné mı́sto, kde funkčńı hodnoty

splývaj́ı, jsou body a, b (jinak řečeno, křivka sama sebe neprot́ıná, ani nekrouž́ı opakovaně).

• Oblast je otevřená a souvislá množina (neobsahuje svou hranici a je z jednoho kusu).

• Oblast Ω nazveme vnitřkem uzavřené křivky γ a znač́ıme int γ, jestliže plat́ı ∂Ω = ⟨γ⟩
a ∞ ∉ Ω. Slovy - obraz křivky γ je hranićı množiny Ω, a Ω neobsahuje nekonečno. Co t́ım

mysĺıme, je asi každému jasné.21

• Oblast je jednoduše souvislá, pokud jej́ı doplněk je souvislý. Jinak řečeno, nemá v sobě

”
d́ıry“. n-násobně souvislá oblast pak v sobě má n−1

”
děr“ (jej́ı doplněk má n komponent).

(a) Př́ıklad jednoduše souvislé oblasti (b) Doplněk jedn.souvislé oblasti je z jednoho kusu

Vid́ıme, že vnitřkem jednoduché uzavřené křivky je jednoduše souvislá oblast.

21Podobně se dá definovat i vněǰsek.
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(c) Př́ıklad trojnásobně souvislé oblasti (d) Doplněk trojnásobně souvislé oblasti má 3 kusy

Odtud vid́ıme, že n-násobně souvislá oblast má hranici tvořenou n křivkami.

• Cauchyho věta: Jestliže je γ jednoduchá uzavřená křivka a f je holomorfńı na int γ (a

spojitá i na ⟨γ⟩), pak plat́ı

∫
γ

f(z)dz = 0.

Pozn.: Pokud je f holomorfńı, můžeme si ji volně představit jako potenciálové pole, např.

pole okolo náboje. Integrál si zde můžeme představit jako množstv́ı práce, potažmo energie.

Pokud v potenciálovém poli těleso obkrouž́ı uzavřenou dráhu, vykoná nulovou práci. Nás

však v kurzu (i v praxi) zaj́ımaj́ı situace, kdy pole NENÍ potenciálové (f neńı holomorfńı)

- tj. máme proud. Což se asi občas může hodit.

• Nejjednodušeji řečeno, že funkce f neńı na int γ holomorfńı poznáme tak, že má uvnitř

křivky jednu nebo v́ıce singularit (pojem, kterému se budeme věnovat v pozděǰśıch cvičeńıch).

V tuto chv́ıli t́ım velice zjednodušeně budeme chápat body, ve kterých integrovaná funkce

”
ut́ıká“ do nekonečna. Zpravidla jsou to prostě a jednoduše body, ve kterých bychom dělili

nulou, tzn. u funkce 1
z je to z = 0, u funkce 1

z2−1
jsou to body z = 1 a z = −1, atd.

• Je-li Ω n-násobně souvislá oblast, s hranićı tvořenou n křivkami, tj. ∂Ω = ⟨γ1⟩∪⟨γ2⟩∪. . .∪⟨γn⟩,
pak plat́ı

∫
∂Ω

f(z)dz = ∫
γ1

f(z)dz + ∫
γ2

f(z)dz + . . . + ∫
γn

f(z)dz.

• Daľśı věc, která z Cauchyho věty plyne je, že pokud máme uvnitř křivky jednu singularitu,

bude integrál přes libovolně malou kružnici se středem v singularitě shodný s p̊uvodńım
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integrálem. Je-li jich tam v́ıc, integrál je roven součtu integrál̊u přes tyto maličké kružnice,

viz předchoźı bod.

• A jak tedy spoč́ıtáme integrál se singularitou? Na to nám dává odpověd’ následuj́ıćı:

Cauchyho integrálńı vzorce: Necht’ γ je jednoduchá uzavřená křivka, z0 ∈ int γ, a f je

holomorfńı na int γ a spojitá až do ⟨γ⟩. Pak pro všechna n ∈ N = {1,2,3, . . .} plat́ı

∫
γ

f(z)
(z − z0)n

= 2πi

(n − 1)!f
(n−1)(z0),

speciálně pro n = 1

∫
γ

f(z)
z − z0

= 2πif(z0).

• Symbolem f (n−1)(z0) rozumı́me (n−1)-ńı derivaci funkce f v bodě z0. Tyto derivace budeme

poč́ıtat tak, jak známe z jiných kurz̊u (pro holomorfńı f plat́ı stejná pravidla pro derivaci

jako v reálném oboru, netřeba tedy vyč́ıslovat derivaci přes u a v).

Problém by byl, pokud by derivace f neexistovaly. Ale jak už jsme naznačili v Kapitole 4,

je-li funkce holomorfńı, má už libovolnou derivaci. Viz skripta.

• Při výpočtu integrálu po uzavřené křivce tedy postupujeme takto:

◇ Nejprve se pod́ıváme, jestli má funkce f singularity, a jestli tyto lež́ı v int γ.22 Pokud

ne, integrál je roven 0. POZOR! To, že funkce uvnitř křivky singularitu má ještě

neznamená, že zadaný integrál nemůže stejně vyj́ıt 0.

◇ Máme-li singularitu v bodě z0, pokuśıme se integrovanou funkci zapsat tak, aby bylo

ve jmenovateli jen z − z0 s př́ıslušnou mocninou. Často nám při tomto zápisu vznikne

složený zlomek.

◇ Čitatel pak bereme jako funkci f , vystupuj́ıćı v Cauchyho integrálńıch vzorćıch.

◇ Spoč́ıtáme d́ılč́ı integrály pro každou singularitu a poté je sečteme.

• Př́ıklad: Spoč́ıtejme ∫γ z
z2−1

dz, γ(t) = 2eit, t ∈ ⟨0,2π⟩.

Zadaná křivka je kružnice se středem v počátku a poloměrem 2. Co se zadané funkce týče,
z

z2−1
= z
(z−1)(z+1) , vid́ıme tedy, že máme dvě singularity, -1 a 1. Tyto obě lež́ı uvnitř naš́ı

křivky:

22Sranda by končila, kdyby byla singularita př́ımo na hranici, ale s takovými př́ıpady se téměř určitě nesetkáte,

nav́ıc i Cauchyho vzorce maj́ı požadavek, aby byla funkce spojitá i na hranici.
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Obrázek 17: Křivka γ a vyznačené singularity

Muśıme tak pro obě singularity spoč́ıtat d́ılč́ı výsledek:

z0 = −1:

∫
γ1

z

(z − 1)(z + 1)dz = ∫γ1

z
z−1

(z + 1)1dz = 2πi [
z

z − 1]z=−1
= 2πi −1−1 − 1 = πi.

z0 = 1:

∫
γ2

z

(z − 1)(z + 1)dz = ∫γ2

z
z+1

(z − 1)1dz = 2πi [
z

z + 1]z=1
= 2πi 1

1 + 1 = πi.

Takže výsledek je

∫
γ

z

z2 − 1dz = πi + πi = 2πi .

• Př́ıklad: Spoč́ıtejme ∫γ z3+4
z3

dz, γ(t) = eit, t ∈ ⟨0,2π⟩.

Zadaná křivka je jednotková kružnice, singularita je jen jedna, a to v počátku, použijeme

opět Cauchyho vzorec:

∫
γ

z3 + 4
z3

dz = 2πi

(3 − 1)!
[z3 + 4]

′′

z=0
= πi ⋅ [3z2]′

z=0
= πi [6z]z=0 = πi ⋅ 6 ⋅ 0 = 0 .
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• Primitivńı funkce k funkci f je taková funkce F , pro kterou plat́ı F ′ = f . Např́ıklad z3 je

primitivńı funkce k 3z2.

• Je-li funkce f holomorfńı na jednoduše souvislé oblasti, pak k ńı existuje primitivńı funkce F

a jej́ı integrál nezáviśı v této oblasti na cestě. Jinými slovy, vezmeme-li nějakou křivku

γ v této oblasti, jej́ıž počátečńı a koncový bod jsou γ(a) a γ(b), pak integrál po této křivce

spočteme jako

∫
γ

f(z)dz = F (γ(b)) − F (γ(a)).

Tzn., že podstatný je pro nás jen počátečńı a koncový bod a integrál pak spočteme velice

podobně jako
”
klasické“ integrály v reálném oboru. Pro podrobněǰśı teoretický rozbor viz

skripta.

Pozn.: K hledáńı primitivńıch funkćı budeme přistupovat stejně jako k neurčitým in-

tegrál̊um v reálném oboru! Tzn., bude fajn oprášit si základńı integrály, per partes,

substituci...

• Př́ıklad Necht’ γ(t) = eit, t ∈ ⟨0, π⟩. Spoč́ıtejme ∫γ(2z3 − 6z2 + 5z + 1)dz.

Obrázek 18: Zadaná křivka, konc. bod = -1, poč. bod = 1

∫
γ
(2z3 − 6z2 + 5z + 1)dz = [z

4

2
− 2z3 + 5z2

2
+ z]

−1

1

= 4 − 2 = 2 .

Pozn.: Jelikož krajńı body vyšly −1 a 1, určitě by spoustu z Vás svádělo položit −1 jako

spodńı mez. Jenže jako spodńı mez muśıme vźıt počátečńı bod, což je v tomto př́ıpadě 1.

Nezapomeňte, že jsme v komplexńım oboru, tedy ve světě, kde
”
větš́ı/menš́ı“ v určitém

směru pozbývá smysl.

• Závěrem si uved’me, na co si dát pozor:
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◇ Singularity, které NELEŽÍ uvnitř γ nás nezaj́ımaj́ı. Např.

γ(t) = 5 + eit, t ∈ ⟨0,2π⟩ ∶ ∫
γ

1

z
dz = 0,

protože singularita je v bodě z0 = 0, křivka je kružnice se středem v 5 a poloměrem 1,

nulu tedy neobsahuje, proto ji nebereme v potaz. Uvnitř křivky žádná singularita neńı,

integrál je tedy dle Cauchyho věty roven 0.

◇ Pokud má křivka opačnou orientaci, výsledek měńı znaménko! Např.

t ∈ ⟨0,2π⟩ ∶ γ(t) = eit, ∫
γ

1

z
dz = 2πi, γ(t) = e−it, ∫

γ

1

z
dz = −2πi.

Totéž plat́ı pro integraci po neuzavřené křivce (nezávislost na cestě). Křivka s opačnou

orientaćı má naopak počátečńı a koncový bod, tedy výsledek má opačné znaménko

(proto je třeba si dávat pozor, jak dosazujeme meze).

◇ Integrál přes sjednoceńı v́ıce křivek je součtem integrál̊u. To ale znamená, že pokud

křivka obkrouž́ı opakovaně nějaký úsek, muśıme toto zohlednit! Např.

γ(t) = eit, t ∈ ⟨0,2π⟩ ∶ ∫
γ

1

z
dz = 2πi, t ∈ ⟨0,4π⟩ ∶ ∫

γ

1

z
dz = 2 ⋅ 2πi = 4πi.
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8 Fourierovy řady

• Představme si, že máme nějakou (klidně reálnou) funkci f , a chceme ji na intervalu ⟨a, b⟩
vyjádřit pouze pomoćı funkćı sin a cos o r̊uzných frekvenćıch. V podstatě chceme tuhle funkci

co nejvěrněji
”
poskládat“ z kmit̊u. K tomuto účelu slouž́ı rozvoj funkce f ve Fourierovu

řadu.

• Označme T = b − a, tj. délka intervalu, na němž budeme rozvoj konstruovat. Dále označme

úhlovou rychlost ω = 2π
T . Fourierova řada funkce f pak vypadá následovně:

f(t) = a0
2
+
∞

∑
k=1

ak cos(kωt) + bk sin(kωt),

kde

a0 =
2

T

b

∫
a

f(t)dt, ak =
2

T

b

∫
a

f(t) cos(kωt)dt, bk =
2

T

b

∫
a

f(t) sin(kωt)dt.

Občas je lepš́ı spoč́ıtat obecně ak a a0 źıskat dosazeńım k = 0. Pokud totiž pro k = 0 neńı

s ak problém, nemuśıme a0 poč́ıtat zvlášt’. Teprve až když se ukáže, že to takto nejde, je

třeba přistoupit k samostatnému výpočtu.

• Alternativně lze Fourierovu řadu spoč́ıtat v komplexńım oboru, pak plat́ı

f(t) = c0 +
∞

∑
k=1

cke
iωkt + c−ke−iωkt, ck =

1

T

b

∫
a

f(t)e−iωktdt.

Mezi reálnými a komplexńımi koeficienty je jednoznačný vztah

ak = ck + c−k, bk = i(ck − c−k) ⇒ ck =
ak − ibk

2
, c−k =

ak + ibk
2

Nav́ıc, pro reálnou funkci f jsou ak, bk reálné, čili plat́ı c−k = ck.

• Nekonečným součtem Fourierovy řady dostaneme za určitých okolnost́ı funkci f
”
skoro

všude“23 na intervalu ⟨a, b⟩, a mimo tento interval se obraz periodicky opakuje. Člen a0 je

dělený dvěma kv̊uli normě, tj. v jistém smyslu
”
velikosti“. K tomu si ještě něco řekneme

později.

• Samozřejmě, že v praxi se nesč́ıtá nekonečný počet kmit̊u, nýbrž se vezme n-tý částečný

součet Fourierovy řady. Tedy nesč́ıtáme až do ∞, ale pouze do n. Obecně by mělo platit

č́ım větš́ı n, t́ım lepš́ı přibĺıžeńı.

23V tomto př́ıpadě se t́ım mysĺı všude, až na konečný počet bod̊u intervalu. Obecně
”
skoro všude“ může znamenat

také všude krom spočetně nekonečného množstv́ı bod̊u.
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• A jaké jsou ty určité okolnosti, kdy skutečně dostaneme dobrou aproximaci funkce f? Naše

funkce muśı splňovat tzv. Dirichletovy podmı́nky:

◇ Funkce f má na intervalu ⟨a, b⟩ konečný počet skok̊u ve funkčńı hodnotě a

◇ má po částech spojitou derivaci, tj. derivace je definovaná na celém intervalu,

funkce má konečný počet extrémů.

Pak Fourierova řada bodově konverguje k funkci f ve
”
skoro všech“ bodech intervalu.

Je-li f nav́ıc spojitá na intervalu ⟨a, b⟩, konverguje zde řada stejnoměrně (tj. na celém

intervalu
”
stejným tempem“). Co to znamená? V bodě t0, kde je f spojitá, plat́ı

f(t0) =
a0
2
+ lim

n→∞

n

∑
k=1

ak cos(kωt0) + bk sin(kωt0),

tedy funkce f je v bodě spojitosti př́ımo součtem své Fourierovy řady. V bodě nespojitosti

pak řada mı́̌ŕı k pr̊uměru funkčńıch hodnot skoku.24 Tzn., má-li např. funkce f v bodě

0 skok z 1 na 5, Fourierova řada v bodě 0 konverguje k hodnotě 1+5
2 = 3. Pozor na toto v

projektech!

Pozn.: Pokud bychom předešlou skutečnost chtěli shrnout symbolicky, plat́ı

a0
2
+ lim

n→∞

n

∑
k=1

ak cos(kωt0) + bk sin(kωt0) =
1

2
( lim
t→t+0

f(t) + lim
t→t−0

f(t)) .

Toto se dá chápat obecně pro libovolný bod, v mı́stě skoku to
”
vyrob́ı pr̊uměr“, no a v bodě

spojitosti plat́ı
1

2
( lim
t→t+0

f(t) + lim
t→t−0

f(t)) = 1

2
⋅ 2f(t0) = f(t0).

• Postačuj́ıćı podmı́nkou pro rozvoj v konvergentńı Fourierovu řadu je kvadratická in-

tegrovatelnost, tedy funkce f lze na intervalu ⟨a, b⟩ rozvinout v konvergentńı Fourierovu

řadu, pokud plat́ı
b

∫
a

∣f(t)∣2dt <∞.

Pozn.: Ta druhá mocnina v integrálu je podstatná. Je pravdou, že i pouhá absolutńı inte-

grovatelnost k rozvoji ve Fourierovu řadu stač́ı, řada pak ale nemuśı konvergovat. Nicméně

v projektech toto takřka jistě nehroźı. Každopádně prvńım krokem v projektu by

mělo být ověřeńı kvadratické nebo alespoň absolutńı integrovatelnosti zadané

funkce!

24Integrály maj́ı tendenci věci interpretovat
”
v pr̊uměru“.
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Integrovatelnost můžete ověřit ručně, ale samotné koeficienty ak, bk si nechte spoč́ıtat soft-

warově! Integrály, které lezou ze zadáńı nejsou př́ılǐs hezké a zbytečně byste ztráceli čas. Pointou

projektu je, abyste si osahali Fourier̊uv rozvoj, ne Vás zkoušet z integrováńı reálných funkćı.

• Př́ıklad: Nalezněme Fourier̊uv rozvoj funkce f(t) = t2 na intervalu ⟨0,2⟩:

Nejprve ověř́ıme kvadratickou integrovatelnost:

2

∫
0

(t2)2dt =
2

∫
0

t4dt = [ t
5

5
]
2

0

= 32

5
<∞

Můžeme tedy pokračovat. Ze zadáńı máme T = 2 − 0 = 2, ω = 2π
T = π. Dosazeńım do vzorc̊u

źıskáme

ak =
2

2

2

∫
0

t2 cos(kπt)dt = . . . = 42k
2π2 sin(kπ) cos(kπ) + 2kπ cos(kπ)2 − kπ − sin(kπ) cos(kπ)

k3π3
k∈Z= 4

k2π2
,

bk =
2

2

2

∫
0

t2 sin(kπt)dt = . . . = −42k
2π2 cos(kπ)2 − 2kπ sin(kπ) cos(kπ) − k2π2 − cos(kπ)2 + 1

k3π3
k∈Z= − 4

kπ
.

Jelikož do vztahu pro ak nemůžeme dosadit k = 0, muśıme a0 spoč́ıtat zvlášt’:25

a0 =
2

2

2

∫
0

t2dt = [ t
3

3
]
2

0

= 8

3
.

Koeficienty nalezeny, Fourier̊uv rozvoj známe, můžeme si situaci nakreslit. Nejprve vy-

kresĺıme hypotetický nekonečný součet - tj. periodické prodloužeńı funkce f (nezapomeňme

na pr̊uměry ve skoćıch!):

25Teoreticky bychom mı́sto toho mohli spoč́ıtat limitu ak pro k → 0, ale to by bylo zbytečně pracné, nav́ıc př́ımý

výpočet je
”
korektněǰśı“.
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Obrázek 19: Limitńı součet Fourierovy řady funkce f

Obrázek 20: Třet́ı částečný součet FŘ

Obrázek 21: Desátý částečný součet FŘ
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Obrázek 22: Stý částečný součet FŘ

• Sinová a kosinová řada jsou speciálńı př́ıpady FŘ, sinová pro liché funkce, kosinová

pro sudé funkce.

• Pro zadanou funkci, definovanou na intervalu ⟨0, l⟩ se dá definovat sudé a liché prod-

loužeńı funkce f a to následovně:

fs(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

f(t), t ∈ ⟨0, l⟩
f(−t) t ∈ ⟨−l,0⟩

, fl(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

f(t), t ∈ ⟨0, l⟩
−f(−t) t ∈ ⟨−l,0⟩.

• Pro sinovou řadu pak plat́ı ak = 0 pro všechna k = 0,1, . . .. Pro kosinovou zase bk = 0.

Koeficienty se pak spoč́ıtaj́ı jako

Kosinová: a0 =
2

l

l

∫
0

f(t)dt, ak =
2

l

l

∫
0

f(t) cos(kπt
l
)dt, Sinová: bk =

2

l

l

∫
0

f(t) sin(kπt
l
)dt.

Součtem kosinové, resp. sinové řady pak je sudé, resp. liché periodické prodloužeńı funkce f ,

samozřejmě opět s výjimkou bod̊u nespojitosti, viz obrázky ńıže (pro funkci t2 z předchoźıho

př́ıkladu):
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Obrázek 23: Součet kosinové řady funkce f(t) = t2

Obrázek 24: Součet sinové řady funkce f(t) = t2
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Obrázek 25: Desátý částečný součet kosinové řady funkce f(t) = t2

Obrázek 26: Desátý částečný součet sinové řady funkce f(t) = t2

Všimněme si, že již desátý součet kosinové řady takřka odpov́ıdá sudému prodloužeńı. To

je t́ım, že p̊uvodńı funkce t2 je sama o sobě obecně vzato sudá.

• Posledńım d̊uležitým pojmem je pro nás amplitudové a fázové spektrum. Pokud Fou-

rier̊uv rozvoj chápeme jako výskyt r̊uzných frekvenćı ve funkci f , prvky amplitudového

spektra nám ř́ıkaj́ı, jak moc jsou kmity o daných frekvenćıch zastoupeny, a prvky fázového

spektra zase ř́ıkaj́ı, oč jsou posunuty oproti základńı fázi.
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• Jednostranné spektrum:

Amplitudové: A0 = ∣
a0
2
∣ = ∣c0∣, Ak =

√
a2k + b2k = 2∣ck∣,

Fázové: φk = −arg(ak − ibk) = −arg ck, k = 1,2, . . .

Odtud můžeme definovat také třet́ı zp̊usob zápisu FŘ (doposud v reálném a komplexńım

tvaru), a to právě v amplitudově-fázovém tvaru:

f(t) = A0 +
∞

∑
k=1

Ak sin(kωt + φk).

• Oboustranné spektrum definujeme prostě jako Ak = ∣ck∣, φk = −arg ck, přičemž φ0 neńı

definováno (stejnosměrná složka nemá fázi). Pro reálnou funkci f plat́ı, že jej́ı oboustranné

amplitudové spektrum je sudé, a oboustranné fázové je liché.

Opět si můžeme vykreslit spektra k našemu př́ıkladu f(t) = t2:

Obrázek 27: Jednostranné amplitudové spektrum funkce f(t) = t2

Obrázek 28: Jednostranné fázové spektrum funkce f(t) = t2

• Př́ıklad: Určete periodu (T ), úhlovou rychlost (ω) a prvńı čtyři členy jednostranného

amplitudového, resp. prvńı tři členy fázového spektra Fourierovy řady

1 + cos(2πt) + sin(2πt) −
√
3 cos(4πt) + sin(4πt) − 2 cos(6πt) + . . . .
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Nejprve si všimneme, jaký je
”
největš́ı společný dělitel“ argument̊u sin̊u (nebo kosin̊u,

každopádně potřebujeme, aby tam byly aspoň dva). V našem př́ıpadě je to o 2πt, z toho

okamžitě máme ω = 2π. Jelikož ω = 2π
T , ihned dostáváme, že T = 1. Nyńı potřebujeme už jen

vyč́ıst koeficienty ak, bk:

1 + 1 ⋅ cos(2πt) + 1 ⋅ sin(2πt)−
√
3 ⋅ cos(4πt) + 1 ⋅ sin(4πt)−2 ⋅ cos(6πt) + 0 ⋅ sin(6πt) + . . . .

a0
2
= 1 ⇒ a0 = 2, a1 = 1, a2 = −

√
3, a3 = −2, b1 = 1, b2 = 1, b3 = 0

A ze známých vztah̊u A0 = ∣a02 ∣ , Ak =
√
a2k + b2k, φk = −arg(ak − ibk) dopoč́ıtáme členy spek-

tra.

k ak bk Ak φk

0 2 − 1 −

1 1 1
√
2 π

4

2 −
√
3 1 2 5π

6

3 −2 0 2 −π

Pozn.:
”
Kolonky“ pro b0 a φ0 vždy proškrtneme, ani jedno totiž neńı definováno.

• Př́ıklad: Určete periodu (T ), úhlovou rychlost (ω) a prvńı čtyři členy jednostranného

amplitudového, resp. prvńı tři členy fázového spektra Fourierovy řady

−2 + 3 cos(6t) + 3
√
3 sin(6t) − 2 cos(9t) − 2 sin(9t) + . . . .

V argumentech cosin̊u máme 6 a 9, jejich největš́ım společným dělitelem je 3t, tedy ω = 3,
odtud okamžitě T = 2π

3 . Dále:

−2 + 0 ⋅ cos(3t) + 0 ⋅ sin(3t) + 3 cos(6t) + 3
√
3 sin(6t) − 2 cos(9t) − 2 sin(9t) + . . .

a0
2
= −2 ⇒ a0 = −4, a1 = b1 = 0, a2 = 3, b2 = 3

√
3, a3 = b3 = −2

A opět, ze vzorc̊u dopoč́ıtáme spektra. Nezapomeňme, že pro 0 neńı argument definován,

takže v tomto př́ıpadě neńı definováno ani φ1:

⇓

k ak bk Ak φk

0 −4 − 2 −

1 0 0 0 −

2 3 3
√
3 6 π

3

3 −2 −2 2
√
2 −3π

4
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9 Fourierovy řady - jiný pohled, Gibbs̊uv jev, aplikace

• Pod́ıvejme se ve stručnosti, z čeho vlastně prameńı Fourierova řada, a proč za splněńı

určitých podmı́nek funguje. Jak jsme řekli, řada existuje a konverguje, je-li funkce kva-

draticky integrovatelná, tj. ∫ b
a ∣f(t)∣2dt < ∞. Tato skutečnost se dá symbolicky zapsat

f ∈ L2(a, b), slovy
”
funkce f patř́ı do prostoru kvadraticky integrovatelných funkćı“. Tento

prostor je speciálńı př́ıpad Lebesgueova prostoru Lp(a, b) pro p = 2. Tyto prostory lze chápat

jako normované vektorové prostory o nekonečné dimenzi a tedy přeneseně i funkce

jako vektory. Sl̊uvkem normované se pak má na mysli, že lze v jistém smyslu určovat velikost

prvk̊u.

• Tyto prostory jsou nav́ıc úplné, to znamená, že pokud uděláme limitu prvk̊u z tohoto

prostoru, dostaneme nějaký jiný prvek z tohoto prostoru (výsledek limity neuteče někam

mimo).

• Připomeňme, že báźı prostoru rozumı́me množinu, z jej́ıchž prvk̊u dostaneme lineárńı kom-

binaćı libovolný prvek prostoru, a dimenźı prostoru volně řečeno počet prvk̊u báze. Báze

samozřejmě neńı jediná, jej́ı volba může leccos ovlivnit. Např́ıklad množina všech reálných

dvourozměrných vektor̊u R2 má bázi e1 = [1,0], e2 = [0,1] a dimenzi 2. Jinou báźı (lǐśıćı se

v́ıc, než jen násobkem) jsou třeba vektory [2,−1], [−1,2].

• Prostor L2(a, b) mezi ostatńımi Lebesgueovými prostory vyčńıvá předevš́ım t́ım, že se jedná

o jediný takový prostor, na němž se dá definovat skalárńı součin.26 V tomto prostoru

je definován pomoćı integrálu:

(f, g) =
b

∫
a

f(t)g(t)dt.

Nav́ıc plat́ı (f, f) = ∥f∥2, tj. skalárńı součin prvku se sebou samým dá druhou mocninu jeho

”
velikosti“.

• Prvky f, g nazveme ortogonálńı (
”
kolmé“), jestliže plat́ı (f, g) = 0. Bázi e1, e2, . . . pak na-

zveme ortogonálńı, jestliže každé dva jej́ı r̊uzné prvky jsou ortogonálńı, tj. i ≠ j ⇒ (ei, ej) = 0.

Pokud nav́ıc plat́ı ∀i ∶ (ei, ei) = 1, tj. prvky báze maj́ı jednotkovou velikost, nazveme takovou

bázi ortonormálńı.

• Proč je dobré mı́t ortonormálńı bázi? Představme si, že máme (pro jednoduchost konečnou)

ortonormálńı bázi e1, e2, . . . , en, a chceme prvek f vyjádřit v souřadnićıch této báze. Jinak

26Tj. zobrazeńı, které dvěma prvk̊um prostoru přǐrazuje č́ıslo, a popisuje
”
úhel“ mezi těmito prvky. Samořejmě

úhel mezi dvěma funkcemi se představuje dost špatně, proto ty uvozovky (nejde o úhel mezi grafy funkćı).
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řečeno, v́ıme, že nějak prvek f z báze poskládáme, má platit

f = α1e1 + α2e2 + . . . + αnen.

Potřebujeme ale nalézt konstanty α1 až αn, tj. souřadnice. Když uvedenou rovnost skalárně

přenásob́ıme libovolným prvkem ei, dostáváme

(f, ei) = (α1e1, ei) + . . . + (αiei, ei) + . . . + (αnen, ei).

Jelikož α1, . . . , αn jsou č́ısla, můžeme je ze skalárńıho součinu vytknout:

(f, ei) = α1(e1, ei) + . . . + αi(ei, ei) + . . . + αn(en, ei).

A jelikož báze má být ortonormálńı, pak je jasné, že pro jakýkoliv index j ≠ i plat́ı (ej , ei) = 0
a (ei, ei) = 1, č́ımž se rovnost výrazně zjednoduš́ı:

(f, ei) = α1 (e1, ei)
´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

+ . . . + αi (ei, ei)
´¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
=1

+ . . . + αn (en, ei)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

,

(f, ei) = αi.

Takže jsme zjistili, že máme-li ortonormálńı bázi, pak souřadnice v této bázi dostaneme

př́ımo skalárńım součinem s daným bázovým prvkem! A v úplném prostoru s nekonečnou

dimenźı, což jsme si řekli, že L2(a, b) je, to funguje naprosto stejně.

Pozn.: Byla-li by báze pouze ortogonálńı, nebyl by to valný problém. Šlo by to podobně,

ale nalezené souřadnice by se ještě musely normovat. Pokud by však nebyla ani ortogonálńı,

vedl by problém na soustavu s tzv. Gramovou matićı, a tato pro spoustu úloh konč́ı jako

tzv. Vandermondova matice, kterážto je velice špatně podmı́něná a řešit takovou soustavu

zdaleka nemuśı být (zvlášt’ pro velká n) jednoduché či efektivńı ani poč́ıtačově.

• Představme si nyńı, že máme podprostor s menš́ı dimenźı m a ortogonálńı bázi podprostoru

e1, . . . , em. Dá se ukázat, že uvedený postup hledáńı souřadnic nám dá prvek podprostoru,

který je
”
nejbĺıž“ zadanému prvku f , tzn. pokud z báze dimenze m nelze vyskládat př́ımo

f , dá se pomoćı skalárńıch součin̊u źıskat alespoň nejlepš́ı možné přibĺıžeńı. Tomuto se ř́ıká

Věta o aproximaci.

• A proč se o tom všem bav́ıme? Jedna z možných báźı prostoru L2(a, b) je

1, cos(ωt), sin(ωt), cos(2ωt), sin(2ωt), cos(3ωt), sin(3ωt), . . .

Je vcelku jednoduchým cvičeńım na integrováńı, že tato báze je ortogonálńı. Sice ne orto-

normálńı, ale jak jsme si řekli, neńı to velký problém. Nav́ıc plat́ı, že všechny prvky báze
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maj́ı stejnou normu, pouze konstantńı prvek báze ji má dvojnásobnou. Nyńı mějme

nějakou funkci f , kterou chceme vyjádřit pomoćı prvk̊u této báze. Už v́ıme, že to s nor-

mováńım p̊ujde pomoćı skalárńıho součinu. Pokud tedy f vyjádř́ıme v této bázi, dostaneme

f(t) = α0 ⋅ 1 + a1 cos(ωt) + b1 sin(ωt) + a2 cos(2ωt) + b2 sin(2ωt) + a3 cos(3ωt) + b3 sin(3ωt) + . . .

= (Jiný zápis, uváž́ıme-li označeńı α0 =
a0
2
)

f(t) = a0
2
+
∞

∑
k=1

ak cos(kωt) + bk sin(kωt),

kde př́ıslušné koeficienty jsou dány vztahy

a0 =
2

T®
normováńı

b

∫
a

f(t) ⋅ 1dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=(f,1)

, ak =
2

T®
normováńı

b

∫
a

f(t) cos(kωt)dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=(f,cos(kωt))

, bk =
2

T®
normováńı

b

∫
a

f(t) sin(kωt)dt

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=(f,sin(kωt))

.

Proč jsme hodili polovinu k a0? No právě proto, že norma konstantńıho bázového prvku je

dvakrát větš́ı, než ostatńıch, muśıme tedy normovat
”
extra“. Sečteno a podtrženo, Fourie-

rova řada neńı nic jiného, než vyjádřeńı ve speciálńı bázi. Pokud f ∈ L2(a, b) (tedy postačuj́ıćı

podmı́nka pro rozvoj), věta o aproximaci a úplnost prostoru nám garantuj́ı, že Fourierova

řada existuje a konverguje.

• Gibbs̊uv jev: Jestliže uděláme n−tý částečný součet FŘ, tak nám pro dost velká n vzniká

v bodech nespojitosti jakýsi překmit - konkrétně o cca 9% velikosti skoku oběma směry.

Tato zvláštnost se nazývá Gibbs̊uv jev. Např. na Obrázku 22 toto můžeme pozorovat, skok

má velikost 4, a překmit nad rámec skoku máme cca o 0,36. Tento výkyv se při nekonečném

součtu FŘ vyhlad́ı.

• Na závěr si shrňme některé aplikace Fourierových řad. Původńım záměrem Fouriera bylo vy-

myslet metodu řešeńı rovnice difúze/vedeńı tepla, což je parciálńı diferenciálńı rovnice. Fou-

rier byl úspěšný, nicméně dnes se již pro řešeńı takovýchto úloh použ́ıvaj́ı v praxi předevš́ım

numerické metody, algoritmizované na (super)poč́ıtači. Později se však trigonometrická

FŘ dočkala úspěchu předevš́ım d́ıky analýze signál̊u, v prvńıch AD/DA převodńıćıch, do-

konce při součtech některých jiných nekonečných řad a podobně. Dnes jsou nejužitečněǰśı

předevš́ım algoritmy, jež jsou právě z FŘ odvozené, zejména FFT27, už́ıvaná právě při

převodu AD/DA, při kompresi, at’ už v rámci přenosu televizńıho či jiného signálu, nebo

JPEG, MP3 apod. Podobně odvozená DCT (diskrétńı kosinová transformace) se už́ıvá mimo

jiné při digitálńım zpracováńı obrazu. S nástroji funkcionálńı analýzy bylo později možné

27Fast Fourier Transform = Rychlá Fourierova Transformace
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ukázat, že Fourierovy výsledky lze zobecnit (tak jak jsme si na začátku této sekce naznačili)

pro libovolnou ortogonálńı bázi, což vyústilo v celou novou rodinu aproximačńıch metod,

metod numerické integrace či jiných poměrně d̊uležitých technik.
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10 Mocninné řady

• Geometrickou řadou rozumı́me řadu
∞

∑
n=0

zn.

Jestliže ∣z∣ < 1, pak má řada konečný součet daný vztahem

∞

∑
n=0

zn = 1

1 − z .

Samozřejmě se jedná o limitńı součet. Zároveň připomeňme, že pokud je řeč o limitě po-

sloupnosti, což v následuj́ıćıch řádćıch bude, limita se znač́ı pouze lim a automaticky se t́ım

rozumı́ limita v nekonečnu (neplést s limitou funkce, která byla např. u definice derivace).

• Necht’ z0 ∈ C je bod v komplexńı rovině. Nekonečnou řadu

∞

∑
n=0

an(z − z0)n, an ∈ C

nazýváme mocninnou řadou se středem v bodě z0.

• Pokud takováto řada konverguje, je nasnadě (z je proměnná), že tam kde konverguje, je to

k nějaké funkci f(z).

• Otázkou je, kde v komplexńı rovině řada konverguje. Př́ımo ve středu řady je to prosté,

všechny krom nultého členu se vynuluj́ı a součtem řady v jej́ım středu je koeficient a0.

Našla by se i nějaká rozumněǰśı, než jednobodová množina? Obecně to bývá na nějakém

okoĺı bodu z0, největš́ı možný poloměr tohoto okoĺı, kde je ještě mocninná řada konver-

gentńı, nazýváme poloměrem konvergence, a právě celé toto okoĺı pak oborem (popř.

kruhem) konvergence mocninné řady.

• Poloměr konvergenceRmůžeme dostat pomoćı tzv. odmocninového nebo pod́ılového kritéria28

pro koeficienty řady, konkrétně

R = 1

lim ∣an+1an
∣
,

př́ıpadně

R = 1

lim n
√
∣an∣

,

pokud daná limita existuje.29 Okoĺı U(z0,R) je pak právě oborem konvergence. Je-li výhodněǰśı

použ́ıt pro výpočet poloměru pod́ılové nebo odmocninové kritérium je většinou jasné z kon-

textu, často to jde i oběma zp̊usoby. Přesněji řečeno, odmocninové kritérium je v jistém

28Jedny z kritéríı pro konvergenci součtu řad.
29Existuj́ı i tvrzeńı, obsahuj́ıćı lim sup, která existuje vždy. Pokud R → 0, tak nutně zprava, a tak jednoduše

můžeme tento zápis ponechat a klást R = 0, pokud limita vyjde ∞ a naopak.
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smyslu silněǰśı, než pod́ılové – existuj́ı řady, kde odmocninové výsledek dá a pod́ılové ni-

koliv. Opačně to neplat́ı, dá-li výsledek pod́ılové, nutně jej dá i odmocninové a jistě bude

stejný. To však berme pouze jako perličku, většinou jednoduše postupujeme tak, že když se

v koeficientech vyskytuje
”
něco na n-tou“, voĺıme odmocninové, tam, kde je nějaký výraz,

u nějž se dobře dá už́ıt pod́ılu (třeba faktoriál), tak sṕı̌se pod́ılové, nicméně je to v zásadě

otázka vkusu.

• Pozn.: Měli bychom mı́t na paměti jedno ze základńıch pravidel z prváku, lim n
√
n = 1. Pro

zjednodušeńı života si uved’me následuj́ıćı pozorováńı:

Necht’ Pk(n) je libovolný polynom stupně k ∈ N. Pak plat́ı lim n
√
Pk(n) = 1.

Dokázat, že toto plat́ı lze (mimo jiných) dvěma zp̊usoby. Bud’to využijeme zmı́něného faktu,

že pokud výsledek existuje pomoćı pod́ılového kritéria, muśı stejný dát i odmocninové a na-

tvrdo s využit́ım binomického rozvoje spoč́ıtat limitu racionálńı posloupnosti s obecnou

mocninou. No a nebo si ukážeme jednodušš́ı fintu:

Pro dost velká n muśı platit

nk−1 ≤ Pk(n) ≤ nk+1.

Jinými slovy

limnk−1 ≤ limPk(n) ≤ limnk+1,

lim
n
√
nk−1 ≤ lim n

√
Pk(n) ≤ lim

n
√
nk+1,

lim( n
√
n)k−1 ≤ lim n

√
Pk(n) ≤ lim( n

√
n)k+1,

a protože k je pevně dané přirozené č́ıslo, tak

1k−1 ≤ lim n
√
Pk(n) ≤ 1k+1,

1 ≤ lim n
√
Pk(n) ≤ 1.

Čili neńı jiná možnost, než že plat́ı lim n
√
Pk(n) = 1.

Toto pozorováńı Vám možná dost výrazně usnadńı život, pokud byste např. narazili na

situaci an = n4−n2+1
n3+7n2+n

. Pokud nevěř́ıte, schválně si to zkuste nejdř́ıv pod́ılovým kritériem, a

pak odmocninovým s výše uvedeným pozorováńım.
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• Př́ıklad: Určete obor konvergence mocninné řady ∑∞n=0
(n3+1)(z−1)n

2nn .

Prvńı, č́ım začneme, je určeńı středu řady. Toto je velmi jednoduché, zkrátka se pod́ıváme,

co odeč́ıtáme od z v té závorce, která je mocněna přes sumačńı index, podobně, jako když

máme množinu danou podmı́nkou s absolutńı hodnotou nebo u Cauchyho vzorc̊u. Pokud

by tam taková závorka nebyla, tak se obecně vzato nejsṕı̌s ani nejedená o mocninnou řadu.
30 V tomto př́ıpadě máme (z − 1)n, tedy z0 = 1.

Nyńı potřebujeme určit poloměr konvergence. Ze zadáńı vid́ıme, že an = n3+1
2nn . Připomeňme,

že poloměr poč́ıtáme jen z koeficient̊u řady, tedy bez z! V tomto př́ıpadě můžeme

spoč́ıtat poloměr oběma zp̊usoby. Pod́ılově:

lim ∣an+1
an
∣ = lim

(n+1)3+1
2n+1(n+1)

n3+1
2nn

= lim
n3+3n2+3n+2

2n+2
n3+1
n

= lim n(n3 + 3n2 + 3n + 2)
(2n + 2)(n3 + 1) =

= lim n4 + 3n3 + 3n2 + 2n
2n4 + 2n3 + 2n + 2 = lim

1 + 3
n +

3
n2 + 2

n3

2 + 2
n +

2
n3 + 2

n4

= 1 + 0 + 0 + 0
2 + 0 + 0 + 0 =

1

2
,

a jelikož R je převrácená hodnota spoč́ıtané limity, tak máme R = 2 . Nalezený obor kon-

vergence je tedy U(z0,R) = U(1,2) .

Obrázek 29: Obor konvergence mocninné řady ∑∞n=0
(n2+1)(z−1)n

2nn

30V jistých speciálńıch př́ıpadech by se to dalo přepsat do tvaru mocninné řady, ale to momentálně neńı náš ćıl

zkoumáńı.
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Pro kontrolu/ukázku si zkusme spoč́ıtat poloměr i druhým zp̊usobem (limita by samozřejmě

měla vyj́ıt stejně jako u předchoźıho zp̊usobu):

lim n
√
∣an∣ = lim

n

√
n3 + 1
2nn

= lim
n
√
n3 + 1

n
√
2nn

= lim
n
√
n3 + 1
2 n
√
n
= 1

2 ⋅ 1 =
1

2
.

Všimněme si, že s využit́ım pozorováńı o n-té odmocnině polynomu se obecně odmocni-

nové kritérium ukazuje jako velmi účinné. Pod́ılové je nutnost́ı v́ıceméně pouze v př́ıpadě

faktoriálu, jak bylo naznačeno dř́ıve.

• Př́ıklad: Určete obor konvergence mocninné řady ∑∞n=0
(z−1+i)n

n! .

Vid́ıme, že z0 = 1 − i (pozor na znaménka) a an = 1
n! . Jelikož n-tá odmocnina a faktoriál se

početně př́ılǐs nekamarád́ı 31, využijeme pod́ılové kritérium:

lim ∣an+1
an
∣ = lim

1
(n+1)!

1
n!

= lim n!

(n + 1)! = lim
n!

(n + 1)n! = lim
1

n + 1 = 0 ⇒ R =∞,

takže oborem konvergence je U(1 − i,∞) = C .

• Jestliže řada ∑∞n=0 an(z − z0)n má obor konvergence U(z0,R), pak je jej́ım součtem funkce

f(z), která je na tomto oboru holomorfńı. Nav́ıc, na tomto okoĺı lze libovolnou derivaci

takovéto funkce spoč́ıtat jako derivaci mocninné řady po členech, tj.

f (p)(z) =
∞

∑
n=0

(an(z − z0)n)(p) =
∞

∑
n=p

n(n − 1) ⋅ . . . ⋅ (n − p + 1)an(z − z0)n−p.

Obdobné tvrzeńı plat́ı i pro integrováńı, jestliže integračńı křivka lež́ı celá v oboru konver-

gence, respektive pro primitivńı funkci.

• Uvedeného faktu se dá využ́ıt při určováńı součtu nekonečných sum:

Př́ıklad: Určete součet řady ∑∞n=1 zn

n . Dále určete, čemu je rovno ∑∞n=1 2n

3nn .

Vid́ıme, že zadaná mocninná řada má střed v bodě z0 = 0, odmocninovým kritériem lehce

spoč́ıtáme, že

R = 1

lim n
√

1
n

= 1
1
1

= 1,

čili oborem konvergence zadané řady je U(0,1). Označ́ıme-li si na tomto okoĺı součet řady

jako funkci f , tak můžeme použ́ıt předchoźı bod, abychom se
”
zbavili“ n ve jmenovateli.

31Ostatně limity takového typu se často poč́ıtaj́ı právě využit́ım souvislosti limity n-té odmocniny s limitou pod́ılu

sousedńıch člen̊u.

60



Obecně se při tomto zp̊usobu sč́ıtáńı řad snaž́ıme pomoćı derivováńı či integrováńı odstranit

vše krom (z − z0)n, a př́ıpadně nějakých konstantńıch člen̊u. Každopádně:

f(z) =
∞

∑
n=1

zn

n
⇒ f ′(z) =

∞

∑
n=1

(z
n

n
)
′

=
∞

∑
n=1

zn−1 =
∞

∑
n=0

zn
Geom. řada= 1

1 − z

f ′(z) = 1

1 − z ⇒ f(z) = ∫
1

1 − zdz = − ln(1 − z) +C

Konstantu C pak urč́ıme ze středu řady:

0 = f(0) = − ln(1 − 0) +C = C,

takže C = 0 a součet mocninné řady v kruhu konvergence je − ln(1 − z).

Všimněme si dále, že

∞

∑
n=1

2n

3nn
=
∞

∑
n=1

(2
3 − 0)

n

n
= f (2

3
) , z = 2

3
∈ U(0,1),

z čehož dosazeńım za z do nalezeného obecného předpisu dostáváme součet řady:

∞

∑
n=1

2n

3nn
= − ln(1 − 2

3
) = − ln(1

3
) = ln 3 ≈ 1.1

• Př́ıklad: Určete součet řady ∑∞n=0(n2 + 3n− 4)zn. Dále určete, čemu je rovno ∑∞n=0 n2+3n−4
2n .

Oborem konvergence je na prvńı pohled U(0,1). Vid́ıme, že ted’ budeme naopak muset

výrazy s n dělit, abychom se zbavili koeficientu n2 + 3n − 4, budeme tedy řadu člen za

členem integrovat (po patřičné úpravě) a pak zpětně derivovat:
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f(z) =
∞

∑
n=0

(n2 + 3n − 4)zn =
∞

∑
n=0

(n + 4)(n − 1)zn = z2
∞

∑
n=0

(n + 4)(n − 1)zn−2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ozn. g(z)

,

G(z) = ∫ g(z)dz =
∞

∑
n=0

(n + 4)(n − 1) z
n−1

n − 1 =
∞

∑
n=0

(n + 4)zn−1 = 1

z4

∞

∑
n=0

(n + 4)zn+3

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
ozn. h(z)

,

H(z) = ∫ h(z)dz =
∞

∑
n=0

(n + 4) z
n+4

n + 4 =
∞

∑
n=0

zn+4
GP= z4

1 − z ,

h(z) =H ′(z) = ( z4

1 − z)
′

= 4z3(1 − z) + z4
(1 − z)2 = 4z3

1 − z +
z4

(1 − z)2 ,

G(z) = 1

z4
h(z) = 4

z(1 − z) +
1

(1 − z)2 , g(z) = G′(z) = − 4(1 − 2z)
z2(1 − z)2 −

2

(1 − z)3 (−1),

f(z) = z2g(z) = 8z − 4
(1 − z)2 +

2z2

(1 − z)3 =
(8z − 4)(1 − z) + 2z2

(1 − z)3 = 6z2 − 12z + 4
(z − 1)3

Pro vyč́ısleńı konkrétńı č́ıselné řady stač́ı dosadit za z:

∞

∑
n=0

n2 + 3n − 4
2n

= f (1
2
) =

6
4 − 6 + 4
−1
8

= −12 + 48 − 32 = 4

• Zaj́ımavost/př́ıklad k procvičeńı: Plat́ı

∞

∑
n=0

1

2n
=
∞

∑
n=0

n

2n
.

Názorněji pro ty, jež ani po pár letech na technice nejsou fanoušky symbolu
”
suma“:

1 + 1

2
+ 1

4
+ 1

8
+ 1

16
+ 1

32
+ 1

64
+ 1

128
+ . . . = 1

2
+ 2

4
+ 3

8
+ 4

16
+ 5

32
+ 6

64
+ 7

128
+ . . .

Zlomky na pravé straně nejsou všechny v základńım tvaru (tj. zkrácené) pro lepš́ı názornost.

Kolik je to konkrétně neprozrad́ıme, aby zájemci, kteř́ı si chtěli výše uvedenou rovnost zkusit

ověřit, nehartusili, že jsem jim prozradil výsledek. Na druhou stranu, pokud by to tak někdo

bral, tak by se možná mohl trochu zamyslet, nebot’ přinejmenš́ım u prvńı řady výsledek jistě

znáte bud’ už ze středńı školy, nebo ze vtipu s nekonečnem matematik̊u na pivu, př́ıpadně

ze cvičeńı a jiných obskurńıch zdroj̊u.
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11 Taylorovy řady

• Taylorova řada je speciálńım př́ıpadem mocninné řady. V minulé části jsme si řekli, že

mocninná řada v kruhu konvergence konverguje k nějaké holomorfńı funkci. Nyńı nám však

p̊ujde o opačnou situaci, budeme mı́t na nějakém okoĺı U(z0,R) funkci, která je holomorfńı.

Pak v́ıme, že existuje právě jediná mocninná řada, pro kterou plat́ı

z ∈ U(z0,R) ∶ f(z) =
∞

∑
n=0

an(z − z0)n,

a nav́ıc v tu chv́ıli v́ıme, že pro koeficienty an plat́ı

an =
f (n)(z0)

n!
= 1

2πi
∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1

dz, γ(t) = z0 + reit, t ∈ ⟨0,2π⟩, 0 < r < R.

Takovouto mocninnou řadu označujeme jako Taylorovu řadu funkce f v bodě z0.

• Dá se ukázat, že poloměr konvergence Taylorovy řady je jednoduše vzdálenost z0 od nejbližš́ı

singularity zadané funkce f . Pokud funkce singularity nemá, pak je R =∞.

• Některé holomorfńı funkce maj́ı naprosto stejný Taylor̊uv rozvoj jako v reálném oboru.

Uved’me si několik d̊uležitých řad se středem v 0:

ez =
∞

∑
n=0

zn

n!
, cos z =

∞

∑
n=0

(−1)nz2n
(2n)! , sin z =

∞

∑
n=0

(−1)nz2n+1
(2n + 1)!

Pozn.: Stejné předpisy plat́ı i v reálném oboru. A právě z nich lze dokázat, proč vlastně

plat́ı eiφ = cosφ + i sinφ (viz dř́ıve Poznámka k exponenciálńımu tvaru komplexńıch č́ısel).

Pokud si uvědomı́me, že cos obsahuje pouze sudé členy a sin pouze liché, v obou př́ıpadech

se stř́ıdaj́ı znaménka, a za z do Taylorova rozvoje dosad́ıme iφ, dostaneme

eiφ = 1 + iφ + (iφ)
2

2!
+ (iφ)

3

3!
+ (iφ)

4

4!
+ (iφ)

5

5!
+ (iφ)

6

6!
+ . . .

= 1 + iφ − φ
2

2!
− iφ

3

3!
+ φ

4

4!
+ iφ

5

5!
− φ

6

6!
+ . . .

= (1 − φ
2

2!
+ φ

4

4!
− φ

6

6!
+ . . .) + i(φ − φ

3

3!
+ φ

5

5!
− φ

7

7!
+ . . .)

= cosφ + i sinφ.

• Ačkoliv koeficienty Taylorovy řady se daj́ı poč́ıtat derivováńım (potažmo integrováńım), je

často obt́ıžné takto určit obecný koeficient an. Při určováńı Taylorovy řady budeme často

použ́ıvat trik s geometrickou řadou, tj. pokuśıme se ve jmenovateli vyrobit 1−
”
něco se z−z0“
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tak, aby to
”
něco“ bylo v absolutńı hodnotě menš́ı než 1 a tedy se jednalo o kvocient geo-

metrické řady.

Př́ıklad: Nalezněte Taylor̊uv rozvoj funkce f(z) = 1
4−z v bodě z0 = 0.

Nejprve urč́ıme, na jakém okoĺı bodu z0 je zadaná funkce holomorfńı. Singularita je zjevně

v bodě 4, takže funkce je holomorfńı na U(0,4). Nyńı upravme funkci tak, jak je naznačeno

výše:

1

4 − z =
1

4 (1 − z
4
)
= 1

4
⋅ 1

1 − z
4

,

jelikož na U(0,4) plat́ı, že ∣ z4 ∣ < 1, lze druhý zlomek interpretovat jako součet geometrické

řady s kvocientem z
4 , s využit́ım čehož po pár úpravách dostaneme finálńı Taylorovu řadu:

1

4
⋅ 1

1 − z
4

= 1

4

∞

∑
n=0

(z
4
)
n

=
∞

∑
n=0

zn

4n+1
.

• Ne vždy to jde však takto př́ımo. Krom toho, že si občas je třeba přičteńım a odečteńım vy-

robit z−z0, tak předevš́ım nemuśıme mı́t zlomek ve tvaru, kdy můžeme tyto čachry provádět

- někdy je třeba nejprve složitěǰśı zlomek rozložit na parciálńı zlomky:

Př́ıklad Nalezněte Taylor̊uv rozvoj funkce f(z) = − 2
z2−4z+3

v bodě z0 = −1.

Jelikož plat́ı z2−4z+3 = (z−1)(z−3), vid́ıme, že nejbližš́ı singularita je od bodu −1 vzdálena

o 2, náš obor konvergence je tedy U(−1,2). Jak již bylo naznačeno, zlomek potřebujeme

rozložit:

− 2

(z − 1)(z − 3) =
A

z − 1 +
B

z − 3

−2 = A(z − 3) +B(z − 1)

z = 1 ∶ −2 = A(1 − 3) ⇒ A = 1

z = 3 ∶ −2 = B(3 − 1) ⇒ B = −1

4

z2 − 4z + 3 =
1

z − 1 −
1

z − 3 .
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Pod́ıvejme se na prvńı zlomek, připomeňme, že potřebujeme do pozice kvocientu nějak

dostat z − z0, v našem př́ıpadě z + 1:

1

z − 1 = −
1

1 − z = −
1

1 − (z + 1 − 1) = −
1

2 − (z + 1) = −
1

2 (1 − z+1
2
)
= −1

2

∞

∑
n=0

(z + 1
2
)
n

.

A druhý zlomek podobně:

− 1

z − 3 =
1

3 − z =
1

4 − (z + 1) =
1

4 (1 − z+1
4
)
= 1

4

∞

∑
n=0

(z + 1
4
)
n

,

takže

f(z) = −1
2

∞

∑
n=0

(z + 1
2
)
n

+ 1

4

∞

∑
n=0

(z + 1
4
)
n

= −
∞

∑
n=0

(z + 1)n
2n+1

+
∞

∑
n=0

(z + 1)n
4n+1

=

=
∞

∑
n=0

1 − 2n+1
4n+1

(z + 1)n .

• Taylorovy řady maj́ı obrovský význam v teorii, některé jejich aplikace můžete nalézt ve

skriptech, jmenujme za všechny jednu - základńı větu algebry, tj. větu, která nám ř́ıká, že

každý polynom stupně n má spolu s násobnost́ı právě n komplexńıch kořen̊u. Daľśımi apli-

kacemi Taylorových řad jsou pak předevš́ım aproximace funkćı a studium chyb aproximaćı,

možnost přibližného výpočtu integrál̊u, implementace základńıch funkćı na čipech a daľśı.
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12 Laurentovy řady, klasifikace singularit

• Laurentovou řadou funkce f se středem z0 rozumı́me nekonečnou řadu

∞

∑
n=−∞

an(z − z0)n,

a koeficienty an se pro
”
vhodnou“ uzavřenou křivku γ spoč́ıtaj́ı jako

an =
1

2πi
∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1

dz.

Možná si ted’ ř́ıkáte, že máte déjà vu, vždyt’ je to to samé jako Taylorovy řady! No, ne

tak docela. Předevš́ım, sumačńı index neběhá jen od 0, ale od −∞. K čemu je to dobré? U

Taylorovy řady jsme mohli holomorfńı funkci aproximovat jen na kruhu konvergence, dál se

j́ıt nedalo. Rozš́ı̌reńı, které nám poskytuje Laurent̊uv rozvoj, nám umožńı funkci aproximovat

sice jen tam, kde je holomorfńı, ale i za prvńım problémovým bodem. Pak se ovšem nebude

hledat rozvoj na kruhu, ale na mezikruž́ı. Toto si vysvětleme trošku podrobněji:

• Regulárńı část́ı Laurentovy řady rozumı́me pouze jej́ı mocninnou část, tedy

∞

∑
n=0

an(z − z0)n.

Zbývaj́ıćı členy sumy, tj. řadu

−1

∑
n=−∞

an(z − z0)n =
∞

∑
n=1

a−n
(z − z0)n

nazýváme hlavńı část́ı Laurentovy řady.

• Je jasné, že regulárńı část má sv̊uj obor konvergence s nějakým poloměrem R, je to mocninná

řada. Symbolicky je tento obor U(z0,R). Hlavńı část je jakoby ”
převrácená“ mocninná řada

∑∞n=1 a−n(z − z0)n, která má dejme tomu poloměr konvergence ρ.

Je také jasné, že když převrácená hlavńı část má poloměr konvergence ρ a tedy konverguje

všude, kde je ∣z−z0∣ < ρ, tak sama hlavńı část bude konvergovat tam, kde ∣z−z0∣ > 1
ρ

ozn.= r32,

to jest konverguje všude mimo množinu U(z0, r), symbolicky C∖U(z0, r). T́ım pruhem nad

se mysĺı uzávěr, tj. množina i se svou hranićı.

Aby konvergovala řada jako celek, muśı konvergovat obě jej́ı části, celkově tak řada konver-

guje pouze tam, kde konverguj́ı obě naráz, tedy na pr̊uniku množin U(z0,R) a C∖U(z0, r).

Jinýmy slovy, Laurentova řada tedy konverguje tam, kde plat́ı ∣z −z0∣ > r a zároveň

∣z − z0∣ < R, což je pro r < R právě mezikruž́ı. Pro r = R je to kružnice (tedy pouze

křivka), a u té o konvergenci stejně nic moc nev́ıme. No a pro r > R řada nekonverguje

nikde, zkrátka proto, že pr̊unik množin U(z0,R) a C ∖ U(z0, r) je prázdný.

32Kdyby tohle nebylo jasné, tak si to uvědomte na konkrétńım př́ıkladě: x < 5 ⇒ 1
x
> 1

5
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• Mezikruž́ı se středem v bodě z0, vnitřńım poloměrem r a vněǰśım poloměrem R budeme

značit P (z0, r,R). Plat́ı

P (z0, r,R) = U(z0,R) ∩ (C ∖ U(z0, r)) = {z ∈ C ∶ r < ∣z − z0∣ < R}.

(a) Mezikruž́ı P (1,1,2) (b) Mezikruž́ı P (1 + i,3,5)

Do mezikruž́ı s nulovým vnitřńım poloměrem, tj. P (z0,0,R), se nepoč́ıtá samotný střed

z0. Na rozd́ıl od Taylorova rozvoje lze sestavit Laurentovu řadu dokonce se středem

př́ımo v singularitě.

• Máme-li tedy určit Laurent̊uv rozvoj funkce f , muśıme nejprve vědět, na jakém mezikruž́ı

ho chceme dělat, na r̊uzných oborech konvergence totiž logicky dostaneme r̊uzné Laurentovy

rozvoje. Většinou bude mı́t zadaná funkce singularity dané děleńım nulou. A u Taylorovy

řady jsme si řekli, že oborem konvergence je zkrátka kruh od středu po nejbližśı singularitu. U

Laurentových řad můžeme j́ıt dál, daľśım oborem konvergence je totiž mezikruž́ı od nejbližš́ı

po druhou nejbližš́ı singularitu, daľśım bude mezikruž́ı mezi daľśımi singularitami, a tak dále,

až po nekonečné mezikruž́ı od nejvzdáleněǰśı singularity do nekonečna. Symbolicky: Má-li

funkce f singularity z1, . . . , zn (seřazené od nejbližš́ı po nejvzdáleněǰśı), pak za předpokladu,

že žádné dvě singularity nejsou od z0 stejně daleko je všech možných obor̊u konvergence n+1
a jsou to

P (z0,0, ∣z1 − z0∣), P (z0, ∣z1 − z0∣, ∣z2 − z0∣), . . . , P (z0, ∣zn−1 − z0∣, ∣zn − z0∣), P (z0, ∣zn − z0∣,∞).

Např. máme-li funkci f(z) = 1
(z−2)(z−5) , tak vid́ıme, že singularity jsou 2 a 5. Budeme-li

cht́ıt udělat Laurent̊uv rozvoj této funkce se středem z0 = 0, tak je to možné provést na

mezikruž́ıch P (0,0,2), P (0,2,5) a P (0,5,∞).
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Pozn.: Hned prvńı mezikruž́ı P (z0,0, ∣z1 − z0∣) lze v podstatě, až na samotný bod z0,

ztotožnit s U(z0, ∣z1−z0∣). Hledáme-li Laurent̊uv rozvoj na tomto
”
nejvnitřněǰśım“ mezikruž́ı

a zároveň z0 neńı singularitou určitého typu (k tomu později), měli bychom dostat př́ımo

Taylor̊uv rozvoj. Ostatně Laurentovu řadu budeme sestavovat naprosto stejným zp̊usobem,

jako jsme sestavovali Taylorovu, až na jednu maličkost, na kterou bude třeba si dávat pozor:

• Př́ıklad: Nalezněme Laurent̊uv rozvoj funkce f(z) = 1
z−5 na všech mezikruž́ıch se středem

v bodě z0 = 2, na nichž je f holomorfńı.

Nejprve si urč́ıme tato mezikruž́ı. Vid́ıme, že singularitu máme jedinou, a to v bodě 5,

kterýžto je od zadaného středu vzdálen o 3. Myslitelná mezikruž́ı jsou tedy dvě, a to

P (2,0,3) a P (2,3,∞).

(a) P (2,0,3):

1

z − 5 =
1

(z − 2) − 3 = −
1

3
⋅ 1

1 − ( z−23 )
= −1

3

∞

∑
n=0

(z − 2
3
)
n

=
∞

∑
n=0

−(z − 2)
n

3n+1
.

Jak vidno, na prvńım mezikruž́ı jsme dostali skutečně pouhý Taylor̊uv rozvoj. Změny přijdou

až s druhým mezikruž́ım:

(b) P (2,3,∞):

1

z − 5 =
1

(z − 2) − 3

Začátek je stejný, potřebujeme si vyrobit z mı́nus střed. Nicméně, ted’ nebudeme vytýkat

-3, ale naopak (z − 2). Proč? Aby vzniklý člen měl velikost menš́ı než 1 a tud́ıž aby bylo lze

pak zlomek přepsat pomoćı geometrické řady. T́ım, že jsme na P (2,3,∞), tak bychom při

vytknut́ı -3 dostali kvocient ( z−23 ), který by se nacházel na mezikruž́ı P (0,1,∞), tedy VNĚ

jednotkového kruhu, tedy by měl velikost větš́ı, než 1. Na druhou stranu, když vyrob́ıme

převrácenou hodnotu, ta bude mı́t naopak velikost menš́ı, než 1.

Pro jednoduchost si můžeme pamatovat, že pokud
”
to, co nám vyplave nav́ıc oproti (z−z0)“

(bez ohledu na znaménko) je MENŠÍ, NEŽ VNĚJŠÍ POLOMĚR MEZIKRUŽÍ, NA

NĚMŽ JSME, pak vytýkáme (z − z0), v opačném př́ıpadě můžeme vytknout č́ıslo, stejně

jako u Taylorovy řady. V našem př́ıpadě zjevně 3 <∞ a tedy vytýkáme (z − 2):

1

(z − 2) − 3 =
1

z − 2 ⋅
1

1 − ( 3
z−2
)
= 1

z − 2
∞

∑
n=0

( 3

z − 2)
n

=
∞

∑
n=0

3n

(z − 2)n+1 =
−1

∑
n=−∞

(z − 2)n
3n+1

.

Pozn.: Jak vid́ıme, na
”
nejvněǰśım“ mezikruž́ı jsme dostali pro změnu pouze hlavńı část Lau-

rentovy řady. Obě části, jak regulárńı, tak hlavńı, bychom dostali na některém z
”
prostředńıch“
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mezikruž́ı, k tomu bychom ovšem potřebovali v́ıce singularit. Z některých zlomk̊u bychom

pak vytýkali č́ıslo a z některých z mı́nus střed, podle toho, kde se nacháźıme. Viz cvičeńı.

• Pořád mluv́ıme o pojmu singularita. Formálně jsme měli na mysli izolovanou singularitu,

která se dá definovat jako takový bod z0, v němž neńı funkce f holomorfńı, ale existuje nějaké

jeho okoĺı, na němž f holomorfńı je. Nicméně, pojem singularity lze dále rozvést - jaké jsou

druhy singularit a jak se projevuj́ı?

Laurentovu řadu lze d́ıky jej́ımu zavedeńı naj́ıt i se středem př́ımo v singularitě. A právě

podle toho, co je ta singularita zač, pak výsledná LŘ vypadá.

• Mějme funkci f a jej́ı Laurentovu řadu se středem v singularitě z0. Rozlǐsujeme 3 typy

singularit:

◇ Je-li hlavńı část LŘ nulová, tj. ∀n ∈ N ∶ a−n = 0, nazveme z0 odstranitelnou

singularitou funkce f ,

◇ pokud je nenulový maximálně k-tý koeficient hlavńı části, tj. ∀n > k ∶ a−n = 0,

nazýváme z0 pólem násobnosti k funkce f ,

◇ má-li hlavńı část nekonečno nenulových koeficient̊u, pak nazýváme z0 podstatnou

singularitou funkce f .

• typy singularity lze poznat i pomoćı lim
z→z0

f(z). Pokud je výsledek konečný, je z0 odstrani-

telnou singularitou. Pokud limita neexistuje, jde o podstatnou singularitu. No a pokud je

limita nekonečno, jedná se o pól, a nav́ıc pokud lim
z→z0
(z−z0)kf(z) je konečná a NENULOVÁ,

je to pól násobnosti k.

• Většina singularit, na které naraźıme, jsou póly. Jejich násobnost je pak daná prostě moc-

ninou, s jakou se ve funkci problémový výraz vyskytuje.

Např.: Funkce f(z) = 1
z4(z−1)2(z+1)

má tři póly: 0,1,-1 s t́ım, že 0 je 4-násobný pól, 1 je

2-násobný pól a -1 je jednoduchý pól.

• ALE POZOR! Aby to bylo takto jednoduché, muśıme mı́t funkci, kde jsou ve zlomku poly-

nomy a zlomek je v základńım tvaru.

Varovné př́ıklady:

◇ f(z) = z−1
z2−1

se dá zapsat jako f(z) = z−1
(z−1)(z+1) . Jenže z − 1 se dá zkrátit, tud́ıž máme

f(z) = 1
z+1 , a 1 tedy NENÍ jednoduchý pól, ale odstranitelná singularita (všimněme

si, že jsme ji úpravou funkce skutečně
”
odstranili“).
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◇ f(z) = sin z
z2

nemá v 0 pól násobnosti 2, ale pouze 1, protože

lim
z→0

z ⋅ sin z
z2
= lim

z→0

sin z

z
= 1.

• Př.: f(z) = e 1
z má v 0 podstatnou singularitu, nebot’ jej́ı LŘ dostaneme pomoćı Taylorovy

řady funkce ez jako

e
1
z =

∞

∑
n=0

(1
z
)n

n!
=
∞

∑
n=0

1

n!zn
=

0

∑
n=−∞

zn

(−n)! ,

takže vid́ıme, že hlavńı část má nekonečně mnoho nenulových koeficient̊u.

• Laurentovou řadou se středem v ∞ rozumı́me řadu

∞

∑
n=−∞

an
zn
.

Všimněme si, že se jedná vlastně o totéž, jako o LŘ se středem v 0, pouze budou naopak

hlavńı a regulárńı část.

Všechny ostatńı pojmy, včetně toho, zda je ∞ izolovanou singularitou, a př́ıpadně jakou, je

analogické předchoźımu výkladu. Jediný rozd́ıl je, že pokud budeme cht́ıt určovat násobnost

pólu limitou, nebudeme p̊uvodńı funkci násobit zk, ale naopak DĚLIT.

Nekonečno je singularitou funkce vždy, pokud je funkce f holomorfńı na nějakém (alespoň

nějakém, tj. libovolně malém) okoĺı ∞. Jinak řečeno, v našich př́ıkladech tomu tak bude

vždy. Důvod, proč se zabýváme řadou se středem v nekonečnu je mj. dán faktem, že př́ı̌stě

se pod́ıváme na rezidua, a v určitých př́ıpadech se nám schopnost určit povahu ∞ vzhledem

k f bude hodit.
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13 Rezidua, výpočet integrál̊u pomoćı rezidúı, zpětná Laplaceova

transformace

• Volně navážeme tam, kde jsme minule skončili - mějme funkci f , nějakou jej́ı singularitu

z0 ∈ C a Laurentovu řadu funkce f na
”
nejvnitřněǰśım“ mezikruž́ı, tedy na prstencovém

okoĺı bodu z0 o nějakém poloměru R. Symbolicky

∀z ∈ P (z0,0,R) ∶ f(z) =
∞

∑
n=−∞

an(z − z0)n.

Pak koeficient a−1 tohoto rozvoje nazýváme reziduem funkce f v bodě z0 a znač́ıme

res
z=z0

f(z).

• Pokud máme Laurentovu řadu se středem v ∞, reziduem v nekonečnu rozumı́me −a1.

• Proč reziduum? Odpovězme si na tuto otázku pro konečné z0, pro nekonečné je to analogicky.

Slovo reziduum znamená
”
zbytek“, a právě koeficient a−1 souviśı s integrálem samotné

funkce f . Proč? Pokud bychom f(z) přepsali pomoćı Laurentovy řady a řadu člen po členu

integrovali, zjistili bychom, že pro všechny členy sumy s indexem ≥ 0 bychom měli holomorfńı

integrandy a vše by se dle Cauchyho věty vynulovalo, pro indexy menš́ı než -1 by zase

integrály vyšly nulové, protože čitatele by byly konstantńı (pouze koeficienty an) a Cauchyho

vzorce by čitatele derivovaly, tedy by se opět vše vynulovalo: Z̊ustává pouze člen s indexem

-1:

∫
γ

f(z)dz = ∫
γ

∞

∑
n=−∞

an(z − z0)ndz =
∞

∑
n=0
∫
γ

an(z − z0)ndz

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 (Cauchyho věta)

+∫
γ

a−1
z − z0

dz +
∞

∑
n=2
∫
γ

a−n
(z − z0)n

dz

Cauchyho vzorce= 2πi ⋅ a−1 +
∞

∑
n=2

2πi

(n − 1)! [a−n]
(n−1)
z=z0

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0

= 2πi ⋅ a−1.

• Připomeňme si, pro konečné z0 a uzavřenou křivku γ, lež́ıćı uvnitř P (z0,0,R), plat́ı

an =
1

2πi
∫
γ

f(z)
(z − z0)n+1

dz.

Vid́ıme, že pro n = −1 dostáváme integrál pouze z f(z). Z toho můžeme učinit zaj́ımavé

pozorováńı:

res
z=z0

f(z) = a−1 =
1

2πi
∫
γ

f(z)dz ⇒ ∫
γ

f(z)dz = 2πi ⋅ res
z=z0

f(z).
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• Vid́ıme tedy, že je-li uvnitř uzavřené křivky jediná singularita, integrál funkce přes tuto

křivku je př́ımo úměrný reziduu. Pamatujete si ještě, jak jsme pomoćı Cauchyho vzorc̊u

řešili situaci, když vnitřek křivky obsahoval singularit v́ıce? Jelikož všude mimo singularity

by integrál vyšel nulový, zaj́ımaj́ı nás právě jen ony. Představili jsme si, že každou singula-

ritu obkrouž́ıme maličkou kružnićı a výsledný integrál byl součtem d́ılč́ıch integrál̊u přes tyto

pomocné kružničky. Pokud toto zkombinujeme spolu s předešlým pozorováńım o rezidúıch,

dostáváme tzv. Reziduovou větu:

Necht’ γ je jednoduchá uzavřená křivka, a f je na int γ holomorfńı, až na navzájem r̊uzné

izolované singularity z1, . . . , zn ∈ int γ. Pak plat́ı

∫
γ

f(z)dz = 2πi
n

∑
k=1

res
z=zk

f(z).

• Ukazuje se, že integrály můžeme poč́ıtat přes rezidua. Nicméně, pokud bychom k výpočtu

rezidua museli pokaždé přistoupit k sestaveńı Laurentovy řady, bylo by to absurdně zdlou-

havé. Naštěst́ı existuj́ı zp̊usoby, jak dle typu singularity spoč́ıtat reziduum rovnou:

◇ Je-li z0 KONEČNÁ odstranitelná singularita, pak res
z=z0

f(z) = 0.

◇ Je-li z0 k-násobný pól, plat́ı33

res
z=z0

f(z) = 1

(k − 1)! ⋅ limz→z0
[f(z)(z − z0)k]

(k−1)
.

◇ Je-li f v bodě z0 holomorfńı a g má v z0 jednoduchý pól, pak

res
z=z0

f(z)g(z) = f(z0) ⋅ res
z=z0

g(z).

◇ Plat́ı, že suma všech rezidúı v z1, . . . , zn a nekonečnu je nulová, tj.

res
z=∞

f(z) +
n

∑
k=1

res
z=zk

f(z) = 0.

• Př́ıklad:

1.

res
z=0

sin z

z
= 0 (protože 0 je odstranitelná singularita, viz dř́ıve)

2.

res
z=0

z − 1
z2(z + 2) =

1

(2 − 1)! limz→0
[z − 1
z + 2]

′

= lim
z→0

1 ⋅ (z + 2) − (z − 1) ⋅ 1
(z + 2)2 = 2 − (−1)

22
= 3

4
33Jinak řečeno, pro většinu pól̊u, které potkáme prostě

”
odmáznu“ problémový člen ve jmenovateli a o jedenkrát

mı́ň, než je jeho mocnina zderivuju to, co zbylo a dosad́ım z0 (a ještě poděĺım t́ım faktoriálem).
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3.

res
z=0

e
1
z = a−1, e

1
z =

−1

∑
n=−∞

zn

(−n)! ⇒ res
z=0

e
1
z = 1

(−(−1))! = 1

• Př́ıklad: Spoč́ıtejme pomoćı reziduové věty ∫γ eπz

z(z2+1)
dz, kde γ(t) = 2eit, t ∈ ⟨0,2π⟩.

Naše zadaná křivka je kružnice se středem v 0 a poloměrem 2. Vid́ıme, že integrand má 3

jednoduché póly: 0, i,−i. Jelikož tyto všechny lež́ı uvnitř dané křivky, integrál je součtem

rezidúı ve všech třech pólech:

a)

res
z=0

eπz

z(z2 + 1) = limz→0

eπz

z2 + 1 =
e0

02 + 1 = 1

b)

res
z=i

eπz

z(z2 + 1) = limz→i

eπz

z(z + i) =
eiπ

i(i + i) =
−1
−2 =

1

2

c)

res
z=−i

eπz

z(z2 + 1) = lim
z→−i

eπz

z(z − i) =
e−iπ

−i(−i − i) =
−1
−2 =

1

2

Takže označ́ıme-li si z1 = 0, z2 = i, z3 = −i, výsledný integrál je roven

∫
γ

eπz

z(z2 + 1)dz = 2πi
3

∑
k=1

res
z=zk

eπz

z(z2 + 1) = 2πi(1 +
1

2
+ 1

2
) = 4πi .

Pozn.: Možná si ted’ někteř́ı z Vás ř́ıkaj́ı, v čem nám reziduová věta pomáhá? Vždyt’ pro

póly jsou výpočty rezidúı stejně de facto jen převlečené Cauchyho vzorce, ne? V jistém

smyslu samozřejmě ano. Jenže když si pozorně přečtete, co se právě řeklo, máte v tom

částečně schovanou odpověd’: Tohle lze ř́ıct jen u pól̊u. A to ještě nav́ıc pouze u pól̊u

polynomiálńıho charakteru! Funkce z
sin2 z

má v bodě z = 0 jednoduchý pól, stejně tak funkce
1

e−z2−1
má v bodě z = 0 dvojnásobný pól. Ani jednu z nich bychom však př́ımým užit́ım Cau-

chyho vzorc̊u nezintegrovali, jednoduše proto, že ze sin2 z, ani e−z
2 − 1 polynom neuděláme.

A co teprve, kdybychom chtěli integrovat funkci s podstatnou singularitou? Tam všude si

rezidua porad́ı, ale Cauchyho vzorce ne. Nav́ıc se rezidua daj́ı už́ıt při výpočtu speciálńıch

typ̊u reálných integrál̊u, viz skripta.

• Pomoćı rezidúı se dá nav́ıc spoč́ıtat zpětná Laplaceova transformace.34 A neńı se co divit,

vždyt’ je definována tzv. Mellinovou formuĺı pomoćı komplexńıho integrálu:

L−1{F}(t) = 1

2πi
lim
φ→∞

A+iφ

∫
A−iφ

F (s)estds.

34Pro připomenut́ı parciálńıch zlomk̊u viz př́ıslušný úsek v př́ıloze.
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Křivka, přes kterou se zde integruje je v zásadě př́ımka Re s = A. Otázkou je, jaké je A?

Je to libovolné č́ıslo
”
vlevo“ od indexu r̊ustu p̊uvodńı funkce. Jelikož singularity Laplaceova

obrazu s1, . . . , sn se nalézaj́ı tamtéž, dostáváme z reziduové věty,35 že

y(t) = L−1{Y }(t) =
n

∑
k=1

res
s=sk

Y (s)est.

Podstatné je, že u Laplace se ned́ıváme na to, co je
”
uvnitř“, bereme automaticky sumu

rezidúı přes všechny singularity, vyjma ∞.

Pozn.: Někoho by mohlo napadnout mı́sto toho poč́ıtat pouze záporné reziduum v∞, jelikož

v́ıme, že součet všech rezidúı i s t́ım v ∞ je roven 0. Nápad je to pěkný a zdál by se možná

na prvńı pohled méně pracný, nicméně vzhledem k tomu, že ∞ je prakticky bez výjimky

podstatnou singularitou výrazu F (s)est, proměnil by se tento postup v neředěné peklo.

• Př́ıklad: Spoč́ıtejme pomoćı rezidúı zpětnou Laplaceovu transformaci obrazu

Y (s) = 2 + s + s3
s2(s + 2)(s + 5) .

Vid́ıme, že máme 3 singularity: Dvojnásobný pól v 0 a jednoduché póly v −2 a −5:

a)

res
s=0

2 + s + s3
s2(s + 2)(s + 5)e

st = 1

1!
lim
s→0
[ 2 + s + s3
(s + 2)(s + 5)e

st]
′

=

= lim
s→0
((1 + 3s

2)(s + 2)(s + 5) − (2 + s + s3)(2s + 7)
(s + 2)2(s + 5)2 est + 2 + s + s3

s2(s + 2)(s + 5) te
st) =

= 1 ⋅ 2 ⋅ 5 − 2 ⋅ 7
22 ⋅ 52 e0 + 2

2 ⋅ 5 t ⋅ e
0 = − 1

25
+ 1

5
t

b)

res
s=−2

2 + s + s3
s2(s + 2)(s + 5)e

st = lim
s→−2

2 + s + s3
s2(s + 5) e

st = 2 − 2 + (−2)3
(−2)2 ⋅ 3 e−2t = −2

3
e−2t

c)

res
s=−5

2 + s + s3
s2(s + 2)(s + 5)e

st = lim
s→−5

2 + s + s3
s2(s + 2) e

st = 2 − 5 + (−5)3
(−5)2 ⋅ (−3) e

−5t = 128

75
e−5t

Součtem tak dostáváme p̊uvodńı funkci:

y(t) = L−1{Y (s)}(t) =
3

∑
k=1

res
s=sk

2 + s + s3
s2(s + 2)(s + 5)e

st = − 1

25
+ 1

5
t − 2

3
e−2t + 125

78
e−5t .

Jen pro úplnost, uvedený Laplace̊uv obraz a následné řešeńı bychom dostali, kdybychom

Laplaceovou transformaćı řešili diferenciálńı rovnici

y′′ + 7y′ + 10y = 2t + 1, y(0) = 1, y′(0) = −7.

35Př́ımku lze vágně vzato intuitivně chápat jako nekonečnou uzavřenou křivku.
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A Laplaceova transformace

Jelikož na cvičeńıch neńı pořádně prostor probrat Laplaceovu transformaci, nicméně se z ńı dělá

projekt a prakticky vždy se vyskytuje u zkoušky, připadalo mi vhodné v př́ıloze alespoň krátce o

tématu pojednat. V bodech, tak jako bylo zvykem u ostatńıch témat. Nijak zvlášt’ do hloubky se

nep̊ujde, jde čistě o přehled základńıch metod výpočtu, s d̊urazem na řešeńı diferenciálńıch rovnic,

které jsou právě předmětem projektu i zkouškového př́ıkladu. Plus možná jednu či dvě zaj́ımavosti

a jiné př́ıstupy pro zájemce, čemuž bude věnován samostatný úsek, tak aby jej mohli
”
nezájemci“

s klidem vynechat. Např. ve chv́ıli, kdy budou v panice den před odevzdáváńım projektu zjǐst’ovat,

co s t́ım.

A.1 Věci vesměs k projektu nepostradatelné

• Ještě než se pust́ıme do samotné Laplaceovy transformace, pod́ıvejme se bĺıže na tzv. Hea-

visideovu funkci. Znač́ıme ji η a jedná se v podstatě o jednotkovou funkci, která je nulová

pro t < 0:

Obrázek 30: Heavisideova funkce

Pokud bychom chtěli tu samou funkci s t́ım rozd́ılem, že nulová bude obecněji pro t < a,
doćıĺıme stejného efektu pomoćı η(t−a). Použ́ıvá se předevš́ım pro konstrukci funkćı, které

se chovaj́ı
”
jako obvykle“, ale zač́ınaj́ı až v určitém bodě. Např́ıklad pokud bychom chtěli

źıskat funkci, která vypadá jako sinus, ale
”
zač́ıná“ až v č́ısle 2 a do té doby je nulová, bylo

by to η(t − 2) sin(t − 2):36

36Posunut́ı v argumentu muśı samozřejmě být i v sinu, jinak bychom pouze z klasického sinu
”
uř́ızli“ všechno, co

je před č́ıslem 2.
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Obrázek 31: Graf funkce η(t − 2) sin(t − 2)

• Laplaceova transformace funkce f se obvykle znač́ı L{f(t)} a je definována vztahem

L{f(t)} (s) ozn.= F (s) =
∞

∫
0

e−stf(t)dt.

Jak vid́ıme, výsledkem Laplaceovy transformace (dále už pouze LT) je opět nějaká funkce,

tentokrát v transformované proměnné s! Této funkci F (s) se většinou ř́ıká Laplace̊uv

obraz funkce f .

• Pozn.:
”
Laplaceovská“ proměnná samozřejmě nemuśı být vyloženě s, jde jen o označeńı,

může to být klidně p,u, � nebo jak chcete.

• Př́ımo z definice se dá odvodit spoustu vlastnost́ı LT, stejně jako obraz̊u některých základńıch

funkćı. Tabulku s těmito základńımi vzorci máte na stránkách doc. Lamparta, př́ıpadně

v jeho textu na straně 83. Omlouvám se, ale nechce se mi dělat vlastńı tabulku a vypisovat

všechna pravidla, nicméně to nejd̊uležitěǰśı, co budeme potřebovat sem přece jen vyṕı̌su a

rozebereme si to.

• Vlastnosti LT a základńı vzorce, které použijete asi nejčastěji jsou následuj́ıćı:

– Linearita: Jestliže f, g jsou funkce a α,β nějaké konstanty, pak L{αf(t) + βg(t)} =
αF (s) + βG(s). Zkrátka obraz součtu je součet obraz̊u, násobeńı konstantou můžeme

vytknout (plyne triviálně z definice, integrál je lineárńı).

– Posun: L{eαtf(t)} (s) = F (s − α) a naopak, L{η(t − α)f(t − α)} = e−αsF (s). LT

předpokládá f = 0 pro t < 0, proto ta Heavisideova funkce při zpětném posunu.

– Obraz derivace: Mějme n-krát diferencovatelnou funkci f , přičemž známe hodnotu v

nule j́ı i všech jej́ıch derivaci až do (n − 1)-ńı. Pak plat́ı

L{f (n)(t)} (s) = snF (s) − sn−1f(0) − sn−2f ′(0) − . . . − sf (n−2)(0) − f (n−1)(0).

Pro koho by to bylo př́ılǐs matoućı, tak speciálně budete potřebovat předevš́ım:

∗ L{f ′} (s) = sF (s) − f(0),
∗ L{f ′′} (s) = s2F (s) − sf(0) − f ′(0).
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– Základńı obrazy:

∗ L{1} = 1
s ,

∗ L{tn} = n!
sn+1

,

∗ L{eαt} = 1
s−α ,

∗ L{sin(αt)} = α
s2+α2 , L{cos(αt)} = s

s2+α2 .

• Zpětnou Laplaceovu transformaci znač́ıme L−1. O jej́ım výpočtu pomoćı rezidúı už

jsme si řekli v př́ıslušném odd́ıle, druhá možnost pro ty, kterým nesed́ı rezidua, je rozklad

na parciálńı zlomky, který si stručně připomeneme:

Mějme zlomek
P (x)
Q(x) , kde P,Q jsou polynomy a Q má výšš́ı stupeň, než P (což se u nás bude

d́ıt vždy). Dále uvažme, že polynom Q rozlož́ıme na součin závorek, např́ıklad x2 − x − 2 =
(x + 1)(x − 2) apod. Zároveň nezapomı́nejme, že některé členy dále rozložit na závorky

nelze, např x2+1, takže to neznamená, že všechny činitele budou nutně obsahovat jen prvńı

mocninu x. Každopádně, p̊uvodńı zlomek lze pak rozštěpit na d́ılč́ı parciálńı zlomky, které

maj́ı ve jmenovateli pouze jednu ze závorek. Např.:

1

x2 − x − 2 =
1

(x + 1)(x − 2) =
A

x + 1 +
B

x − 2 ,

jak se urč́ı konstanty A,B si pov́ıme za chv́ıli, ale stručně řečeno - prakticky jakkoliv libo.

Je třeba dávat si pozor na dvě situace:

– Pokud jeden ze člen̊u obsahuje kvadratický polynom, neńı v čitateli konstanta, ale

neznámý lineárńı polynom. Tj. např.

1

(x2 + 1)(x + 4) =
Ax +B
x2 + 1 +

C

x + 4 .

Daľśı věc, neplést do toho člen x2, to je totiž jen dvakrát zastoupený člen x, myšleno

(x − 0)2. To je zase jiná situace, na niž je třeba dát si pozor,

– a to je zastoupeńı závorky s vyšš́ı, než prvńı mocninou. Pak muśı mezi parciálńımi

zlomky být zastoupeny také všechny mocniny nižš́ı. Např.:

1

(x − 2)3(x + 5) =
A

x − 2 +
B

(x − 2)2 +
C

(x − 2)3 +
D

x + 5 .

A ted’ už se na př́ıkladě pod́ıvejme, jak ty konstanty nalézt:

Př.: Rozložte na parciálńı zlomky 3x2+4x−6
x3+5x2+6x

.
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Jmenovatel má vyšš́ı stupeň, než čitatel, z tohoto pohledu v pořádku. Nyńı muśıme jmeno-

vatel rozložit na součin závorek:

x3 + 5x2 + 6x = x(x2 + 5x + 6) = x(x + 2)(x + 3),

takže jsme zjistili, že

3x2 + 4x − 6
x3 + 5x2 + 6x =

3x2 + 4x − 6
x(x + 2)(x + 3) =

A

x
+ B

x + 2 +
C

x + 3 .

Zbývá určit konstanty A,B,C. Nejjednodušš́ı možný př́ıstup je zbavit se zlomk̊u, tj. rovnost

přenásobit a poté dosazovat jednotlivé kořeny:

3x2 + 4x − 6
x(x + 2)(x + 3) =

A

x
+ B

x + 2 +
C

x + 3

⇓

3x2 + 4x − 6 = A(x + 2)(x + 3) +Bx(x + 3) +Cx(x + 2)

x = 0 ∶ 3 ⋅ 02 + 4 ⋅ 0 − 6 = A(0 + 2)(0 + 3) +B ⋅ 0 ⋅ (0 + 3) +C ⋅ 0 ⋅ (0 + 2)
−6 = 6A ⇒ A = −1

x = −2 ∶ 12 − 8 − 6 = B(−2)(−2 + 3) ⇒ B = 1
x = −3 ∶ 27 − 12 − 6 = C(−3)(−3 + 2) ⇒ C = 3,

Takže jsme zjistili, že
3x2 + 4x − 6
x3 + 5x2 + 6x = −

1

x
+ 1

x + 2 +
3

x + 3 .

Př.: Roložte na parciálńı zlomky 7x+11
(x+2)2(x−1)

.

V situaćıch, na které jsme ř́ıkali, že je třeba si dávat pozor, jen se samotným dosazováńım

nevystač́ıme a muśıme použ́ıt jiný trik. Většinou je vhodné použ́ıt princip
”
stejných mocnin

muśı být na obou stranách stejně“. Nicméně zač́ıt můžeme jak to známe, hledáme konstanty

A,B,C tak, že
7x + 11

(x + 2)2(x − 1) =
A

x + 2 +
B

(x + 2)2 +
C

x − 1 ,

⇓

7x + 11 = A(x + 2)(x − 1) +B(x − 1) +C(x + 2)2

x = −2 ∶ −14 + 11 = B(−2 − 1) ⇒ B = 1
x = 1 ∶ 7 + 11 = C(1 + 2)2 ⇒ C = 2,
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jenže daľśı kořen, který bychom mohli dosadit, už nemáme. Právě ted’ si pro nalezeńı kon-

stanty A pomůžeme porovnáńım mocnin na obou stranách. Bez dosazováńı za x, zato

můžeme dosadit už známé konstanty B a C:

7x + 11 = A(x + 2)(x − 1) + 1 ⋅ (x − 1) + 2 ⋅ (x + 2)2

0 ⋅ x2 + 7x + 11 = x2(A + 2) + x(A + 9) + (−2A + 7)

Můžeme použ́ıt kteroukoliv mocninu pro srovnáńı, ale kupř́ıkladu vid́ıme, že vlevo je

”
0-krát“ zastoupeno x2, takže jelikož vpravo je (A+2)-krát, tak muśı platit A+2 = 0, odtud
A = −2.

• Jednou z hlavńıch aplikaćı LT je řešeńı Cauchyových úloh, tj. diferenciálńıch rovnic s

danou počátečńı podmı́nkou. Diferenciálńı rovnice je rovnice, v ńıž se hledá neznámá funkce

(třeba y) a v rovnici samotné vystupuj́ı i jej́ı derivace. Např. Rovnice y′′ = f(x) může mimo

spousty jiných věćı odpov́ıdat rovnici pr̊uhybu struny se zat́ıžeńım v podobě funkce f .

• Výhodou LT je, že zadanou diferenciálńı rovnici převede na rovnici algebraickou. Jednotlivé

kroky jsou následuj́ıćı:

– Na celou diferenciálńı rovnici použijeme LT, využijeme pravidel o linearitě a LT deri-

vované funkce,

– Vzniká nám algebraická rovnice, kde mı́sto neznámé funkce y(x) hledáme jej́ı neznámý

obraz Y (s),

– rovnici uprav́ıme do podoby Y (s) =
”
pravá strana“ a zpětnou LT źıskáme hledanou

funkci y(x).

• Než se však pust́ıme t́ımto postupem do řešeńı zadané Cauchyovy úlohy pomoćı LT, měli

bychom formálně ověřit, že LT pravé strany má smysl. Podobně jako u Fourierových

řad, kde se ověřuj́ı Dirichletovy podmı́nky, popř. kvadratická integrovatelnost, i LT má na

transformovanou funkci požadavek. Aby LT dané funkce existovala, muśı platit

(∃M > 0, σ ∈ R)(∀x ≥ 0) ∶ ∣f(x)∣ ≤Meσx.

Slovy: Pro danou funkci f existuje kladnéM a nějaké σ takové, že zadaná funkce je na celém

intervalu ⟨0,∞) menš́ı, než funkce Meσx. Této vlastnosti se ř́ıká omezený r̊ust. Když je

funkce moc rychle rostoućı (např́ıklad tzv. Gamma funkce), neexistuje jej́ı LT. Samozřejmě,

ve Vašich projektech budou všechny funkce na pravé straně zadané rovnice mı́t omezený

r̊ust, ale je třeba jej alespoň formálně v každém př́ıkladu ověřit. Jak mám volit M a σ?

Pokud napravo neńı exponenciála, stač́ı vźıt σ = 1 (funkce ex roste rychleji než jakákoliv

elementárńı funkce), a aby vše sedělo, vźıt M jako ∣f(0)∣, pokud f(0) neńı 0, jinak si můžu
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M klidně zvolit jako
”
bambilion“, je to jedno (v projektu se po Vás rozhodně nechce to M

určovat optimálně jako co nejlepš́ı odhad, stač́ı prostě
”
nějaké“). To aby se mi nestalo, že

pro malá x bych chvilku měl pravou stranu větš́ı než exponenciálu.

Např. funkce f(x) = 10000x2 je od určitého x vždy menš́ı, než ex (konkrétně od x ≈ 14,568),
ale na velké části x před touto meźı je větš́ı. To M proto muśım přihodit pro přeškálováńı.

Je pravda, že mı́t f(x) = 1000x123, už bych to M musel vźıt pro jistotu jako 123!, aby mi

stačilo σ = 1, ale vždycky to jde. A ve vašich projektech nic tak š́ıleného nepotkáte.

Pokud by na pravé straně byla př́ımo exponenciála, tj. nějaká funkce f(x) = a ⋅ ebx, stač́ı
vźıt př́ımo M = a, σ = b.

• Př.: Řešte pomoćı LT Cauchyovu úlohu y′′ + 3y′ − 4y = e−5x, y(0) = y′(0) = 0.

U tohoto a př́ı̌st́ıho př́ıkladu ještě pro úplnost uvedu ověřeńı omezeného r̊ustu pravé strany.

Jak vid́ım, napravo mám e−5x, stač́ı tedy zvolit M = 1 a σ = −5, je totiž jasné, že plat́ı

e−5x ≤ 1 ⋅ e−5x.

Takže formálně v pořádku, můžu př́ıklad řešit, má to smysl. Jak máme o něco výše uvedeno

v obecném postupu, nejprve na celou rovnici užijeme LT. Pro přehlednost můžeme každý

sč́ıtanec udělat zvlášt’:

L{y′′} = s2Y (s) − sy(0) − y′(0) = s2Y (s) − s ⋅ 0 − 0 = s2Y (s)
L{3y′} = 3(sY (s) − y(0)) = 3sY (s) − 3 ⋅ 0 = 3sY (s)
L{−4y} = −4Y (s)
L{e−5x} tabulky= 1

s+5

Všimněme si, že pokud bychom neměli počátečńı podmı́nky zadány v 0, nemohli bychom

použit pravidlo pro LT derivované funkce. Tomuto př́ıpadu bude věnován př́ıklad později.

Nicméně, nyńı tedy stač́ı dosadit zjǐstěné obrazy do rovnice a upravit:

s2Y (s) + 3sY (s) − 4Y (s) = 1
s+5

Y (s) ⋅ (s2 + 3s − 4) = 1
s+5

Y (s) = 1
(s+5)(s2+3s−4)

K nalezeńı funkce y(x) zbývá použ́ıt zpětnou LT. K tomu bude potřeba zlomek napravo
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rozložit na parciálńı zlomky (nebo použ́ıt rezidua, co je komu bližš́ı):

1

(s + 5)(s2 + 3s − 4) =
1

(s + 5)(s + 4)(s − 1) =
A

s + 5 +
B

s + 4 +
C

s − 1

⇓

1 = A(s + 4)(s − 1) +B(s + 5)(s − 1) +C(s + 5)(s + 4)

s = −5 ∶ 1 = A(−5 + 4)(−5 − 1) ⇒ A = 1
6

s = −4 ∶ 1 = B(−4 + 5)(−4 − 1) ⇒ B = −1
5

s = 1 ∶ 1 = C(1 + 5)(1 + 4) ⇒ C = 1
30 ,

č́ımž dostáváme

Y (s) = 1

6
⋅ 1

s + 5 −
1

5
⋅ 1

s + 4 +
1

30
⋅ 1

s − 1
a konečně, provedeńım zpětné LT pomoćı tabulek

y(x) = 1

6
e−5x − 1

5
e−4x + 1

30
ex .

Právě jsme úspěšně vyřešili zadanou diferenciálńı rovnici pomoćı LT. Pro kontrolu můžeme

zkusit spoč́ıtat zpětnou LT druhým zp̊usobem, který známe, a to pomoćı rezidúı - pokud

nikde nebyla a nebude chyba, měli bychom samozřejmě dostat stejný výsledek:

y(x) =
počet singularit Y (s)

∑
k=1

res
s=sk

Y (s)esx =
3

∑
k=1

res
s=sk

1

(s + 5)(s + 4)(s − 1)e
sx

res
s=−5

1
(s+5)(s+4)(s−1)e

sx = 1
(−5+4)(−5−1)e

−5x = 1
6e
−5x,

res
s=−4

1
(s+5)(s+4)(s−1)e

sx = 1
(−4+5)(−4−1)e

−4x = −1
5e
−4x,

res
s=1

1
(s+5)(s+4)(s−1)e

sx = 1
(1+5)(1+4)e

x = 1
30e

x

⇓

y(x) = 1

6
e−5x − 1

5
e−4x + 1

30
ex .

• Př.: Řešte pomoćı LT Cauchyovu úlohu y′′ + y′ − 6y = 13x, y(0) = y′(0) = 1.

Napravo mám 13x, jelikož to neńı exponenciála, voĺım σ = 1 a M , když si nejsem jistý, jak

jej zvolit
”
rozumně“, klidně nastřeĺım třeba jako M = 1000. Pořád je to konečné č́ıslo, to mi

stač́ı. A asi neńı těžké si rozmyslet (nebo ověřit pomoćı grafu), že pro každé x ≥ 0 plat́ı

13x ≤ 1000ex.
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Budeme postupovat stejně jako v předchoźım př́ıkladě. Jediný hmatatelný rozd́ıl je, že

zadané počátečńı podmı́nky nejsou nulové, což se samozřejmě projev́ı:

L{y′′} = s2Y (s) − sy(0) − y′(0) = s2Y (s) − s ⋅ 1 − 1 = s2Y (s) − s − 1
L{y′} = sY (s) − y(0) = sY (s) − 1 = sY (s) − 1
L{−6y} = −6Y (s)
L{13x} tabulky= 13

s2

Opět, dosad́ıme nalezené obrazy do zadané rovnice:

s2Y (s) − s − 1 + sY (s) − 1 − 6Y (s) = 13
s2

Členy bez Y(s) muśım převést vpravo!

s2Y (s) + sY (s) − 6Y (s) = 13
s2
+ s + 2

Y (s)(s2 + s − 6) = 13+s3+2s2

s2

Y (s) = 13+s3+2s2

s2(s2+s−6)

Máme vyjádřeno Y (s), stač́ı naj́ıt zpětnou LT pravé strany.

Pozn.: Hledat parciálńı zlomky v tomto př́ıpadě by bylo lehce nehezké (já to tady udělám

ručně), což je v zadáńıch projekt̊u poměrně častým fenoménem. PROTO V PROJEK-

TECH NA PARCIÁLNÍ ZLOMKY KLIDNĚ POUŽIJTE (ONLINE) SOFT-

WARE! Např. Symbolab nebo WolframAlpha. Kdo bude poč́ıtat rezidua, nutno upozornit,

že kv̊uli s2 ve jmenovateli bude minimálně jedno reziduum také ne zcela ĺıbezné, co se

výpočtu týče.

Zpátky k výpočtu:

13 + s3 + 2s2
s2(s2 + s − 6) =

13 + s3 + 2s2
s2(s + 3)(s − 2) =

A

s
+ B
s2
+ C

s + 3 +
D

s − 2

⇓

13 + s3 + 2s2 = As(s + 3)(s − 2) +B(s + 3)(s − 2) +Cs2(s − 2) +Ds2(s + 3)

s = 0 ∶ 13 = B(0 + 3)(0 − 2) ⇒ B = −13
6

s = −3 ∶ 13 − 27 + 2 ⋅ 9 = C ⋅ 9 ⋅ (−3 − 2) ⇒ C = − 4
45

s = 2 ∶ 13 + 8 + 2 ⋅ 4 = D ⋅ 4 ⋅ (2 + 3) ⇒ D = 29
20 .
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Jelikož 0 je dvojnásobný kořen, k nalezeńı A je třeba využ́ıt
”
pravidlo o stejných mocninách“:

13 + s3 + 2s2 = As(s + 3)(s − 2) − 13

6
(s + 3)(s − 2) − 4

45
s2(s − 2) + 29

20
s2(s + 3).

V tomto př́ıpadě bude nejjednodušš́ı porovnat členy s s3. Vpravo (mimo jiných člen̊u) vznikne

s3 (A − 4

45
+ 29

20
) ,

vlevo je s3 jednou, tzn.:

1 = A − 4

45
+ 29

20
⇒ A = 1 + 4

45
− 29

20
= −13

36
.

T́ım pádem jsme zjistili, že

Y (s) = −13
36
⋅ 1
s
− 13

6
⋅ 1
s2
− 4

45
⋅ 1

s + 3 +
29

20
⋅ 1

s − 2 ,

přes tabulky tak dostáváme řešeńı

y(x) = −13
36
− 13

6
x − 4

45
e−3x + 29

20
e2x .

• Jak jsme naznačili dř́ıve, nemuśıme mı́t počátečńı podmı́nky zadány v bodě x = 0. Pokud
jsou nicméně všechny ve stejném bodě, tak jako tomu bude ve druhém př́ıkladě Vašeho

projektu, dá se toto obej́ıt posunut́ım souřadného systému:

Př.: Řešte pomoćı LT Cauchyovu úlohu y′′ + y′ − 2y = 3x − 20, y(1) = 0, y′(1) = 2.

Abychom mohli použ́ıt LT, potřebujeme podmı́nky mı́t zadané v 0. Takže si zavedeme novou

pomocnou proměnnou x̃, nic lehč́ıho neńı! Jak? Inu, když máme podmı́nky zadány v 1 a

chceme se dostat do 0, chtěli bychom 1 odeč́ıst, že? Takže si pomocnou proměnnou zavedeme

jako x̃ = x − 1, jinak zapsáno x = x̃ + 1. Hotovo, v nové proměnné x̃ má zadaná rovnice tvar

y′′ + y′ − 2y = 3(x̃ + 1) − 20, y(1 − 1) = 0, y′(1 − 1) = 2, a tedy

y′′ + y′ − 2y = 3x̃ − 17, y(0) = 0, y′(0) = 2.
37To nebylo tak těžké, ne? Ted’ už můžeme postupovat stejně jako v předchoźıch př́ıkladech:

37Formálně bychom i funkci y měli přeznačit jako ỹ, nebot’ jde o funkci v nové proměnné, ale nechme to tak, jak

to je, zbytečně by bylo
”
převlnkováno“. Z kontextu je jasné, kdy je y v jaké proměnné.
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L{y′′} = s2Y (s) − sy(0) − y′(0) = s2Y (s) − s ⋅ 0 − 2 = s2Y (s) − 2
L{y′} = sY (s) − y(0) = sY (s) − 0 = sY (s)
L{−2y} = −2Y (s)

L{3x̃ − 17} tabulky= 3
s2
− 17

s

Opět, dosad́ıme nalezené obrazy do zadané rovnice:

s2Y (s) − 2 + sY (s) − 2Y (s) = 3
s2
− 17

s

s2Y (s) + sY (s) − 2Y (s) = 3
s2
− 17

s + 2
Y (s)(s2 + s − 2) = 3−17s+2s2

s2

Y (s) = 3−17s+2s2

s2(s2+s−2)

Máme vyjádřeno Y (s), stač́ı naj́ıt zpětnou LT pravé strany:

3 − 17s + 2s2
s2(s2 + s − 2) = . . . rozklad na parciálńı zlomky . . . = 31

4
⋅ 1
s
− 3

2
⋅ 1
s2
− 15

4
⋅ 1

s + 2 − 4 ⋅
1

s − 1 ,

odkud dostáváme

y(x̃) = 31

4
− 3

2
x̃ − 15

4
e−2x̃ − 4ex̃.

Jediné co zbývá, je dosadit zpátky do p̊uvodńı proměnné, tj. dosadit x̃ = x − 1:

y(x) = 31

4
− 3

2
(x − 1) − 15

4
e−2(x−1) − 4ex−1,

y(x) = 37

4
− 3

2
x − 15

4
e2−2x − 4ex−1 .

• Může se stát, že pravá strana nep̊ujde (alespoň zdánlivě) transformovat jen pomoćı tabulek.

To je př́ıpad třet́ıho př́ıkladu projektu, kdy je pravá strana definovaná po částech:

Př.: Řešte pomoćı LT: y′′ − y = f(x), kde f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 − x, x ∈ ⟨0,3),
0, x ≥ 3

, y(0) = y′(0) = 0.

Je otázka, jak spoč́ıtat LT pravé strany. V takovýchto př́ıpadech si bud’ lze pomoci trikem

(viz následuj́ıćı odd́ıl A.2
”
pro zájemce“), nebo jednoduše př́ımým spoč́ıtáńım z definice.

Připomeňme:

L{f(x)} (s) =
∞

∫
0

f(x)e−sxdx.
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Jinak postupujeme jako vždy:

L{y′′} = s2Y (s) − sy(0) − y′(0) = s2Y (s) − s ⋅ 0 − 0 = s2Y (s)
L{−y} = −Y (s)

L{f(x)} =
∞

∫
0
f(x)e−sxdx =

3

∫
0
(1 − x)e−sxdx +

∞

∫
3
0 ⋅ e−sxdx
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=0

=

per partes= −1
s [(1 − x)e

−sx]30 − (−1
s
)

3

∫
0
(−1)e−sxdx = 1

s +
2e−3s

s − 1
s2
+ e−3s

s2

Vid́ıme, že nám po LT pravé strany vyšly členy s exponenciálou, to je pro po částech

definovanou pravou stranu typické. Je dobré si zapsat zvlášt’ členy bez exponenciály a zvlášt’

členy s ńı:
1

s
+ 2e−3s

s
− 1

s2
+ e−3s

s2
= s − 1

s2
+ e−3s ⋅ 2s + 1

s2

To děláme proto, že násobeńı exponenciálou bude při zpětné LT znamenat pouhé posunut́ı

v argumentu, můžeme tak řešit přes parciálńı zlomky, i když je tam exponenciála. Dosad́ıme

do rovnice:

s2Y (s) − Y (s) = s−1
s2
+ e−3s ⋅ 2s+1

s2

Y (s)(s2 − 1) = s−1
s2
+ e−3s ⋅ 2s+1

s2

Y (s) = s−1
s2(s2−1)

+ e−3s ⋅ 2s+1
s2(s2−1)

Vid́ıme, že vpravo máme dva sč́ıtance, prvńı můžeme řešit klasicky přes parciálńı zlomky,

druhý taktéž, jen bez exponenciály, ta se pak, jak již bylo zmı́něno, projev́ı posunut́ım v

argumentu. V praxi to bude znamenat, že řešeńı bude mı́t také
”
v́ıce větv́ı“, stejně jako

zadaná pravá strana.

s − 1
s2(s2 − 1) =

1

s2(s + 1) = . . .parciálńı zlomky . . . = −1
s
+ 1

s2
+ 1

s + 1

e−3s
2s + 1

s2(s2 − 1) = e
−3s 2s + 1

s2(s − 1)(s + 1) = . . .parciálńı zlomky . . . = e−3s (−2 ⋅ 1
s
− 1

s2
+ 1

2
⋅ 1

s + 1 +
3

2
⋅ 1

s − 1)

takže zpětnou LT máme

y(x) = −1 + x + e−x + η(x − 3) (−2 − (x − 3) + 1

2
e−(x−3) + 3

2
ex−3)

y(x) = −1 + x + e−x + η(x − 3) (1 − x + 1

2
e3−x + 3

2
ex−3) ,

což lze zapsat do podoby

y(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−1 + x + e−x, x ∈ ⟨0,3)
e−x + 1

2e
3−x + 3

2e
x−3, x ≥ 3.
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Ta druhá větev je vlastně součtem modrého a červeného výsledku (už bez Heavisidea).

Proč to neńı jen ten červený výsledek? Od č́ısla 3 se d́ıky η(x − 3) projev́ı i červená. To ale

neznamená, že modrá zmizela, pořád tam je, takže červenou muśım přič́ıst k již se vyskytuj́ıćı

modré.

A.2 Věci pro nezájemce s klidem postradatelné

• Heavisideovými funkcemi s r̊uzným posunut́ım v argumentu si můžeme pomoci v př́ıpadě

př́ıkladu s nespojitou pravou stranou. Heavisideova funkce se totiž elegantně dá použ́ıt ke

konstrukci
”
schodových“ funkćı, řekněme digitálńımu impulsu. Funkci, která je na intervalu

(a, b) rovna 1 a všude jinde je nulová, symbolicky f(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1, a ≤ t < b
0, jinak

, lze totiž zapsat jako

η(t − a) − η(t − b):

Obrázek 32: Graf funkce f(t) = η(t − 2) − η(t − 3)

Samozřejmě lze konstruovat i složitěǰśı schodové funkce. Pokud bychom chtěli jinou funkčńı

hodnotu, než 1, ale obecně C, jednoduše bychom schod vynásobili t́ımto č́ıslem. Pokud bude

schod̊u v́ıc, stač́ı dle výše uvedeného každý schod sestavit a předpis výsledné schodové funkce

bude součtem.

Např. funkci

f(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2, 1 ≤ t < 3,
−1, 3 ≤ t < 4,
0, jinak

bychom mohli zapsat jako

f(t) = 2(η(t − 1) − η(t − 3)) + (−1)(η(t − 3) − η(t − 4)) = 2η(t − 1) − 3η(t − 3) + η(t − 4).
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Pokud bychom dostali v zadáńı funkci definovanou takto:

f(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

g(t), t ∈ ⟨a, b),
0, jinde,

můžeme ji jednoduše zapsat jako f(t) = g(t) (η(t − a) − η(t − b)).

Obrázek 33: Graf funkce f(t) = (7t − 2t2 − 4) (η(t − 1) − η(t − 3))

• Pro výpočet zpětné LT se dá použ́ıt také tzv. konvoluce. Konkrétněji, pokud L{f(x)} =
F (s) a L{g(x)} = G(s), pak plat́ı

F (s) ⋅G(s) = L{(f ∗ g)(x)} ,

kde výraz (f ∗ g)(x) je právě konvoluce funkćı f a g a je definována následovně:38

(f ∗ g)(x) =
x

∫
0

f(ξ)g(x − ξ)dξ.

Tento postup může být výhodné použ́ıt tam, kde chceme zpětně transformovat výraz, jenž

je součinem jednodušš́ıch prvk̊u. Samozřejmě, tyto jednodušš́ı prvky by měly být takové, že

je dokážeme transformovat okamžitě a jedinou
”
překážkou“ je onen součin. Konkrétně může

j́ıt např́ıklad o situaci, kdy máme jednoduchý čitatel ve zlomku a zlomek jako takový má

v́ıcenásobné póly (pak je pracný jak rozklad na parciálńı zlomky, tak výpočet přes rezidua).

Daľśım př́ıhodným použit́ım může být př́ıklad s nespojitou pravou stranou.

Př.: Nalezněme pomoćı konvoluce zpětnou LT k obrazu

Y (s) = 1

s2(s + 1) .

38Formálně je konvoluce definována jako integrál přes všechna reálná č́ısla, ale spodńı mez 0 je dána předpoklady

LT a proměnná horńı mez je poplatná vlastnostem konvoluce.
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Vid́ıme, že naše Y (s) lze zapsat jako součin, konkrétně Y (s) = 1
s2
⋅ 1
s+1 . Zároveň v́ıme (viz

tabulky), že L−1 { 1
s2
} = x a L−1 { 1

s+1
} = e−x. Nyńı stač́ı použ́ıt konvoluci:

L−1 { 1
s2
⋅ 1

s + 1} = (x ∗ e
−x) =

x

∫
0

ξe−(x−ξ)dξ
per partes= [ξeξ−x]x

0
−

x

∫
0

1 ⋅ eξ−xdξ =

= [ξeξ−x]x
0
− [eξ−x]x

0
= x − 0 − 1 + e−x = x − 1 + e−x .

Př.: Nalezněme pomoćı konvoluce zpětnou LT k obrazu

Y (s) = 2

s3(s − 1)(s − 5) .

Vid́ıme, že tentokrát máme součin tř́ı výraz̊u, které jsme schopni transformovat okamžitě

(opět, viz tabulky):

L−1 { 2
s3
} = x2, L−1 { 1

s − 1} = e
x, L−1 { 1

s − 5} = e
5x.

Když máme 3 d́ılč́ı výrazy a chceme řešit situaci konvolućı, je zřejmé, že konvoluci budeme

dělat dvakrát - Nejprve najdeme vzor součinu dvou výraz̊u, pak najdeme celkový vzor. V

jakém pořad́ı? Na tom nesejde, konvoluce je jak komutativńı, tak asociativńı. Pro pořádek

můžeme postupovat třeba
”
popořadě“:

L−1 { 2
s3
⋅ 1

s − 1} =
(x2 ∗ ex) =

x

∫
0

ξ2ex−ξdξ
per partes= [−ξ2ex−ξ]x

0
+

x

∫
0

2ξex−ξdξ

per partes= [−ξ2ex−ξ]x
0
+ [−2ξex−ξ]x

0
+

x

∫
0

2ex−ξdξ = −x2 + 0 − 2x − 2 + 2ex = −(x2 + 2x + 2) + ex.

Prvńı p̊ulka za námi, nyńı najdeme vzor celku pomoćı daľśı konvoluce:

L−1 { 2
s3
⋅ 1

s − 1 ⋅
1

s − 5} =
((−(x2 + 2x + 2) + ex) ∗ e5x) linearita= −((x2 + 2x + 2) ∗ e5x) + 2(ex ∗ e5x) =

= −
x

∫
0

(ξ2 + 2ξ + 2)e5(x−ξ)dξ + 2
x

∫
0

eξe5(x−ξ)dξ
per partes= 1

5
[(ξ2 + 2ξ + 2)e5(x−ξ)]

x

0
−

−1
5

x

∫
0

(2ξ + 2)e5(x−ξ)dξ − 2

4
[e5x−4ξ]x

0

per partes= 1

5
[(ξ2 + 2ξ + 2)e5(x−ξ)]

x

0
+ 1

25
[(2ξ + 2)e5(x−ξ)]

x

0
−

− 1

25

x

∫
0

2e5(x−ξ)dξ − 1

2
[e5x−4ξ]x

0
=

= 1

5
[(ξ2 + 2ξ + 2)e5(x−ξ)]

x

0
+ 1

25
[(2ξ + 2)e5(x−ξ)]

x

0
+ 1

125
[2e5(x−ξ)]

x

0
− 1

2
[e5x−4ξ]x

0
=
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= 1

5
(x2 + 2x + 2 − 2e5x) + 1

25
(2x + 2 − 2e5x) + 1

125
(2 − 2e5x) − 1

2
(ex − e5x) =

= 1

5
x2 + 12

25
x + 62

125
− 1

2
ex + 1

250
e5x

Př.: Nalezněme pomoćı konvoluce zpětnou LT k obrazu

Y (s) = e−2s

s(s2 + 1) .

Postupujeme stejně jako v předchoźıch př́ıkladech:

L−1 {e
−2s

s
} = η(x − 2), L−1 { 1

s2 + 1} = sinx,

L−1 {e
−2s

s
⋅ 1

s2 + 1} = (η(x − 2) ∗ sinx) =
x

∫
0

η(ξ − 2) sin(x − ξ)dξ,

x < 2 ∶
x

∫
0

η(ξ − 2) sin(x − ξ)dξ =
x

∫
0

0 ⋅ sin(x − ξ)dξ = 0,

x ≥ 2 ∶
x

∫
0

η(ξ − 2) sin(x − ξ)dξ =
2

∫
0

0 ⋅ sin(x − ξ)dξ +
x

∫
2

1 ⋅ sin(x − ξ)dξ = 0 + [−(− cos(x − ξ))]x2 =

= cos 0 − cos(x − 2) = 1 − cos(x − 2),

L−1 {e
−2s

s
⋅ 1

s2 + 1} = η(x − 2)(1 − cos(x − 2))

• LT se dá mimo jiné také použ́ıt k výpočtu integrál̊u:

Př.: Spoč́ıtejme pomoćı Laplaceovy transformace ∫ ∞0 sin t
t dt.

Jelikož obecně L{f(t)} (s) = F (s) = ∫ ∞0 e−stf(t)dt, vid́ıme, že stač́ı položit s = 0 a dostáváme

vztah
∞

∫
0

f(t)dt = F (0).

Stač́ı tedy nalézt L{ sin tt } a dosadit 0.39 Vı́me (viz tabulky), že L{sin t} (s) = 1
s2+1

. Abychom

39Formálně to nemuśı j́ıt úplně vždy s ohledem na limitńı přechod, obecně bychom potřebovali, aby posloupnost

{f(t)e− t
k }
∞

k=1
měla tzv. absolutně integrovatelnou majorantu, ale většinou to jde.
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nalezli Laplace̊uv obraz funkce sin t
t , použijeme vlastnost LT L{f(t)t } = ∫

∞

s F (s̃)ds̃:

L{sin t
t
}(s) =

∞

∫
s

L{sin t} (s̃)ds̃ =
∞

∫
s

1

s̃2 + 1ds̃ = [arctan s̃]
∞
s =

π

2
− arctan s.

Nyńı už prostým dosazeńım s = 0 vid́ıme, že

∞

∫
0

sin t

t
dt = L{sin t

t
}(0) = π

2
− arctan0 = π

2
− 0 = π

2
.

• Samozřejmě podobný princip na vyč́ısleńı integrál̊u se dá použ́ıt i pro jiné s, než nulové:

Př.: Spoč́ıtejme pomoćı Laplaceovy transformace ∫ ∞0 cos(2t)e−4tdt.

Opět - v́ıme, že obecně (viz tabulky) ∫ ∞0 cos(2t)e−stdt = s
s2+22

, zadaný integrál tedy vyč́ısĺıme

okamžitě dosazeńım s = 4:
∞

∫
0

cos(2t)e−4tdt = 4

42 + 22 =
1

5

• LT se dá použ́ıt i pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic t́ım, že je převede na obyčejné

diferenciálńı rovnice. Tyto už většinou nelze řešit př́ımo pomoćı LT, tak jako jsme to dělali

dř́ıve, i tak se ale může často jednat o významně ulehčuj́ıćı krok. Nav́ıc se takto dá ukázat

poměrně zaj́ımavá věc, viz daľśı bod.

• Tzv. Chybová funkce nebo-li Error function je definována takto:

erf(t) = 2√
π

t

∫
0

e−u
2

du.

Velmi hojně se vyskytuje ve statistice. Např́ıklad pokud náhodná veličina pocháźı z tzv.

normálńıho rozděleńı (grafem jeho hustoty je Gaussova křivka) se středńı hodnotou µ a

směrodatnou odchylkou σ, dá se pravděpodobnost, že tato veličina nabývá hodnoty v inter-

valu (a, b), spoč́ıtat jako

F (b) − F (a), kde F (t) = 1

2
(1 + erf ( t − µ

σ
√
2
)) .

Typickým př́ıkladem je třeba IQ v populaci, které se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım s parametry

µ = 100, σ = 15. Např. pravděpodobnost, že náhodně vybraný člověk má IQ mezi 150 a 160

je tak

F (160) − F (150) ≈ 0,0004 = 0,04%. (Spadáte tam? :) )
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Co by ale člověk neřekl, že erf má něco společného s vedeńım tepla. A ono ano, fundamentálńı

řešeńı problému vedeńı tepla v čase a prostoru je vyskládáno pomoćı erf, což se dá mimo

jiných zp̊usob̊u ukázat právě i pomoćı LT.
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B Několik př́ıklad̊u k procvičeńı

V této př́ıloze naleznete několik málo př́ıklad̊u i s řešeńımi. Př́ıklady, které jsou sṕı̌se pro zamyšleńı

nebo patř́ı k těžš́ım a měly by prověřit Vaše porozuměńı látce, nicméně se př́ımo netýkaj́ı typického

”
testového obsahu“, jsou označeny symbolem ∗.
B.1 Zadáńı

1. Určete Re zm a Im zm, je-li:

(a) z = 1 + i, m = 6

(b) z =
√
3
2 −

i
2 , m = 5

(c) z = −
√
2

1+i , m = 16

(d) z = 3
√
3+5i

2
√
3−i

, m = 9

(e) z = −1 + i
√
3, m = −5

(f) z = 6+8i
1−7i + 1, m = 1984

(g) ∗z =√2 +
√
2 + i
√
2 −
√
2, m = 4

2. Určete m
√
z, je-li:

(a) z = 16, m = 4

(b) z = (i −
√
3)3 + (

√
2 − i
√
2)2, m = 2

(c) z = (6 + 4i)(3 − 2i) + 1, m = 3

(d) z = (8i−23+5i
)4 + 3, m = 6

3. ∗ Pokuste se pomoćı základńıch znalost́ı komplexńıch č́ısel (exp. tvar, Moivreova věta

apod.) dokázat následuj́ıćı trigonometrické identity:

(a) cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sinβ. S jej́ım použit́ım najděte z takové, že arg z = π
12 .

(b) tan(α + β) = tanα+tanβ
1−tanα tanβ

(c) sin(5α) = 5 cos4 α sinα − 10 cos2 α sin3 α + sin5 α

4. Zakreslete v Gaussově rovině množiny dané následuj́ıćımi podmı́nkami:

(a) ∣z − 1 + i∣ ≤
√
2

(b) 0 < Re z < 1 ∧ arg z ∈ (0, π4 )

(c) ∣z + 2i∣ = ∣z∣

(d) Re z+1
z−1 < 0
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(e) Im z+1
z−1 = 0

5. Vypoč́ıtejte:

(a) e3+8πi

(b) cos i − cosh1
(c) sin (π2 + 3i)

(d) Ln(3 + 4i)
(e) ln(− cos(−7i))
(f) (−1)2i

(g) ∗iii
6. Určete všechna z ∈ C, pro která plat́ı:

(a) z3 − 2z2 + 5z = 0
(b) z8 = 16
(c) ez = i
(d) cos z = 3i
(e) sin z = i
(f) ∗tg z = m2−1

i(m2+1)
, m ∈ N

7. ∗ Dá se ukázat, že pro každé w ∈ C takové, že ∣ lnw∣ ≤ 1 se dá naj́ıt z ∈ C takové, že

lim
n→∞

zz
⋰
z

±
n−krát

= zzz
⋰

= w.

Určete z, pro které plat́ı w = 1 + i.

Obrázek 34: Množina {w ∈ C ∶ ∣ lnw∣ < 1}
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8. Určete reálnou a imaginárńı část funkce f a zjistěte, ve kterých bodech má f derivaci a kde

je holomorfńı, je-li:

(a) f(z) = z2

(b) f(z) = z4 − 3z2 + 1

(c) f(z) = 1
z

(d) f(z) = z ⋅ z + 2i ⋅Re z

(e) f(z) = ez+i

(f) f(z) = sin z

9. K zadané funkci u nebo v najděte druhou tak, aby byla funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
holomorfńı, plat́ı-li:

(a) u(x, y) = 2x3 − 6xy2, f(i) = 0

(b) v(x, y) = 2x3y − 2xy3 + 2xy + 1, f(2) = 12 + i

(c) u(x, y) = ex(x cos y − y sin y), f(1) = e

(d) v(x, y) = x
x2+y2

, f(1 + i) = 1
2 +

i
2

(e) u(x, y) = ex−y cos(x + y), f(1 − i) = e2

(f) v(x, y) = −ex2−y2 cos(2xy), f(0) = −i

10. ∗Dokažte následuj́ıćı vlastnosti lineárńıch lomených funkćı:

(a) Inverze k lineárńı lomené funkci je opět lineárńı lomená funkce.

(b) Lineárńı lomená funkce je jednoznačně zadána trojićı bod̊u a jejich funkčńıch hodnot.

11. Najděte f -obraz množiny Ω, jestliže je zadáno:

(a) f(z) = z+2
z−1 , Ω = U(0,1)

(b) f(z) = iz
z−1 , Ω = {z ∈ C ∶ Re z < 1}

(c) f(z) = 1 − iz, Ω = U(0,2)

(d) ∗f(z) = z
z−i , Ω = {z ∈ C ∶ ∣z∣ < 1 ∧ Re z > 0 ∧ Im z < 0}

12. Vhodným zp̊usobem vypoč́ıtejte uvedené integrály:

(a) ∫γ z2dz, γ(t) = e2it, t ∈ ⟨0, π⟩

(b) ∫γ z2dz, γ(t) = eit, t ∈ ⟨0, π2 ⟩

(c) ∫γ z+4
z2−2z

dz, γ(t) = 1 + 2eit, t ∈ ⟨0,2π⟩

(d) ∫γ
i sin(πz)
z2+2z+1

dz, γ(t) = 2eit, t ∈ ⟨0,2π⟩
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(e) ∫γ ez

(z2−1)(z−1)2
dz, γ(t) = 1 + eit, t ∈ ⟨0,2π⟩

(f) ∫γ
√
12 sinh(iz

√
3)

(z−π
√
3)6

dz, γ(t) = 10eit, t ∈ ⟨0,2π⟩

(g) ∫γ(4z3 − 2z + 1)dz, γ(t) = 1 − t + it, t ∈ ⟨0,1⟩

(h) ∫γ z cos zdz, γ(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−i (t + 3π
2
) , t ∈ ⟨−3π

2 ,−
π
2
⟩

πeit, t ∈ (−π
2 ,0⟩

(i) ∫γ ez sin(ez)dz, γ(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 + e−iπt, t ∈ ⟨−1,0⟩
2 − t, t ∈ (0,2 − lnπ⟩

(j) ∫γ 9
z2+5z−14

dz, γ(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

3 + i(t + 2), t ∈ ⟨−2,0⟩
3 + 2eiπ(1−2t), t ∈ (0, 12⟩

13. Určete obor konvergence dané mocninné řady:

(a) ∑∞n=0(n + 1)zn

(b) ∑∞n=0(n5 + n2 − 3)(z − i)n

(c) ∑∞n=0
(z−1−i)n

4n

(d) ∑∞n=0
(−1)n(z−5+3i)n

(n+1)!

(e) ∑∞n=0 ein(z + 2)n

14. ∗Určete součet řady:

(a)
∞

∑
n=0

2n(n+1)
3n(n+2)

(b)
∞

∑
n=0

inπn(n−1)
n!

(c)
∞

∑
n=1

2 coshn
e2nn

(d) ∗Pomoćı součtu řady určete součin40

∞

∏
n=1

( 3

2n
)

1
2n

15. Určete ze zadaného částečného Fourierova rozvoje ω,T a prvńı 4 členy amplitudového, resp.

prvńı 3 fázového spektra:

(a) 1 + cos(2t) + 2 cos(4t) − 2 sin(4t) + sin(6t) ± . . .

(b) cos(πt) +
√
3 sin(πt) −

√
2 cos(2πt) −

√
2 sin(2πt) + 3 cos(3πt) ± . . .

40Pro zájemce: Tak trochu tento součin souviśı s tzv. Collatzovým problémem, někdy zvaným též dosti

výmluvně
”
3n + 1“-problém.
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(c) −3 − cos(10t) + sin(10t) +
√
3 cos(15t) − sin(15t) ± . . .

16. Nalezněte na daném oboru konvergence Laurent̊uv rozvoj zadané funkce:

(a) f(z) = 1
z+4 , P (−2,0,2)

(b) f(z) = sin z
z , P (0,0,∞)

(c) f(z) = 8
(z2−16)

, P (3,1,7)

(d) f(z) = 1
z3+z2

, P (0,1,∞)

17. ∗Necht’ f je holomorfńı na C vyjma konečného množstv́ı izolovaných singularit. Dokažte,

že

res
z=∞

f(z) = res
z=0
− 1

z2
f (1

z
) .

18. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı rezidua:

(a) res
z=−2

z+2
z2+7z+10

(b) res
z=i

z
z2+1

(c) res
z=∞

1
z

(d) res
z=0

e2z

z5

(e) ∗ res
z=−1

−1
z(z+1)25

19. ∗Spoč́ıtejte
(a) Laplaceovy transformace zadaných funkćı:

i. f(t) = ∣t − 2∣
ii. f(t) = 1√

t

iii. f(t) = erf(t) = 2√
π ∫

t
0 e−u

2
du

(b) následuj́ıćı integrály pomoćı Laplaceovy transformace:

i.
∞

∫
0

e−t − e−et
t

dt

ii.
∞

∫
0

e−4πt√
t
dt

iii.
π
2

∫
0

sin2(tan t)e−2 tan t
cos2 t

dt
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20. Pomoćı Laplaceovy transformace vyřešte zadané Cauchyovy úlohy:

(a) y′′ − 3y′ = −9x2 − 1, y(0) = 6, y′(0) = 1

(b) y′′ − y′ − 12y = 12, y(0) = y′(0) = 1

(c) y′′ − 4y′ + 4y = 2e2x, y(0) = y′(0) = 0

(d) y′′ + y = 1 − 2 sinx, y(0) = y′(0) = 1

(e) y′′ + 4y′ + 4y = 12 − 4x, y(1) = 2, y′(1) = 0

(f) y′′ − 4y = f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

16, 0 ≤ x < 1,
−8, 1 ≤ x < 2,
0, x ≥ 2

, y(0) = y′(0) = 0
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B.2 Výsledky

1. Určete Re zm a Im zm, je-li:

(a) Re z6 = 0, Im z6 = −8

(b) Re z5 = −
√
3
2 , Im z5 = −1

2

(c) Re z16 = 1, Im z16 = 0

(d) Re z9 = −512, Im z9 = 0

(e) Re z−5 = − 1
64 , Im z−5 =

√
3

64

(f) Re z1984 = 1, Im z1984 = 0

(g) ∗Re z4 = 0, Im z4 = 16

2. Určete m
√
z, je-li:

(a) 4
√
z = {±2,±2i}

(b) 2
√
z = {±

√
2 ± i
√
2}

(c) 3
√
z = {3,−3

2 ± i
3
√
3

2 }

(d) 6
√
z = {±i,

√
3
2 ±

i
2 ,−

√
3
2 ±

i
2}

3. ∗ Pokuste se pomoćı základńıch znalost́ı komplexńıch č́ısel (exp. tvar, Moivreova věta

apod.) dokázat následuj́ıćı trigonometrické identity:

(a) Napǐste si ei(α+β) v goniometrickém tvaru, a na druhé straně převed’te exponenciálu

součtu na součin exponenciál, opět převed’te na goniometrický tvar a roznásobte, po-

rovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostanete formuli jak pro cos, tak i pro sin.

Hledané č́ıslo pak objev́ıte tak, že pomoćı nalezeného vzorce zjist́ıte, čemu se přesně

rovná cos π
12 , dosad́ıte do vzorce pro argument a zjednoduš́ıte. Tento argument má

jakékoliv č́ıslo z = a + bi, pro které plat́ı a
b =

√
3+1√
3−1

.

(b) Źıskáte vhodnou úpravou pomoćı formuĺı pro sin a cos z předchoźıho bodu (sṕı̌s cvičeńı

na úpravu výrazu, než komplexku)

(c) Napǐste si (cosα+ i sinα)5. Na jedné straně užijte Moivreovu větu a na druhé závorku

natvrdo umocněte na 5. Podobně jako v prvńım bodě źıskáte porovnáńım reálných a

imaginárńıch část́ı formule pro sin(5α) i cos(5α) (lze už́ıt obecně pro jakékoliv přirozené

č́ıslo, nejen 5).

4. Zakreslete v Gaussově rovině množiny dané následuj́ıćımi podmı́nkami:

(a) Uzavřený kruh se středem v 1 − i a poloměrem
√
2 (tedy U(1 − i,

√
2)).
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(b) Otevřený trojúhelńık s vrcholy 0,1,1 + i.

(c) Př́ımka rovnoběžná s reálnou osou a procházej́ıćı bodem −i (tedy ekvivalentńı podmı́nka

by byla Im z = −1).

(d) U(0,1) (tedy otevřený kruh se středem v 0 a poloměrem 1).

(e) Reálná osa bez bodu 1.

5. Vypoč́ıtejte:

(a) e3

(b) 0

(c) cosh3

(d) ln 5 + i(arccos 3
5 + 2kπ) ≈ 1.609 + i(0.927 + 2kπ), k ∈ Z

(e) ln(cosh7) + iπ

(f) e−2π+4kπ, k ∈ Z (nebo ekvivalentně e−2π−4kπ, s ohledem na k ∈ Z je to jedno)

(g) ∗ei(π2 +2kπ)e−π
2 +2lπ , k, l ∈ Z

6. Určete všechna z ∈ C, pro která plat́ı:

(a) z ∈ {0,1 ± 2i}

(b) z ∈ {±
√
2,±i
√
2,1 ± i,−1 ± i}

(c) z = iπ2 + 2kπi, k ∈ Z

(d) z1 = −i ln(
√
10 − 3) − π

2 + 2kπ, z2 = −i ln(
√
10 + 3) + π

2 + 2kπ, k ∈ Z

(e) z1 = −i ln(
√
2 − 1) + 2kπ, z2 = −i ln(

√
2 + 1) − π + 2kπ, k ∈ Z

(f) ∗z = −i lnm + kπ, k ∈ Z

7. ∗ Stač́ı si uvědomit, že zw = w, a tedy z = w 1
w a dosadit za w. Pro hlavńı hodnoty mocnin

dostáváme z = 4
√
2e

π
8 (cos (π8 −

1
4 ln 2) + i ⋅ sin (

π
8 −

1
4 ln 2)) ≈ 1,719 + 0,383i.

8. Určete reálnou a imaginárńı část funkce f a zjistěte, ve kterých bodech má f derivaci a kde

je holomorfńı, je-li:

(a) u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy, derivaci má a holomorfńı je na celém C.

(b) u(x, y) = x4 − 6x2y2 + y4 − 3x2 + 3y2 + 1, v(x, y) = 4x3y − 4xy3 − 6xy, derivaci má a

holomorfńı je na celém C.

(c) u(x, y) = x
x2+y2

, v(x, y) = −y
x2+y2

, derivaci má a holomorfńı je na C ∖ {0}.

(d) u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) = 2x, derivaci má pouze v bodě −i, holomorfńı neńı nikde.

(e) u(x, y) = ex cos(y + 1), v(x, y) = ex sin(y + 1), derivaci má a holomorfńı je na celém C.
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(f) u(x, y) = sinx cosh y, v(x, y) = cosx sinh y, derivaci má a holomorfńı je na celém C.

9. K zadané funkci u nebo v najděte druhou tak, aby byla funkce f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
holomorfńı, plat́ı-li:

(a) v(x, y) = 6x2y − 2y3 + 2

(b) u(x, y) = x4

2 − 3x
2y2 + y4

2 + x
2 − y2

(c) v(x, y) = ex(y cos y + x sin y)

(d) u(x, y) = y
x2+y2

(e) v(x, y) = ex−y sin(x + y)

(f) u(x, y) = ex2−y2 sin(2xy)

10. ∗Dokažte následuj́ıćı vlastnosti lineárńıch lomených funkćı:

(a) Dokáže se jednoduchým osamostatněńım z z obecného předpisu.

(b) Sestaveńım soustavy rovnic pro a, b, c, d s nulovou pravou stranou. Ověř́ıme, že řádková

hodnost matice je 3 ⇒ všechny koeficienty a, b, c, d budou násobkem (jednoho)

obecného parametru. Ten se t́ım pádem ve zlomku f(z) = az+b
cz+d zkrát́ı, funkce f je dána

jednoznačně.

11. Najděte f -obraz množiny Ω, jestliže je zadáno:

(a) f(Ω) = {z ∈ C ∶ Re z < −1
2
}

(b) f(Ω) = {z ∈ C ∶ Im z < 1}

(c) f(Ω) = U(1,2)

(d) ∗f(Ω) = {z ∈ C ∶ ∣z − 1
2
∣ < 1

2 ∧ Re z < 1
2 ∧ Im z > 0}

12. Vhodným zp̊usobem vypoč́ıtejte uvedené integrály:

(a) 0

(b) − i+1
3

(c) 2πi

(d) 2π2

(e) πei
4

(f) 9π
10

(g) 1 + i

(h) −2
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(i) 1 + cos 1
(j) ln 5

2

13. Určete obor konvergence dané mocninné řady:

(a) U(0,1)
(b) U(i,1)
(c) U(1 + i,4)
(d) C

(e) U(−2,1)

14. ∗Určete součet řady:

(a)
∞

∑
n=0

2n(n+1)
3n(n+2) =

9
4(2 − ln 3) ≈ 2.028

(b)
∞

∑
n=0

inπn(n−1)
n! = 1 − πi

(c)
∞

∑
n=1

2 coshn
e2nn

= 4 − ln [(e − 1)(e3 − 1)] ≈ 0.51

(d) ∗3
4 . Nápověda: Uvedený součin jistě konverguje (uměli byste zd̊uvodnit proč?),

takže s ńım lze provádět
”
prasárny“, jako např. jej převést pomoćı vhodné funkce na

součet (co dělá ze součinu součet, hmm?). Pak už je situace poměrně jednoduchá.

15. Určete ze zadaného částečného Fourierova rozvoje ω,T a prvńı 4 členy amplitudového, resp.

prvńı 3 fázového spektra:

(a) ω = 2, T = π,A0 = 1,A1 = 1,A2 = 2
√
2,A3 = 1, φ1 = 0, φ2 = −π

4 , φ3 = π
2

(b) ω = π,T = 2,A0 = 0,A1 = 2,A2 = 2
√
2,A3 = 3, φ1 = π

3 , φ2 = −3π
4 , φ3 = 0

(c) ω = 5, T = 2π
5 ,A0 = 3,A1 = 0,A2 =

√
2,A3 = 2, φ1 = nedefinováno, φ2 = 3π

4 , φ3 = −π
6

16. Nalezněte na daném oboru konvergence Laurent̊uv rozvoj zadané funkce:

(a) f(z) = ∑∞n=0
(−1)n(z+2)n

2n+1

(b) f(z) = ∑∞n=0
(−1)nz2n

(2n+1)!

(c) f(z) = ∑∞n=0
(−1)n+1(z−3)n

7n+1
+∑∞n=1 1

(z−3)n

(d) f(z) = ∑∞n=3 1
zn

17. ∗Necht’ f je holomorfńı na C vyjma konečného množstv́ı izolovaných singularit. Dokažte,

že

res
z=∞

f(z) = res
z=0
− 1

z2
f (1

z
) .

Z definice rezidua v nekonečnu s využit́ım vhodné substituce, pak už stač́ı dát si pozor na

(všechna!) znaménka.
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18. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı rezidua:

(a) 0

(b) 1
2

(c) −1

(d) 2
3

(e) ∗1
19. ∗Spoč́ıtejte

(a) Laplaceovy transformace zadaných funkćı:

i. F (s) = 2e−2s+2s−1
s2

ii. F (s) =
√

π
s

iii. F (s) = 1
se

s2

4 (1 − erf ( s2))
41

(b) následuj́ıćı integrály pomoćı Laplaceovy transformace:

i. 1

ii. 1
2

iii. 2
5

42

20. Pomoćı Laplaceovy transformace vyřešte zadané Cauchyovy úlohy:

(a) y(x) = x3 + x2 + x + 6

(b) y(x) = e4x + e−3x − 1

(c) y(x) = x2e2x

(d) y(x) = x cosx + 1

(e) y(x) = 4 − x − xe2−2x

(f) y(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2e2x + 2e−2x − 4, 0 ≤ x < 1,
2e2x + 2e−2x − 3e2x−2 − 3e2−2x + 2, 1 ≤ x < 2,
2e2x + 2e−2x − 3e2x−2 − 3e2−2x + e2x−4 + e4−2x, x ≥ 2

41Užit́ım pravidla L{∫
t

0 f(u)du} = F (s)

s
a zbytek z definice s pomoćı doplněńı na čtverec.

42Pomoćı substituce u = tan t vznikne
”
klasický“ Laplaceovský integrál.

102



C Nahodilé hnusy strýčka př́ıhody

• V roce 2018, kdy jsem (nejen tento předmět) učil poprvé, se mi
”
povedlo“ na cvičeńı spáchat

jednu nemilou věc. I tehdy jsem měl občas hloupý zlozvyk, vymýšlet si př́ıklady rovnou u

tabule z hlavy. Inu, u některých témat to lze, zvlášt’, když už je má člověk v oku. Ale na-

lezeńı koeficient̊u lineárńı lomené funkce, zvlášt’ se zpětným přihlédnut́ım k faktu, že tento

typ př́ıklad̊u v oku nemám dodnes, se záhy ukázalo jako vydatný rozběh hlavou proti zdi.

Princip př́ıkladu byl stále stejný, jen výpočet nevycházel hezky, a zpětně nutno dodat, že ani

to nebylo zase až tak strašné a př́ıklad by šel bez kaněk na svědomı́ zadat třeba jako domáćı

úkol nebo jako př́ıklad u zkoušky. Nicméně tehdy svým momentem překvapeńı úspěšně

pohřbil závěr cvičeńı a soudě dle pohled̊u auditoria, málem i pár student̊u. Rozhodl jsem se

jej tedy jen tak pro legraci zařadit sem. Původně jsem jej chtěl dát jako hvězdičkový př́ıklad

k procvičeńı mezi ostatńı, ale jelikož má samostatnou historku se studenty, nakonec jsem

jej uvedl řešený zde, v př́ıloze. Budoućım generaćım pro zaj́ımavost/pobaveńı a sobě jako

takové milé malé memento mori :

f(z) = az + b
cz + d, f(0) = −i, f(2) = −9i, f(i) = −2 − 3i

a, b, c, d =?

−i = f(0) = 0 + b
0 + d ⇒ b + id = 0 (1)

−9i = f(2) = 2a + b
2c + d ⇒ −9i(2c + d) = 2a + b

⇒ 2a + b + 18ic + 9id = 0 (2)

−2 − 3i = f(i) = ai + b
ci + d ⇒ (−2 − 3i)(ci + d) = ai + b

⇒ ai + b + (−3 + 2i)c + (2 + 3i)d = 0 (3)
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Soustavu můžeme řešit maticově:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 18i 9i 0

0 1 0 i 0

i 1 −3 + 2i 2 + 3i 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 18i 9i 0

0 1 0 i 0

0 2 − i 12 + 4i 13 + 6i 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∼

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 18i 9i 0

0 1 0 i 0

0 0 12 + 4i 12 + 4i 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 18i 9i 0

0 1 0 i 0

0 0 1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇓

b + id = 0 ⇒ b = −id

c + d = 0 ⇒ c = −d

2a + b + 18ic + 9id = 0 ⇒ a = 1

2
(id + 18id − 9id) = 5id

Volbou d = 1 dostáváme

a = 5i, b = −i, c = −1, d = 1

⇓

f(z) = 5iz − i
−z + 1

• Jářku, aby toho nebylo málo, v roce 2020, v době vynucené distančńı výuky, což mi možná

budiž omluvou, se mi povedl podobný kousek, tentokráte s
”
jednoduchou“ rovnićı. Zadáńı

v tomto př́ıpadě ještě v́ıce klamalo svou nevinnost́ı, aby se dostavil výpočet o poznáńı

odporněǰśı. Opět, v principu nic složitého, ale ten pr̊uběh a v tomto př́ıpadě i výsledek

je kvalitńı galimatyáš. A jestliže př́ıklad výše byl ve své podstatě vlastně neškodný, toto

už je vpravdě neúmyslná pomsta studentovi. Naštěst́ı se mi vybavil PTSD z onoho prvńıho

incidentu a úsiĺı jsem po pár minutách vzdal de facto po vyřešeńı poloviny př́ıkladu, at’ může

cvičeńı přej́ıt k produktivněǰśı činnosti. I tento kus tedy přikládám, když už tato př́ıloha

existuje:

sinh z = 3 + 2i, z = ? (a t́ım se mysĺı VŠECHNA taková z)
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ez−e−z

2 = 3 + 2i
ez − e−z = 6 + 4i / ⋅w, (w = ez)

w2 − 1 = (6 + 4i)w
w2 − (6 + 4i)w − 1 = 0

Potud v pohodě. Pojd’me dál:

w1,2 =
−(−(6 + 4i)) ±

√
(−(6 + 4i))2 − 4 ⋅ 1 ⋅ (−1)

2
= 6 + 4i ±

√
36 + 48i − 16 + 4

2
=

= 6 + 4i ± 2
√
6 + 12i

2
= 3 + 2i ±

√
6 + 12i

Zat́ım stále v pohodě, ale nebojte se, bude to jen horš́ı. Ted’ bychom potřebovali zjistit,

čemu se rovná
√
6 + 12i:

√
6 + 12i =

√
∣6 + 12i∣ ⋅ (cos arg(6 + 12i) + 2kπ

2
+ i sin arg(6 + 12i) + 2kπ

2
) , k ∈ {0,1}

Pomocné: ∣6 + 12i∣ =
√
62 + 122 =

√
180 = 6

√
5, arg(6 + 12i) = arctan 12

6
= arctan2,

√
6 + 12i =

√
6
√
5(cos(arctan2

2
+ kπ) + i sin(arctan2

2
+ kπ)) , k ∈ {0,1}

No dobře, tohle úplně hezky nevypadá, ale tak w máme! A dokonce ani nebudou 4. Proč?

Nebot’ ± v řešeńı kvadratické rovnice už poč́ıtá s t́ım, že druhá odmocnina má dvě řešeńı (a

tato se lǐśı znaménkem), což přesně koresponduje s t́ım, že plat́ı sin(z + π) = − sin z, totéž
pro cos. Každopádně:

w1 = 3 + 2i +
√
6
√
5(cos arctan2

2
+ i sin arctan2

2
) ,

w2 = 3 + 2i −
√
6
√
5(cos arctan2

2
+ i sin arctan2

2
)

To přece nebylo tak strašné, nebo ano? Jo aha, my jsme chtěli z, takže ještě každé to w
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prohnat logaritmem... :

z1 = Ln w1 = ln ∣w1∣ + i(argw1 + 2kπ), k ∈ Z,

Re w1 = 3 +
√
6
√
5 cos

arctan2

2
> 0, Im w1 = 2 +

√
6
√
5 sin

arctan2

2
> 0,

∣w1∣ =
√
(3 +

√
6
√
5 cos

arctan2

2
)
2

+ (2 +
√
6
√
5 sin

arctan2

2
)
2

=

=
√

13 +
√
6
√
5(6 cos arctan2

2
+ 4 sin arctan2

2
) + 6

√
5,

argw1 = arctan
2 +
√
6
√
5 sin arctan2

2

3 +
√
6
√
5 cos arctan2

2

,

z1 = ln
√

13 +
√
6
√
5(6 cos arctan2

2
+ 4 sin arctan2

2
) + 6

√
5 +

+ iarctan
2 +
√
6
√
5 sin arctan2

2

3 +
√
6
√
5 cos arctan2

2

+ 2kπi ≈ 1,9834 + 0,5707i + 2kπi, k ∈ Z

Zájemci si jistě druhé řešeńı dopoč́ıtaj́ı sami, toto už je naštěst́ı analogicky, jediná drobná

zrada může nastat u argumentu, nebot’ tentokrát je reálná část záporná. Ale... fuj.

Á propos, pokud si ještě správně pamatuji, u onoho prvńıho př́ıkladu z r. 2018 jsem prostě

jen něco nasázel s t́ım, že se uvid́ı. U tohoto př́ıkladu jsem do něj šel v dobré v́ı̌re, že
”
mi

to v hlavě sed́ı“ a
”
mysĺım, že to vyjde pěkně“. Inu, daľśı potvrzeńı toho, že méně je někdy

v́ıce a někteř́ı lidé by se př́ılǐs často neměli dopouštět pokus̊u o přemýšleńı.

• Mimochodem, pokud by někdo chtěl namı́tnout, že některé př́ıklady k procvičeńı z př́ılohy

B.1, zvlášt’ ty s hvězdičkou, jsou mı́sty také pěkný hnus, máte pravdu. Ale je jich jen několik,

většinou aspoň hezky vyjdou a předevš́ım se jedná o vědomý a ćılený hnus pro gurmány,

nikoliv o něco, co mělo býti běžným
”
vzorovým“ př́ıkladem pro každého.

• Je možné, že v budoucnu, pokud opětovně spáchám něco podobného (o tom nepochybuji) a

vydrž́ı mi sebereflexe, tj. stejné nadšeńı, práskat na sebe, jaký jsem idiot (o tom už možná

pochybovat lze), přibudou daľśı podobné lah̊udky a počet varovných prst̊u tak nadále po-

roste. Snad to do doby, než přestanu tento předmět učit, nedotáhnu na stonožku.
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