ANALYTICKA GEOMETRIE V PROSTORU

13. prednaska

Vektorova algebra

Pravoiihlé souradnice bodu v prostoru

Poloha bodu v prostoru je vzhledem ke tfem osdm k sobé kolmym urcena tiemi
soufadnicemi, které tvoii uspofaddanou trojici redlnych cisel.
Bod A je uréen jednoznacné trojici realnych Cisel a;,a,,a3. PiSeme A=[a;,a,,a3].

Vzdalenost dvou bodu

Mg¢jme v prostoru dany dva body A =[a;,a,,a3], B=[by,b,,b3]. Vzdalenosti dvou
bodt nazveme velikost usecky AB a vypocteme ji podle vztahu:

d = (b —ay)% + (b, —a,)® + (by —a3)? .

Vektory v prostoru

Definice:
Je-li vektor @ v prostoru uréen orientovanou useckou AB, kde A=[a;,a,,a;],
B =[b;,b,,b;], nazyvaji se ¢isla &1 =by —a;, &, = by —ay, a3z = Dbz - as, soufadnice vektoru

a.

Velikosti vektoru & = AB nazyvame délku tisecky AB a znacime ji |a| nebo ‘E‘ .

Nulovym vektorem nazyvame vektor, jehoZ pocate¢ni a koncovy bod splyvaji, takze jeho
velikost se rovna nule. Znacime jej O .
Jednotkovym vektorem nazyvame vektor, ktery méa velikost rovnu jedné.

Rovnost vektori
Rikame, Ze vektor & se rovna vektoru b (piseme @ = b), jestliZe pro né zaroven plati:
a) maji stejnou velikost, tedy |2 :‘ b ‘ ;

b) jsou souhlasné¢ orientované.



Operace s vektory

Néasobeni vektoru redinym cislem

Soucinem vektoru a a kladného ¢isla ¢ je vektor S, ktery ma stejny smér a orientaci a
pro jehoz velikost plati |5 | =c|a].
P
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Nésobky vektorli mizeme zndzornit na jedné piimce tak, aby mély spole¢ny pocatecni
bod O.

a=0A, s1=0B, s; =0C
Vektory a a ca se nazyvaji rovnobézné (kolinearni vektory).
Vynésobime-li vektor @ ¢islem -1 dostaneme opacny vektor.

Soucet vektorii

Souétem dvou nekolinedrnich vektordt @ a b je vektor T, ktery geometricky
definujeme:
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Rozdil vektori

Rozdilem dvou nekolinearnich vektort @ a b je vektor d, ktery geometricky
definujeme:

o

a a
Piseme a-b =d .
Odecitani vektora mizeme nahradit pficitinim opacného vektoru
a-b=a+(-b)=d.

Z téchto definic Je ziejmé, Ze sestrojime-li z vektord @, b rovnob&znik ABCD, pak
orientovana uhlopticka AC predstavuje vektor & + b a thlopiicka DB vektor a—b.
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Skalarni souéin

Umime scitat a odecitat vektory, ndsobit je redlnym cislem i vypocitat jejich velikost. Dalsi
operace, kterou si zavedeme, se nazyva skalarni sou¢in a umozni ndm nésobit vektory mezi
sebou.



Definice:

Skaldrnim soucinem & -b dvou nenulovych vektor @, b v prostoru je cislo, pro které plati:
a_~t_)=|§|‘k_)‘COS(p, kde ¢ je tthel vektort @, b.

Jestlize jeden z vektort @, b je nulovy, definujeme: a-b =0.

Véta:

Jsou-li vektory &, b dany svymi soufadnicemi a = (a,,a,,a;), b = (b,,b,,b;), pak pro
né plati:

a-b=a,;b;+a, b, +azbs,

a-b a, by +a, b, +ash;

|aH b‘ \/al2 +a,° +a32\/b12 +b,? +by”

CosSQ =

Z této véty plynou vlastnosti skaldrniho soucinu:
1) a-b =b -a komutativni zakon,
2)a:(b+c)=a-b+a-c distributivni zakon,

3) dva vektory @, b jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz jejich skalarni soucin je roven
nule.
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Vektorovy soucin

Vektorovy soucin je dalsi operace s vektory. Uz vime, Ze vysledek skalarniho soucinu dvou
vektort je ¢islo, vysledkem vektorového soucinu je vektor. Narozdil od skalarniho soucinu, je
vektorovy soucin definovén jen pro vektory v prostoru.

Krom¢ toho, Ze pomoci vektorového sou¢inu uréime vektor kolmy na oba piivodni vektory
(¢ehoz vyuzijeme napiiklad pti urCovani obecné rovnice roviny), mizeme také spocitat obsah
rovnobé&zniku daného ptivodnimi vektory: S=Ju x v].



Definice:

a) Pro soufadnice vektorového sou¢inu w vektori @ = (a,,a,,a;), b = (b,,b,,b;) plati:
w=axbh =(a,b, —a,b,,a,b, —ab,,ab, —a,b,)

b) vypocet pomoci determinantu:

i ] K
w=axb=a a, a,
bl b2 b3

Dva nenulové vektory a,b jsou rovnob&zné pravé tehdy, kdyz jejich vektorovy soudin je
nulovy vektor.
Pro vektorovy soucin neplati komutativni zakon (z vlastnosti determinantu o zamén¢ radka),

plati ale axb =—(bxa).

Fyzikalni vyznam vektorového soucinu:
Vektor M momentu sily f, ptisobici v bod¢ B vzhledem k bodu A je vektorovy soucin

M= ABx f , moment sily je velikost tohoto vektoru ‘W .

Priklad: Vypoc¢téte obsah trojuhelnika daného body A=[1,2,3],B=[0,-1,2],C=[2,1,3].
Reseni: Dané tii body A, B, C uréuji dva vektory. Velikost jejich vektorového soudinu udava
obsah rovnobéznika, ktery je z nich sestrojeny. Trojuhelnik ABC ma obsah poloviéni, tedy
1, -
S= —‘ axb ‘ :
2
Ur&ime soufadnice vektord @, b :
a=AB=B-A=(-1-3-1),
b=AC=C-A=(1-10).
Vypocitame soufadnice vektorového soucinu pomoci determinantu:

i j k
-1 -3 -1=i-j+4k, axb=(1-14).
1 -1 0

Tedy obsah je S=%\/1+1+1 :¥.

SmiSeny soucin

Spojeni vektorového a skaldrniho soucinu se nazyva smiSeny soucin. Smiseny soucin je stejné
jako vektorovy soucin definovan pouze v prostoru.



Definice:

Smisenym soucinem tii vektora @ ,b,C nazyvame ¢islo a-(b xC).

Jestlize jsou dany vektory a =(a;,a,,az), b =(b;,by,b;), C=(c,cCy,c3), pak
smiSeny soucin vypocteme podle véty:

Véta:

Jsou-li dany vektory a,b,c, pak je

a a, az
g(b XC): bl b2 b3 .
G C G

Geometricky vyznam smiseného soucinu.
1. Tt1 vektory jsou komplandrni (leZi v jedné roving) pravée tehdy, kdyz jejich smiSeny soucin
a-(bxT) jenula.

2. Absolutni hodnota smiSeného sou¢inu ‘ a_~(5 X 6) ‘ nekomplanarnich vektorit &, b,c

vyjadiuje objem rovnob&Znosténu sestrojeného z téchto vektort. Sestina tohoto ¢isla je objem
Ctyfsténu uréeného vektory a,b ,C.
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p—a:[bxc p:%a.\axa\

Fyzikalni vyznam smi$eného soucinu:

Objemovy tok Q kapaliny proudici konstantni rychlosti v otvorem, ktery je ve tvaru

rovnob&znika uréeného vektory @ ,b se rovna smiSenému souéinu vektora @, b,V , takZe je
Q:‘ a-(bxv) ‘

Priklad: Urcete objem Ctyisténu, ktery je dan vrcholy A=[2,0,3], B=[0,3,3], C=[0,0,9],
D=[2,3,11].

Reseni: Ctyfstén je uréen napiiklad vektory AB, AC, AD. Urdime jejich soufadnice a
smiseny soucin.



AB=(-2,3,0),

AC =(-2,0,6),

AD=(0,3,8),

230

—206|=36+48=84.
038

) . 1
Objem Ctyisténu je V= 6.84 =14.

Rovina

Rovina je dana tfemi nekolinearnimi (nelezi v jedné piimce) body A, B, C. Tyto body
urcuji dva vektory U = AB, V = AC, které nazyvame smérovymi vektory.

Dale mlZe byt ur¢ena dvéma rliznymi pifimkami (nejsou mimobézné) nebo bodem a dvéma
ruznymi vektory, z nichZ jeden neni realnym nasobkem druhého.

Zavedeme si dv€ rizna vyjadieni roviny v prostoru - parametrické vyjadfeni a pozdéji
obecnou rovnici roviny.

Zvolime v rovin¢ a libovolny bod X. Vektor AX lezici v dané roving a smérové vektory U,
V jsou linearné zavislé, tedy jeden z nich muizeme vyjadfit jako linearni kombinaci
zbyvajicich dvou:

AX =t,U+1,V, kde t;,t, jsou libovolna redlna &isla.

Rovnici pfepiSeme

X—A=tU+t,V,

X=A+t,U+t,V.

Definice:
Rovnici X = A+t,U+t,V, kde t;,t, € R nazyvame vektorovou rovnici roviny ABC.




Ptredpoklddejme, Ze je dén bod A=[a;,a,,a3], vektory u=(u;,u,,us),
V =(vy,V,,vg)abod X =[X,y,z]. Soutadnice téchto utvarti dosadime do vektorové rovnice
a dostaneme tfi rovnice.

Definice:

Rovnice

X =a; + tiu; + thvy

y=a, +tiu, + thv,

Z =ag +ijuz + tyHvs
nazyvame parametrické rovnice roviny.

Definice:

Rovnici ax + by +cz +d = 0 nazyvame obecnou rovnici roviny.

Z obecné rovnice roviny snadno zjistime, jaké body v této roviné lezi - jsou to vSechny ty,

vvvvv

rovinu, ur¢ime jeji obecnou rovnici. Stejné jako v predchazejici kapitole, kdy jsme hledali
obecnou rovnici pfimky, k tomu budeme vyuZzivat normalovy vektor.

Rovina miize byt urCena také vektorem N, ktery je na ni kolmy a ktery se nazyva normalovy
vektor. Tento vektor je kolmy na vSechny vektory této roviny, tedy AX.n =0

— A
n

Pokud je normalovy vektor dan soufadnicemi N = (a,b,c), pak skalarni soucin ma tvar
a(x—a;)+b(y—ay)+c(z—a3)=0,
coz miizeme prepsat
ax+by+cz—(aa; +ba, +caz)=0.
Oznacime vyraz
—(aa; +ba, +caz)=d
a dosadime do rovnice
ax+by+cz+d=0

Riizné polohy roviny
Rovina s rovnici ax+by+cz+d =0 miZe mit vzhledem k soufadnicovym osam rtzné
polohy podle toho, jakych hodnot nabyvaji koeficienty a, b, c, d jeji rovnice. Neobsahuje-li

rovnice roviny nekterou proménnou (soufadnici), pak je dana rovina rovnobé&zna s ptislusnou
osou, popiipad¢ touto osou prochdzi.
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X X X
ax+cz+d=0 ax+by+d =0 by+cz+d=0

Pokud d =0, rovina prochazi poc¢atkem.

Bod lezi v roving, jestlize jeho soufadnice spliuji jeji rovnici. To se nejsnadnéji
zjistuje, je-li rovina déna obecnou rovnici. Pokud méme zadané parametrické rovnice,
pfevedeme je na obecnou rovnici roviny a pak zjistujeme, zda bod v roviné lezi.

Prevod vektorové rovnice na obecnou

Je-li dana vektorova rovnice roviny, je tedy dan bod A=[a;,a,,a3] a dva smérové
vektory U = (uy,U,,Uz), V=(v;,V,,vg). Je-li X =[x,y,z] libovolny bod roviny, pak
vektory U, V, AX jsou komplandrni, tedy jejich smiSeny soucin se rovna nule:

AX (T xV)=0
X—a; y—a, z—ag

Vypoctem tohoto determinantu dostaneme obecnou rovnici roviny.

Priklad: Uréete parametrickou a obecnou rovnici roviny dané tfemi body A =[1,2,3],
B=[110],C=[-10,2].
Reseni: Tii body roviny uréuji dva smérové vektory
U=AB=(0,—-1-3),
V=AC=(-2,-2,-1).
Souradnice postupné dosadime do vektorové rovnice a dostaneme parametrické rovnice
x=1 -2t
y=2-1 -2t
z=3-3; - 1,
Pomoci determinantu najdeme obecnou rovnici roviny

Xx—1y-22z-3
0 -1 -3 |=0
-2 -2 -1

Determinant pocitdme pomoci Sarrusova pravidla nebo 1épe rozvojem podle prvniho fadku
-5(x-1)+6(y-2)-2(z-3)=0.

Po tpravé dostaneme obecnou rovnici roviny

5x-6y+2z-1=0.



Priklad: Najdéte rovnici roviny, ktera prochazi bodem A =[4,2,1] a je rovnobézna S
rovinou x—2y+4z=0.
Reseni: Dvé rovnobézné roviny maji stejny normalovy vektor, proto rovina rovnob&zna
s danou rovinou ma tvar
X—-2y+4z+d=0.
Cislo d uré¢ime z podminky, Ze bod A je bodem roviny, tedy jeho soutadnice rovnici spliuji
4-4+4+d=0.
Ztohoje d=-4.
Hledana rovnice roviny je
X—-2y+4z-4=0.

Vzéjemna poloha rovin

Dvé roviny

M¢jme dvé roviny, které maji rovnice
a;Xx+byy+ciz+d; =0,

a)Xx+by+c,z+d, =0.

Dvé riizné roviny jsou rovnobézné nebo riiznobézné.

Rovnobézné roviny nemaji zadny spolecny bod. Jejich normélové vektory jsou
rovnobézné, tedy plati,
a1 =}\,3.2,b1 =}\,b2, Cl =}\,Cz,
kde A je vhodné ¢islo.
Dvé riznobézné roviny maji spole¢nou ptimku (prasec¢nice). Odchylkou téchto rovin
rozumime ostry thel jejich normalovych vektord. Jeho kosinus se urci podle vzorce
laja, +byby + €16y

cos¢ = 2 2 2 2 2 2
\/al +b1 +C \/az +b2 +Cy

Priklad: Uréete konstantu m tak, aby roviny 7x -2y —z =0, mx+ y—3z—-1=0 byly na sebe
kolmé.
Reseni: Kolmé roviny maji na sebe kolmé normalové vektory. Jejich skalarni sou¢in se musi

10



rovnat nule.

Tm-2+3=0,
m=-1,
1
m=--—
7.

Dané roviny jsou kolmé pro m = —%.

T7i roviny

Vysetfeni vzajemné polohy tfi riznych rovin pomoci analytické geometrie souvisi s feSenim
soustavy tfi rovnic o tfech nezndmych, protoze souradnice spolecného bodu musi vyhovovat
rovnicim vSech tfech rovin. RozliSujeme tfi ptipady:

1. ma-li soustava pravé jedno feSeni, maji roviny pravé jeden spole¢ny bod (obr.1).

2. ma-li soustava nekone¢né mnoho feseni, maji roviny spole¢nou jedinou piimku (obr.2).

3. nema-li soustava feSeni, nemaji v§echny tfi roviny zadny spole¢ny bod (obr. 3a, 3b, 3c).

A_ P
~F %

obr.1. obr.2.

\V
e

obr. 3a. obr. 3b. obr. 3c.
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