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Zasady pro vypracovani:

Cilem této bakalafské prace je sezndmit se s metodou potencidld (tzv. nepfimou metodou hraniénich
elementtl) jakoZto metodou FeSeni eliptickych okrajovych tloh s tou podstatnou vyhodou, e pfi diskretizaci
dlohy se pracuje pouze se siti na hranici domény (diskretizace vnittku oblasti nenf potfeba v pFipadg, Ze nés
zajimaji pouze hrani€ni hodnoty feSent). Tato metoda hleda feSeni okrajové dlohy ve tvaru piislusného
potencidlu s nezndmou hustotou. Student, ktery si vybere toto téma pro svou bakala¥skou praci, by mél
metodu potencidl( aplikovat na Neumannovu tlohu s Laplaceovym operéatorem v roving, k diskretizaci
odvozené hranicni integralni rovnice pouZit koloka¢ni metodu a feSeni numericky realizovat v prostéedi
Matlab. Ziskané vysledky je vhodné porovnat s pfisluSnym analytickym FeSenim ulohy.

Student bude postupovat v téchto krocich:

1) Ujasnéni si pojmil vn€jsi/vnitfni Dirichletova/Neumannova/smiSend okrajové iloha s Laplaceovym
operatorem v roving.

2) Seznameni se s pojmem fundamentalniho FeSeni Laplaceova operéatoru v roviné a s tzv. vétou o
representaci, ktera tvoii zaklad metody hrani¢nich elementt.

3) Ziskani prehledu o zdkladnich vlastnostech potencildl v roviné pro pfipad Laplaceova operitoru.

4) Formulace feSeni 2D Neumannovy tlohy s Laplaceovym operatorem pomoci vhodného potencilu s
neznamou hustotou (na hranici). V ptipadg, Ze si student zvoli fesit i vnéj$i Neumannovu tilohu, je vhodné
se sezndmit s tzv. Kelvinovou transformaci, jez umozni pfevedeni FeSeni vn&j3{ dlohy na feSeni vnitini
tlohy.

5) Diskretizace pislusné hrani¢ni integrdlni rovnice koloka¢ni metodou a pouZit{ vhodné regularizace
matice tuhosti.

6) Implementace problému v Matlabu a provedeni série numerickych experimentti na konkrétnich tlohach.
7) Vypocet feSeni uvnitf oblasti pomoci ziskané numerické aproximace hustoty potencialu a srovnani
vysledki s analytickym FeSenim.

8) Nakonec je vhodné srovnat ziskané vysledky s nékterym z doménovych p¥istup(i (nap¥. s metodou siti).
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Abstrakt

Tato prace se zabyva nepfimou metodou hranin¢nich prvkd, tzv. metodou potenciald, a jeji aplikaci
pro feseni 2D vnitinich a vnéjSich Neumannovych tloh s Laplaceovym operatorem. Principem
metody je hledani feSeni ve tvaru potencialu a pieformulovani okrajového problému na zakladé
hrani¢nich vlastnosti daného potencialu na integralni rovnici, ktera je pak v této praci feSena po-
moci kolokacni metody. Pro feSeni vné&jSich uloh je navic vyuzita Kelvinova transformace, diky
které preformulujeme vnéjsi tlohu na neomezené oblasti na ulohu vnitini. Pfesnost metody je pak

e

pro vnitini i vnéjsi ulohy porovnavana s metodou siti.

Klic¢ova slova

Nepiima metoda hranic¢nich prvkid, metoda potenciall, véta o tfech potencialech, Neumannova
uloha, Laplaceova rovnice, metoda kolokace, metoda siti

Abstract

In this work the Indirect Boundary Element Method and its use in solving 2D interior and ex-
terior Neumann boundary value problem with Laplace operator is presented. Method is based on
finding the solution in the form of one of the potentials and reformulating the boundary value
problem into integral equations based on the potential boundary properties. In this work these
equations are solved using the collocation method. For exterior boundary value problem we use
the Kelvin transformation which allows us to transform the problem on unlimited domain into an
interior boundary value problem. Precision of the method is consequently compared with results
given by the Finite Diference Method for either inner and outer problems.

Key words

Indirect boundary element method, representation formula, Neumann boundary value problem,
Laplace equation, collocation method, finite difference method



Seznam pouzitych zkratek a symbolu

R mnozina vSech realnych cisel

RT mnozina v8ech kladnych realnych &isel, tj. RT := (0, +o0) C R
R™ n-rozmérny euklidovsky prostor

R™PX™ e prostor vSech realnych matic fadu n x n

N mnozina vSech pfirozenych Cisel

11 1 e euklidovskd norma v R", tj. : ||z|| := /2% + ... + 22

(55 0) euklidovsky skalarni sou¢in v R", tj.: (z;y) := z1y1 + ... + Tn¥n
U(x) e okoli bodu

O e, hranice mnoziny {2

Qe uzaveér mnoziny 2

fla zuzeni funkce f na mnozinu {2

A e, Laplacetv operator, tj.: Au(z) := g%%‘(w) +..+ gi—g(x)

Vo gradient funkce

B konec (naznaku) feSeni piikladu

O s konec ditkazu

Oabs  weeveeesirreiireeens absolutni chyba

Orel ~ eevverreeeeiiienes relativni chyba

FDM s metoda siti - Finite Diference Method
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1 Uvod

Nepiima metoda hrani¢nich prvkii (IDBEM - InDirect Boundary Element Method)[7], n¢kdy také
oznacovana jako metoda potenciald, je jednou z numerickych metod uzivanych k feSeni okra-
jovych tuloh. Piedstavuje tak moznou alternativu pro piimou metodu hrani¢nich prvkd (DBEM -
Direct Boundary Element Method)[7] nebo bézné pouzivané doménové metody, jako napi. metodu
kone¢nych prvkl (FEM - Finite Element Method)[7] nebo metodu siti (FDM - Finite Difference
Method)[5].

Oproti pfimé varianté je zde feSeni hledano ve tvaru jednoho z potenciald a k jeho vypocteni
jsou vyuzity hrani¢ni vlastnosti daného potencialu a znalost fundamentalniho feseni daného dife-
rencialniho operatoru. 2D okrajovy problém se timto zredukuje na integralni rovnice na 1D hranici
a obdobné 3D problém na integralni rovnice na 2D hranici. Oproti FEM a FDM tak vznika velka
vyhoda v tom, Ze neni tfeba diskretizovat celou oblast ale pouze jeji hranici. Pro vétsi piesnost
feSeni tak staci opét pouze jemnéjsi diskretizace hranice a ne celé oblasti. Tato vyhoda se projevi
zejména pri feSeni vnéjsich uloh, kdy se pivodni tloha na neomezené oblasti prevede (i s pomoci
Kelvinovy transformace) na problém na hranici a feseni se dopocte pouze v pozadovanych bodech.
V ptipadé FEM ¢i FDM se naproti tomu typicky diskretizuje velka ¢ast dané neomezené oblasti,
coz v ptipadé metody potencialii odpada. Vyse zminéné hrani¢ni integralni rovnice jsou v této
praci feSeny tzv. kolokacni metodou.

V kapitolach 2 a 3 se budeme vénovat harmonickym funkcim, fundamentalnimu feSeni La-
placeovy rovnice v roviné a potencialim v R?, coz jsou nezbytné znalosti potfebné k pro metodu
potencialli. Dale se v kapitole 4 seznamime s vybranymi typy vnitinich i vnéjSich okrajovych uloh,
véetné Neummanovy ulohy, ktera je hlavnim pfedmétem naseho zajmu. Jejim feSenim pomoci me-
tody potencialli se pak zabyvaji kapitoly 5 a 6. V pripadé vnéjsi Neummanovy ulohy je vyuzita
Kelvinova transformace [1], diky niZ pfevedeme ulohu na neomezené oblasti na ulohu vnitini. V
posledni kapitole jsou prezentovany vysledky provedenych numerickych experimentt.



2 Harmonické funkce a fundamentalni reSeni

Definice 2.1 (Oblast v R?)

Mnozinu Q C R? nazveme oblasti, plati-li souc¢asné, Ze () je:
1. oteviena, 4. (Vr € Q) (3U(x)): U(x) C

2. souvisla, #. libovolné dva body z ) lze spojit kiivkou leZici v ).

Definice 2.2 (Harmonické funkce v oblasti v R?)

1. Bud Q C R? omezend ' oblast. Rekneme, Ze funkce u € C?(S2) je harmonicka v €, jestlize

Au = 0v Q.
2. Bud Q C R? neomezend *oblast. Rekneme, Ze funkce u € C?(Q) je harmonické v Q, jestlize
soucasné plati:
e Nu = 0v Q)

o u = O)proz] = o0, z € O

Piiklad 2.1 Bud v : R? — R, u(z) := 1/(22 + 22), pak
(Ve e R?: [lz|| > 1) : |u(z)] = == < 1.

[l]]?
Plati tedy, ze u = O(1) pro ||z|| — oo, x € R?\ {0, 0}.
Piiklad 2.2 Bud v : R? — R, u(z) := z1 - 29, pak
1
u:O(l)pronH—>oo,erlzz{x€R2:w—>x2>0}, (1)
1
nebof Vo € Qy : |u(z)] =21 - 22 < 27 - x—ll =1
Priklad 2.3 Funkce u : R? ~— R, u(x) := 1 je harmonicka v kazdé omezené i neomezené
oblasti 2 C R2.
Priklad 2.4 Funkce u : R? +— R, u(x) := x1 - z2 je harmonicka v kazdé omezené oblasti

Q) C R2. Tato funkce je dle harmonicka napf. na neomezené oblasti €2y, ktera je definovana v (1),
aviak neni harmonick napf. na neomezené oblasti Qy := {x € R? : 2y — 1 < 29 < 21 + 1}.

'"Mnozina Q C R? je omezena, pokud existuje ¢islo ¢ € R takové, ze Vo € Q @ ||z]| < c.
*Neomezena mnozina Q C R? je takova, ktera neni omezena.
‘u= O(1)pro|jz|| > 00, 2€Q & (M >0)(IR>0)(Vz € Q: ||z]| > R) : |u(z)] < M.



Definice 2.3 (Fundamentélni feseni Laplaceovy rovnice v rovingd) Funkci U : R? x R? — R
definovanou predpisem
(@, y) L In |z -yl
U(z,y) := n ||z
Y B Yl

nazyvame fundamentalni (elementirni) FeSeni Laplaceovy rovnice v roviné .

Pozorovani 2.1 Bud y € R? libovolné pevné. Pak pro kazdé v € R? rizné od y plati
2
0?U
i

i=1

Dikaz: Bud y € R? libovolné pevné a = € R? libovolny bod riizny od . Pak plati:

1 .
Ul(z,y) = —g In /(21 — y1)2 + (22 — y2)2, proto pro i = 1, 2 méme:

ou 1 1 L 2(wi —wyi)  yi—

95 Y = o eyl 2 eyl onle—yP

o*U 0l (m ) () = 20w — ) (@ — ) 2(m —yi)? = |z — yl)?
0,7 Y = T (21— y0)? + (22 — y2)2P? T 2yl

1z —yl? 2021 —y1)? + |z — yl* — 2(22 — yp)?

Odtud pak : AxU(wvy) = _27[- HfL’ - yH2

=0.

Plati tedy, 7e pro kazdé pevné zvolené y € R? je funkce z + U(x,y) harmonicka v kazdé
omezené oblasti @ C R?\{y}. Na druhou stranu viak funkce = ++ U(x,%) neni harmonicka v
74dné neomezené oblasti R?.

Umluva 2.1 V celém textu bude nyni U znacit fundamentdlni Feseni Laplaceovy rovnice v roviné
dle definice 2.3.

*Laplaceova rovnice méa tvar Au = 0.



3 Potencialy v R?

Véta 3.1 (O tiech potencialech / O reprezentaci)
Bud' Q C R? omezend oblast s dost hladkou hranici au € C?(SY). Pak pro vsechna x € S plati

dU

du (y) U(z,y) dsy — / w(y)—(x,y) dsy.

uw(x) =— | Au(y) U(z,y)dy + -
(z) /g (v) Ulz.y) i [ g,

Dlkaz: Jedna se o klasicky vysledek, jehoz diikaz si 1ze ptecist napt. v [6], str. 15-16.

Ve véte 3.1 znaci

e n(y) ... vn&j§i jednotkovy normalovy vektor k 92 v bodé y € 092,

d . .
° d—u ... derivaci funkce u podle vné&jsi normaly.
n

V nasem pripade¢:

du dU
Ptimym vypoctem dale dostaneme, ze
U= (z —y; n(y))
dny 2l —yl*

Poznamka 3.1 Specialné pro reseni u € C?() Laplaceovy rovnice v roviné pak diky vété o
reprezentaci plati

dU

voe s ulw) = [ S0 U s, [ S u) ds,

o0 dn
Definice 3.1 (Potencialy v R?)
Bud Q C R? omezend oblast s dost hladkou hranici. Funkce v, w, p : R? — R dané predpisy

-vmw=—/'mwhwx—md%
o0
. w(z) / (1)~ In ||z — y]| ds
= — o(y)— — ,
0 dn, Y

¢ ¢(@):=— [ pinlle | dy
postupné nazyvame

e potencial jednoduché vrsvy,

e potencial dvojvrstvy,




e Newtoniiv (objemovy) potencidl.

Funkce i, 0, p : R? — R nazyvame hustoty prislusnych potencialii.

Poznamka 3.2 Vsimneme si, Ze prvni integral ve vété o reprezentaci je Newtoniiv potencial s

1 U
hustotou 2—Au, druhy integral je potencial jednoduché vrstvy s hustotou 2= dn @ treti integral
7r mdn

. ., . 1
Je potencial dvojvrstvy s hustotou 2—u
0

3.1 Potencial jednoduché vrstvy

Véta 3.2 (O vlastnostech potencialu jednoduché vrstvy)

Bud Q) C R? omezend oblast s dostatecné hladkou hranici a i € C(0SY). Pak plati, Ze
e v je spojitd funkce na R?,
e Nu=0vQivR?\Q,
o Vx € 00

d d q
5] )= i e ente) = mute) = [t~y

| @ tim G an(e) = —mnte) = [ o)l = s,

% a—0+ dn
dv dv . y ., ,
Tedy Vx € 0N : In (x) — In (z) = 2mwp(z), z cehoZ plyne, Ze potencidal v mda na OS2
int

skok v derivaci podle vnéjsi normaly vzhledem k 0.

Priklad 3.1 Necht Q := Bg(0) := {y € R? : ||y|| < R}, R >0, u(y) := 1 Vy € 99Q. Uréeme
nyni piedpis daného potencialu jednoduché vrstvy.

Z2

.Y

Obrazek 1: Oblast 2 := Br(0).



Naznak ¥eseni: Pro parametrizaci 0f) vyuzijeme transformaci do polarnich soufadnic:
y1(t) = Rcost, y2(t) = Rsint, kde t € (0, 2m),
a stejné tak bod = = (71, 22) € R?\ {(0,0)} zapiseme jako
r1 =17Tcosp, Ta =rsing, kder € RT a ¢ € (0,27).

Z definice 3.1 pak mame

2m
v(r,p) = —2/0 In(r? + R? — 2R(r cos pcost + rsin psint) ) dt.

2Rr cos(p—t)

Integral nasledné vypocteme napt. pomoci [4], str. 520, vzorec ¢. 50:

_ | —2mxRIn|lz|| pro [jz]| > R,
v(z) = { —2rRIn R pro R > ||z|| > 0. @)
R
P
Jelikoz pro z = (0,0) mame v(z) = — faBR(o) In ||ly|| dsy, = —27 R In R, mizeme vysledek

(2) dale upravit na

_ | —2nRnflz|| pro||z|| > R, 2
v(w)—{ —2rRIn R pro R > ||z||, v e R
Pro R :=1 je potencial v znazornén na obrazku 2(a). |

3.2 Potencial dvojvrstvy

Véta 3.3 (O vlastnostech potencialu dvojvrstvy)

Bud' Q C R? omezend oblast s dostatecné hladkou hranici a o € C(0)), pak plati:
o w|yq je spojita funkce,
e Aw=0vQivR?\Q,

e Vo € 00 plati:

Wint (T0) 1= Qalalcﬁxo w(z) = —mo(xg) + w(xo),
Wext (T0) :==  lim  w(x) = 7o(xg) + w(xo).
R2\Q3z—zo

Tedy Vxg € 00 : wint(T0) — Wext(xo) = —2mwo(x0). Potencidl dvojvrstvy ma tedy na OS2
skok ve funkcni hodnote.



Priklad 3.2 Necht Q := Bgr(0) := {y € R?:|jy|| < R} a R > 0 (viz obr. 1). Dale bud
o(y) =1
Yy € 09). Uréeme nyni predpis daného potencidlu dvojvrstvy.

Naznak FeSeni: Podobnég jako v ptipadé potencidlu jednoduché vrstvy vyuzijeme trans-
formaci do polarnich soufadnic

y1(t) = Rcost, y2(t) = Rsintax =rcosp, zo =rsing, kder € RT\{R}at, ¢ € (0,27).

Odtud pak

m rcos(p —t) — R
= t, k
w(r, p) R/o r2+R2—2chos(<p—t)d’ der#R A r#£0, 3

coz muzeme piepsat na soucet dvou integrali I (R, ¢) + I2(R, ), kde

T 2
N(R,¢) = Rr /27r coste 1 at—s{ iop por>1h
’ o 124+ R?—2Rrcos(p —t) R227r_’“rQ pro0 <r < R,

2m —27 R?
1 =2 pror > R
L(R, :—Rz/ dt = 5) TR ;
2(R. ) o 124+ R?>—2Rrcos(p —t) —;%gjfjj pro0 <r < R.
Plati tedy:
o [[z|[>R: L +1=0,
e 0<|lz|]|]<R: I +I,=—2m,
—uy i
o |lz|]|=0: w(0,0) :/ %dsy = -2,
dBR(0) [yl
2T
R(cos(p —t) —1)
=R: =R dt = —
o [l / 2R2(1 — cos( —1)) ™
odtud
0 pro ||z|| > R,
w(z) =< —2m pro|z|| <R, z€R>
—m  prollz||=R
Pro R := 1 je potencial w znazornén na obrazku 2(b). |

3.3 Newtoniiv potencial

Véta 3.4 (O vlastnostech Newtonova (objemového) potencialu)

Bud Q) C R? omezend oblast s dostatecné hladkou hranici a p € C(SQ), pak plati:

e p € CHR?),

Vyjadieno pomoci [4], str. 520, vzorec &. 39.



e Np=0naR?\ Q.

Piiklad 3.3 Necht Q := Br(0) := {y € R? : ||y|| < R} a R > 0 (vizobr. 1) ap(y) := 1Vy €
0f€). Ureme nyni predpis daného Newtonova potencialu.

Naznak reSeni: Pfivypoctu pouzijeme velmi podobny postup jako v piipadé potencialu
jednoduché vrstvy. Po transformaci do polarnich soufadnic

y1(r,t) = rcost, ya(r,t) =rsint ax; = acos?y, ro = asin-y,

kder € (0,R), « € R" at,y € (0,27),

a s vyuzitim [4], str. 520, vzorec ¢. 50 dostavame

R 27
pla,y) = / r { 3 / In(a? + r* — 2racos(y — t))dt |dr =
0 0

B —7mRZ2Ina proa > R,
N —szlnR+M pro0 < a < R.

Specialné pro z = (0, 0) plati, Ze

2 R R 7TR2
90(0,0):—/ </ rlnrdr) dt:—277/ rlnrdr=-7R*’In R+ ——,
0 0 0

2
a proto
—7R2In ||z|| pro ||z|| > R,
T) = _ - r € R?,
o) { —ﬂR2lnR+M pro ||z|| < R,
Pro R := 1 je potencial ¢ znazornén na obr. 2(c). |

0 0
w(la])

-1

-2
-2
-4 CED "
-6 -4
-5

-8
-6

-10

1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Il Il Il

Obrazek 2: Potencial jednoduché vrstvy (a), potencial dvojvrstvy (b), Newtoniiv potencial (¢) pro
jednotkové hustoty a 2 := B;(0).



4 Okrajové ulohy s Poissonovou rovnici

Bud’ Q C R? omezen4 oblast s dost hladkou hranici. Uvazujme Poissonovou rovnici

~Au=fvQ, feC),

a n¢jakou z nasledujicich okrajovych podminek na hranici:

Dirichletova:
u=gnadfd, g e C(ON), 4)
Neumannova:
du _ hna 99, h € C(09), Q)
dn
Newtonova:
du a, B € C(00)
au—i_%—ﬁnaag’a;éOnaaQ , (6)
smiSena:

. dU_ @#HC@Q I'Tul'y = 09 gGC’(I‘l)
u—gnaflag—hnafg,kde@#PQC({)Q, Iy ATy = 0 aheC(Fg)' (7

Vnitini okrajovou ulohou s Poissonovou rovnici tedy budeme rozumét tilohu ve tvaru

—Au= fvQ,
jedna z okrajovych podminek (4) - (7).

Uvazujme dale Poissonovou rovnici
~Au=fvR*\Q, feCR?*\Q),

a tzv. radia¢ni podminku®, napt. u = O(1) pro ||z|| — oc’.

Vnéjsi okrajovou ulohou s Poissonovou rovnici pak budeme rozumét tlohu ve tvaru

—Au=fvR?\Q,
jedna z okrajovych podminek (4) - (7), ®
predepsana radia¢ni podminka.

Pro jednoduchost ted na chvili uvazujme pouze vnitini okrajovou tlohu. Casto je vyhodné,
aby zadani okrajové ulohy obsahovalo misto Poissonovy rovnice rovnici Laplaceovu. V takovych
ptipadech pak feSeni dané ulohy hleddme ve tvaru u = u, + v, kde u,, je tzv. partikularni feseni, z
¢ehoz plyne, ze —Au, = fv Q. Tedy f = —Au = —Au,—Avaodtud pak —Av = f+Au, =
0 v €. Podobné prevedeme i pfislusnou okrajovou podminku:

®Radia¢ni podminka klade uréité omezeni na ,chovani funkce v co™.
"V tomto ptipadé mame na mysli, ze (AIM > 0)(3R > 0)(Vz € R? : ||z|| > R) : |u(z)] < M.

8V tomto ptipadé n znati vngjsi jednotkovy normalovy vektor k hranici oblasti R? \ Q.
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e Dirichletova: u = gna 02 = u, +v =gnad) = v =g — uy, na .

cdu d(up+v) dv duy,
e Neumannova: g = hna dQ) = =% — =hnadf) = 5> =h— 3> nadq.

duyp

° Newtonova:au+§—z:,3na8§2:> aup +av+ +%=ﬁn389 == 0‘“"‘%:
:ﬂ—aup—%naﬁfl.

Pokud se jedna o smiSenou okrajovou tlohu, pievedeme okrajovou podminku na kazdé z ¢asti
I" dle vySe zminénych pravidel. Pii pfevodu vnéjSich tloh pak musi partikularni feseni u,, spliiovat
i zadanou radia¢ni podminku.

4.1 Fyzikalni interpretace

Pro leps$i predstavu budeme vyznam okrajovych tloh demonstrovat na nasledujicim fyzikalnim
problému (vice lze najit napt. v [3]). Uvazujme tenkou® desku tvaru €, z obou ,boénich® stran
dokonale odizolovanou tepelnou izolaci (viz obr. 3). Pfedpokladejme, Ze je vyrobena z homo-
genniho’, isotropniho!® materialu s koeficientem tepelné vodivosti 1 a nejsou zde pfitomny zadné
vnitini zdroje tepla (vzniklé napi. chemickou reakci, protékanim elektrického proudu apod).

tepelna izolace
mmm tenka deska

Obrazek 3: Z bocnich stran tepelné odizolovana tenka deska.

Vnitini okrajova tloha

Au=0 v§,
d—u:h nal =00
dn

pak popisuje stacionarni (ustalené) vedeni tepla v této desce. Funkce u ma pak vyznam teploty

desky v daném bod¢. Vymeéna tepla mize probihat pouze pies hrany desky a je dana hodnotami
S—Z =h (—3—2 ma pak vyznam tepelného toku''). Je-li h = 0, pak na dané &isti I' k vyméng

nedochazi (napf. diky dodate¢né tepelné izolaci). Je-li h > 0 (resp. h < 0) na casti I, pak je na
prislusné ¢asti hranice deska ohfivana (resp. ochlazovana), viz. obr. 4.

8Tlousfka desky je zanedbatelna vzhledem k jejim ostatnim rozmérim.
Tepelna vodivost nezavisi na poloze v desce.

1%Tepeln4 vodivost nezavisi na sméru.

""Mnozstvi tepla, které protete prifezem desky za jednotku asu.
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h>0 Il teplo je dodavano
rd I teplo je odniméno
h>0 dodatecna tepelna izolace
e
i h <0

Obrazek 4: Stacionarni vedeni tepla v tenké desce.

Pro vné&jsi ulohu bychom mohli uvazovat podobnou interpretaci s tim, ze hranice I" by piedstavo-
vala okraj zafizeni pro regulaci teploty, kterym by do okolniho homogenniho, isotropniho prostiedi
salalo (resp. bylo odebirano) teplo. V nasem piipad¢ by vSak op€t muselo platit, Ze do tepelné
vymény nezasahuji zadné jiné podnéty, které by mély vliv na ohiivani (resp. ochlazovani) vzdu-
chu.
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5 Metoda potencidlii pro vnitini Neumannovu ulohu s Laplaceovou
rovnici

Bud ©Q C R? omezend oblast s dost hladkou hranici a h € C(92). Uvazujme vnitini tlohu s
Laplaceovou rovnici

Au=0 v,
%:h na 0f2. (8)
dn

Reseni tlohy (8) budeme hledat ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy, tj.

u(x) = —/ w(y) In ||z — y||ds,, =€ Q.
o0

Z véty 3.2 vime, ze pro vSechna x € 0f) plati

du d
G| @ =mu) = [ g il = ias,
a proto

d
) = (o) = [ o) 5 lle = yllds,, @ € o0 o)

Nutnou a zaroven postacujici podminkou fesitelnosti tlohy (8) je, aby / h ds = 0. Toto
o0N

feSeni je jednoznacné az na aditivni konstatntu a je dano vztahem

ul(w) = - /a )l = gllds,. « €0

kde hustota p je feSenim rovnice (9).

5.1 Vypocet hustoty pomoci koloka¢ni metody

Rovnici (9) budeme piiblizné feSit tzv. kolokaéni metodou. Hranici 92 nahradime systémem
tsecek {I';}!" ;. Oznaéme pomoci z; a z;11 koncové uzly dilku I'; a pomoci z; stfed dilku I';,

tzn. x; = Zﬁ%, i=1,...,n—1,az, = 2 viz obr. 5. Oblast Q tedy nahradime
mnohouthelnikem, jehoz hranice je tvofena useCkami I';.
Platnost (9) pak budeme pozadovat ve vSech bodech x;, : = 1,...,n, tzn.

d .
) = ma) — [ )t = wlldsy, i =L,
o0 Ng

kde
(z; — y; n(z;))

d
e = ol = e
(2

dng,

13



Obrazek 5: Diskretizace hranice oblasti €.

Dale budeme piedpokladat, Ze i je konstantni na kazdém dilku T';, tj. p(y) = p; = konst.
pro kazdé y € I';. Vysledny systém linearnich rovnic tedy vypada nésledovne:

n

h(wi)zﬂ,ui—Zuj/ wdsy7 i=1,...,n.

219 Jo i — P
Maticove pak
(7] — A)p = h, (10)
kde

. <$z‘ —Y; n(%’))
Ali,j] = a;; = = ~—"ds,, AeR™",
i) =y = [

h[i] = h(z;), heR™,

J

a I znaci jednotkovou matici fadu n. VyfeSenim soustavy (10) pak ziskame piiblizné feSeni rov-

nice (9).

5.2 Vydisleni matice soustavy

Ukazme nyni, jak v soustavé (10) vy¢islit matici A, jejiz prvky jsou dany vztahem

ai]:/ wdsy, ii=1,...,n. (11)
r, @ =yl

Je ziejmé, ze pokud budou vektory x; — y a n(z;) navzajem kolmé, tedy I'; a I'; budou lezet v

jedné piimce, bude platit
0
Qi; = ——ds, = 0.
Y /rj |z — g2
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Pro ziskani zbylych prvki parametrizujeme jednotlivé dilky I'; s krajnimi uzly z; a z;41 po-
moci
y(t) =tz + (1 —t)z;, t€(0,1),

a z definice ktivkového integralu dostavame

a0 1Al ! (a;m5) +t (B;14) da (12)

T Nz =zl Jo llal? 42t (o; 8) +2)|8)12
=J

kde
o= T; — Zj, ,8 = Zj — Zj+1
a n; zna¢i vnéjsi (ne nutné jednotkovy) normalovy vektor ke I';, dany vztahem
1 = (biy1 — bi, a; — ait1),
kde a;, b; znadi soufadnice uzlu z;, tzn. z; = (a;,b;) @ zi+1 = (@11, biy1). Zaved me navic
~ ~ 2 2
K :={o;n;), L:=(B;n;), M :=|af|?, N :={(e; 8) a O :=||5]|°.
Integral ze vztahu (12) tak mtizeme piepsat jako

1
S K+tL
o M +2Nt+O#

a po vypoctu, napi. s pomoci symbolické knihovny MATLABu, dostavime, Ze

1 L M +2N + O N+O
- - (£ _ N2 et T _ Y
. J_Om<2\/MO N2In i + (KO —LN) <arctg\/m
— arctgﬁ)) pro N? £ MO,
JoWM-KVO L, K L VM+VO o s
OWM++0O) O MO O VM

_LYM+KvVO L K L. VM-+vO o
. J—m—a—m%—alnwpro]\f— vMO.

Vsimnéme si, ze pokud je oblast € konvexni 2, pak vzdy plati, ze N2 # MO, tj. | (o; B) | #
lla|l|| 8] (nezapomenime, Ze jsme v situaci, kdy I'; a I'j nelezi v jedné piimce).

2Oblast  je konvexni, pokud pro kazdou dvojici bodii a,b € Q at € (0,1) plati, ze at + b(1 — t) € Q.
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5.3 Dopocteni iFeSeni ulohy pomoci znamé hustoty

Z uvodu kapitoly 5 vime, Ze feSeni ulohy (8) hledame ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy. K
dispozici jiz mame ptiblizné hodnoty hustoty potencialu na jednotlivych dilcich I';, tedy

u(z) = — Zuj/r In||z — y||dsy, =€ Q. (13)
=t L

=:1;(x)

Za pomoci stejné parametrizace UseCek I';, jako v podkapitole 5.2, a znaCeni
a=x—zjaf =2z —zjy1
muzeme integral ze vztahu (13) pfepsat jako
pe) = 250 [angag? 1 2103 + 21917t

e Vpfipadg, ze x € I';, pak

Ii(z) = { 18]I (I [|B]| = 1) pro |lal| =0 V ||laf| = ||58]],
’ lled| (I ledl| = 1) + (18] = [l ) (n([[B]] = [la) = 1) jinak.

e Pro piipad, Zze x € 2, zaved me navic néasledujici znacent:

P:=af?, Q= (), R:=|BII?a S :=zj4+1 — 2l

a prepiSme integral /;(z) jako

1
I(z) = g /0 In(P + 2Qt + Rt*)dt.

Odtud pak, napt. za pomoci symbolické knihovny MATLABu, dostavame, ze

¢ 1) = g (Q+ AP +20+ B) 2R - QP+ zm<arctg1% .
0

VPR — Q?
o [i(x)= S<<\/]_D+1>(ln(\/ﬁ+\/ﬁ) —-1)— \/ﬁ(lnP—2)> pro @ = VPR,

— arctg

}) oot 4om

VR 2VR
. Ij(w):S(<—%+l>(ln(\/ﬁ—\/§)—l)+%> pro Q@ = —VPR.

Opét si v§imnéme, Ze pokud je €2 konvexni, pak vzdy plati Q® # PR, tj. | (o; 8) | # ||| 8]l
(nezapomenme, ze jsme v situaci, kdy z nelezi na 0f2).
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6 ReSeni vnéjSi Neumannovy ulohy s Laplaceovou rovnici

Z kapitoly 4 vime, ze vnéjsi Neumannovou tlohou s Laplaceovou rovnici rozumime tlohu ve
tvaru
Au=0vR?\Q,
predepsana okrajova podminka, (14)
predepsana radia¢ni podminka,

kde €2 je omezena oblast s dost hladkou hranici. Je ziejmé, Ze v tomto pfipadé nemizeme piimo
aplikovat metodu potencialli jako v piipad€ vnitini ulohy, jelikoz pracujeme na neomezené ob-
lasti, na které nelze zajistit splnéni radia¢ni podminky, ktera by omezovala potencial jednoduché
vrstvy v nekoneCnu. Nejprve tedy bude tfeba tilohu vhodné pieformulovat. K tomu vyuzijeme
tzv. Kelvinovu transformaci, diky niz pretransformujeme neomezenou oblast R? \ Q na oblast
omezenou a preformulujeme tlohu (14) tak, ze budeme schopni ziskat jeji feseni pomoci metody
potencialt.

V této kapitole popiseme Kelvinovu transformaci jen velmi stru¢n&, nebof pro nae potieby je
jiz vyCerpavajicim zptisobem popsana v [8], popt. [1].

6.1 Strucné o Kelvinové transformaci

Nechfﬁ Q; C R? je omezen4 oblast s dostateéné hladkou hranici obsahujici pocatek (0,0) a €2, :=
R?\ ;. Uvazujme transformaci 7 : R?\ {(0,0)} — R2\ {(0,0)} definovanou jako

r(e,y) = (€)= 5 (0y), Ti= VR,

Pro kazdou funkci u € C(€.) definujeme funkci @ tak, Ze

a(§,n) = i(r(z,y)) = u(z,y) V(z,y) € L.
Funkci 4 pak nazyvame Kelvinovou transformaci funkce .
Vsimnéme si, Ze plati:
e 7(x,y) lezi na polopiimce vychazejici z pocatku (0, 0) a prochazejici bodem (z, y),
e lze ukazat, ze ||7(z,y)|| = L V(z,y) € R?\ {(0,0)}, viz obr. 6,
e lze ukazat, ze 7(7(x,y)) = (z,y) V(z,y) € R2\ {(0,0)}, §. 771 =7,

e 7 zobrazuje {2, na omezenou oblast.

6.2 Pievod vnéjsi Neumannovy ulohy na vnitini

Jak jiz bylo zmin€no, nasim cilem je ptrevést vn€jsi Neumannovu ulohu s Laplaceovou rovnici na
ulohu vnitini. Tohoto docilime nasledovné

Au=0 vQ, Ai=0 v (),
du SN da 1
5= h na ., %(E,n) = ﬁh(T(E,n)) pro (§,1m) € 7(09),
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r<l ) r>1

Obrazek 6: Kelvinova transformace.

kde 6 := /&2 +n? a 7 znadi vngjsi jednotkovy normalovy vektor k hranici 7(€2.). Podrobny
popis toho, jak odvodit vztahy mezi Au a Au a g—;‘l a % 1ze najit napft. v [8], str. 18-21 nebo v [1].

Soucasti zadani vn&jsi okrajové ulohy je i radiacni podminka ,,omezujici funkci v nekone¢nu.
Vime, ze s rostouci normou, se pii Kelvinové transformaci obrazy postupné priblizuji k pocatku
(pro ||z|| > 1). MZeme si predstavit, Ze obrazem nekonec¢na tak bude pocatek a hodnota ,ome-

zujici* funkci v nekone¢nu bude pfimo hodnota v pocatku:
1 T
u(x) =0 <|| ||> pro ||z|| = c0c — u(0,0) = 0.
x

Lze ukézat (viz [1], str. 529-530), Ze podminka FeSitelnosti

/ hds=0 (15)
O

implikuje fT(aﬁe) 6%]1(7’(5 ,m))ds = 0, a proto je transformovana vné&jsi uloha za podminky (15)
(viz ivod kapitoly 5) jednoznacné feSitelna.

Poté co zname teSeni @ transformované ulohy, ziskame feseni v nasi pivodni ulohy ,zpétnou™
transformaci

(z,y) — (&), u(z,y) = a(&,n).
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7 Numerické experimenty

V této kapitole budeme porovnavat piiblizna feSeni pro vnitini i vnéjsi okrajové ulohy ziskana po-
moci metody potenciali a metody siti s prislusSnymi analytickymi feSenimi. Jako métitka vyuzijeme
tzv. absolutni a relativni chyby definované jako

[ — tey]]

5abs = ‘u - uex’ a 5rel = ||u ||
ex

)
kde u ptedstavuje vektor numerického feseni v danych uzlech ziskany nékterou z vyse zminénych
metod a ue; pak uzlové hodnoty analytického feSeni. Jelikoz feSeni vnitini Neummanovy ulohy
neni jednozna¢né, jsou hodnoty wu., uzlové hodnoty jednoho zvolené¢ho analytického feSeni. Ab-
solutni chybu .55 chapeme jako vektor uzlovych absolutnich odchylek piiblizného a piesného
feSeni.

Poznamenejme jesté, Zze v kapitole 4 jsme po funkcich definujici okrajové podminky chtéli,
aby byly spojité na dané ¢asti hranice. Ulohy vSak maji dobry smysl i v pfipadech, Ze funkce
definujici okrajovou podminku je nespojita. Tyto se objevuji i v nasich experimentech.

Veskera implementace byla provedena v MATLABu a vSechny soustavy linearnich rovnic jsou
ve vSech nasledujicich ulohach feseny primym fesicem, konkrétné Gaussovou eliminaci pomoci
zpétného lomitka.

7.1 Strucné o metodé siti (FDM)

Principem FDM je pokryti dané omezené oblasti vhodnou siti uzli a nahrazeni derivaci diferen-
cemi v téchto uzlech, ¢imz se dany okrajovy problém pievede na feseni soustavy linearnich rovnic.

Ukazme nyni pouze stru¢né, jak aproximovat derivace v jednotlivych uzlech s tim, ze se
omezime pouze na vnitini Neumannovu okrajovou ulohu s Laplaceovou rovnici na ctvercové ob-
lasti 0, tzn. sit bude pravidelna a ,rovnob&zna“ (viz obr. 7(a)) se souradnymi osami. Podrobny
popis i dalsi informace o FDM pak lze najit napt. v [5], str. 507.

1. Nahrazeni druhé derivace diferenci
Oznalme jednotlivé uzly sité z; ; a nechf h zna¢i vzdalenost mezi sousednimi uzly - krok.
Druhou derivaci nahradime diferenci:

f//(x)%f(w_h)_zj;(zx)""f(x—i_h)_m

Ozna¢me pro jednoduchost (viz téZ obr. 7(a))

e ve sméru OSy I'q: Uj,j = U(l’@j), Uj—1,5 = u(mi_l,j) a Ui41,5 = u(miﬂ,j),

e ve Smeru osy xa: wi; = w(x; ), Uij—1 = w(xi ;1) a1 = w(z;ji1).

Odtud pak
o%u &u Uintg = 2 Uiy Uit~ 2y F Ui
Au(z; ;) = 8—36%(38”) + 8—363(%]) ~ 2 T h? -
1
= ﬁ (ui—Lj + Uig1,5 + Ui j—1 + Ugj+1 — 4Ui,j) :

3Rad nahrazeni je O(h?).
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2. Aproximace Neumannovy podminky
K aproximaci normalovych derivaci na hranici vyuzijme tzv. dopiedné a zpétné diference

f,(x)%f(w—i—h}z_f(x) af’(x) f(x)_i(x_h)7l4

Q

kterymi zjistime priblizné hodnoty parcialnich derivaci v daném uzlu. Vzhledem k tomu, ze
je naSe sif ,yovnob&zna“ se soufadnymi osami, dostavame tak pfimo hodnoty normélovych
derivaci, avSak zatim ne nutné se spravnym znaménkem. Pomoci vztahu

du ) B 2. [ Ou ‘
@) = (T = 3 (5 @) nito)).

e

kde n(z) = (n1(z),n2(x)) znali vn&jsi jednotkovy normalovy vektor k hranici v daném
bod¢ x, jiz dostaneme normalové derivace ve spravném tvaru (viz obr. 7(b)), tj.

. j_Z(wiJ) ~ w proz; ; € Iy,
¢ ol ~ " oy € T,
. %(:ﬂ”) ~ Lhu"lﬂ pro z; j € I's,
o pulmig) & M o e

Jedinym problémem pak ziistavaji rohové uzly Ctverce, ve kterych normalova derivace ne-
existuje. Tyto uzly proto pfi vypoctu neuvazujeme.

o du _ Ou
Li,j+1 dn = Ozo
I'
. . du __ ou du _ Ou
Titlj g = w2 sl @ = a2,
Iy
T2
du _ _ Ou
dn — Ozo
T (a) T (b)

Obrazek 7: Indexace (a) a vypocet normalovych derivaci (b).

FDM je zna¢né omezena tvarem (resp. slozitosti) dané oblasti, kterou je tfeba pokryt. V nasich
experimentech s vnitini Neumannovou tlohou se proto omezime pouze na ¢tvercové oblasti, které
pokryjeme pravidelnou siti.

'4Rad obou nahrazeni je O(h).
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7.2  Vnitini Neumannova iloha

Pro to, abychom mohli porovnavat presnost feseni ziskaného pomoci metody potenciadli s piesnosti
feseni ziskaného metodou siti, je tfeba danou hranici/oblast adekvatné diskretizovat. Toho docilime
tak, ze stejny krok h, ktery pouzijeme pro diskretizaci hranice v metod¢€ potencali, poté pouzijeme
i jako krok pravidelné sité pouzité pro metodu siti, viz obr. 8. V piipadé metody potencialli pak
pouzijeme pro dopocteni feSeni z vypoctené hustoty potencidlu uvniti stejné uzly jako v ptipadé
metody siti.

h
T
¢ ! o uzly pro vypocteni feSeni
¢ < o diskretizace hranice
b ® o vyloucené rohové uzly
(a) (b) ()

Obrazek 8: Priklad diskretizace ctvercové oblasti pro metodu siti (a), diskretizace hranice
Ctvercové oblasti pro metodu potencialii (b) a uzly pro dopocteni feSeni metodou potenciali (c).

Jelikoz feseni vnitini Neumannovy ulohy neni jednozna¢né, musime u obou metod dodat vhod-
nou regularizacni podminku. Navic, aby naSe porovnani bylo korektni, je nutné¢, abychom u obou
metod volili stejné presné partikularni feSeni. Pro metodu siti pouzivame regulariza¢ni podminku
fQ u = 0 a pro metodu potenciald volime |, o0 = 0. NaSe experimenty jsou voleny tak, ze ob&
tyto regularizace davaji stejné presné feSeni.

Vhitini tlohy budeme uvazovat na &tvercové oblasti  := (—2,2)2, viz obr. 9.

2
I'y 2

2 T,

Obrazek 9: Oblast € a ¢asti jeji hranice.
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Uvazujme nasledujici vnitini Neumannovu tlohu

Au=0vQ:=(-2,2)2

—2x9 pro (z1,z9) € 'y,
du —2x1 pro (z1,x2) € 'y, (16)
— (21, 22) =
dn 211 pro (z1,x2) € I's,

219 pro (z1,x2) € I'y.

Lze ukézat, Zze analytickym feSenim (16) je funce ey c(21,22) = 2?2 —ai+c, ceRV
obou piipadech maji regularizované ulohy feSeni u., 0. ReSeni a piislusné absolutni chyby pro
diskretizaci hranice 128 uzly lze vidét na obrazcich 10 a 11, relativni chyby pak uvadi tabulka 1.

X2 -2 -2

X1

Obrazek 10: Reseni ulohy (16) pomoci metody potencialid (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

0.2
0.15
x5 01

0.05

X2 -2 -2

X, X2 -2 -2

Xy

Obrazek 11: Reseni tlohy (16) pomoci metody siti (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

22



Uzl na hranici | Uzl celkem | d,.; (metoda potenciali) | d,¢; (metoda siti)
64 285 9,738-10~% 6,667-10~2
128 1085 2,308-10~% 3,226-1072
256 4221 5,453-107° 1,587-10~2
512 16637 1,297-107° 7,874-1073

Tabulka 1: Relativni chyby

Pocet uzli na hranici v tabulce 1 odpovida poctu uzll na hranici véetné rohovych uzli vylouc¢enych
pii FDM! a pocet uzlii celkem pak odpovida po&tu uzli, ve kterych je obéma metodami vypoéteno
feseni 1%, viz obr. 8 (a) a (c).

Uvazujme dale ulohu

Au=0vQ:=(-2,2)2,

—6x3 + 602223 — 30z w2 pro (z1,22) € Ty,
du —30z124 + 602323 — 627 pro (z1,22) € Ty, (7)
ﬁ(wl’ 72) = 30x125 — 602323 + 625 pro (w1, 29) € I,
6363 — 60%%%% + 3096‘11352 pro (z1,x2) € I'y.
Lze ukazat, 7e analytickym feSenim ulohy (17) je funkce uey o(71,72) = 2§ — 15723 +

152324 — 25 + ¢, kde ¢ € R. V obou piipadech maji regularizované tilohy feseni e o.
Na obrazcich 12 a 13 vidime feSeni jednotlivymi metodami a pfislusné absolutni chyby pfi
diskretizaci hranice 128 uzly. Relativni chybu pro rizné diskretizace pak uvadi tabulka 2.

300
200
100
X3 0
-1004

-200

-300.
2

Obrazek 12: Reseni ulohy (17) pomoci metody potenciald (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

Uzl na hranici | Uzl celkem | d,¢; (metoda potenciali) | d,¢; (metoda siti)
64 285 1,487-10~2 2,853-1071
128 1085 3,679-1073 1,322:107 1
256 4221 9,006-10~* 6,382-1072
512 16637 2,212-107% 3,137-1072

Tabulka 2: Relativni chyby

15Stejného vyznamu budeme uzivat i v nasledujicich tabulkéch.
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Obrazek 13: Reseni ulohy (17) pomoci metody siti (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

7.3 Vnéjsi Neummanova uloha

Pro feseni uloh metodou siti nebude v této podkapitole vyuzita Kelvinova transformace. Postupu-
jeme tak, Ze z dané neomezené oblasti {2 vyjmeme Cast obsahujici hranici a jeji dostatecné velké
okoli. Dostaneme tak omezenou oblast a na takto nove vzniklé hranici predepiSeme vhodnou Ne-
umannovu podminku.

V nasledujicich ptikladech definujeme 2 := R? \ (—2,2)2 a pro metodu siti pak ¢ast ' :=
(—10,10)% \ (—2,2)2, viz obr. 14.

X
;s 1o
Q’
2
2 I's 10 1
210 T, 2
2T,
g Iy
210 T's

Obrazek 14: Cast oblasti Q uvazovana pro metodu siti.

Pro srovnani pfesnosti obou metod je opét tieba oblast €2 a jeji hranici vhodné diskretizovat,
stejné jako v ptipad€ vnitini ulohy, viz obr. 15.
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(a) (b) ©)

o uzly pro vypocteni feseni
e diskretizace hranice

e vyloucené rohové uzly

Obrazek 15: Piiklad diskretizace vnéjsi oblasti pro metodu siti (a), uzly pro dopocteni feseni me-
todou potenciald (b) a diskretizace hranice pro metodu potenciald (c).

P#i metod€ potenciali a Kelvinové transformaci nam v nasledujicich vnéjsich tlohach dané
radiaéni podminky ,ukotvi® feSeni tak, ze u(0,0) = 0. Pfi metod¢ siti a ofiznuti ptivodni oblasti
Q2 pouzijeme v nasledujicich ulohach regularizaé¢ni podminku fQ, u =0.

Tvar pretransformované hranice oblasti {2 pro metodu potenciali pak pro nazornost uvadi obr.
16. Obrazek slouzi pouze pro ilustraci. Transformovanou hranici neni tieba znat, transformace
mize byt implementovana uvnitf metody, staci tak tedy znat pouze ,tvar“ pivodni neomezené
oblasti.

25 . . . : :
06

2

1.5 1 o4

1
02

05

0 0

-05
-02

-1

15 -0.4

-2
-06

-25 :

-2 -1 0 1 2 -06 -04 -02 0 02 04 06

Obrazek 16: Transformace 0€) (vlevo - pivodni, vpravo - transformovana).
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Uvazujme tlohu

z3)/||z||* prox =
—2x1a /|||

2x120/||z|*

z3)/|l=|I* proz =

Au=0vQ:=R?\ (-2,2)2

(:L'l,ZL'Q) S Fl,

proz = (x1,x2) € I'y,

proz = (x1,x2) € I's, (18)
(z1,72) € Iy,

u=0 <ﬁ) pro ||z|| — oo.

Lze ukizat, Ze analytickym feSenim (18) je funkce ue,(x) := xo/||z||?. Pro to, abychom na
tuto tlohu mohli aplikovat metodu siti, je tieba definovat vhodnou Neumannovu podminku na

casti U§:5I‘Z- (viz obr. 14), volme

u
n =0na U28:5 FZ

a pro feSeni metodou potenciali ulohu prevést pomoci Kelvinovy transformace na tlohu vnitini.
Dle podkapitoly 6.2 tedy dostavame transformovanou ulohu ve tvaru

At =0vT7(9),

(n? — )/l pro(
=2n&/|I(&,n]*  pro(
O = ae/len? o (s,
(

& =n)/lIEn)* pro (&,

a(0,0) = 0.

Reseni a piisluné absolutni chyby pro dikretizaci &asti hranice UleI‘Z- 32 uzly lze vidét na
obrazcich 17 a 18, relativni chyby pak uvadi tabulka 3.

Obrazek 17: Reseni ulohy (18) pomoci metody potenciali (vlevo), absolutni chyba (vpravo).



0.2

X2

X1

Obrazek 18: Reseni ulohy (18) pomoci metody siti (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

Uzl na hranici | Uzl celkem | d,; (metoda potenciali) | d,¢; (metoda siti)
32 1624 7,384-1072 7,895-10~1
64 6328 4,324.10~2 6,296-1071
128 24952 2,366-10~2 5,632-1071

Tabulka 3: Relativni chyby

Uvazujme dale ulohu

Au=0vQ:=R2\(-2,2)2,

z9(32% — 23)/(2||z]|°)  prox = (z1,22) € Ty,

du —x1(2% — 323)/(2||z[|®) proz = (21,22) € I,

@ =0 (22 - 322)/2)2]|°)  prow = (x1,70) € Ty, (19)
—22(323 — 23)/(2||z[|®) proz = (21,22) € [y,

u=0 (”;”2) pro ||z]| — oo.
Lze ukazat, Ze analytickym feSenim (19) je funkce ue, () := (23 — x3)/(4]|z||*). Pro feSeni
metodou siti opét volme, ze
d
£ = 0Ona U§:5 I

a pro feSeni metodou potenciald preved me tlohu (19) na vnitfni alohu
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n(3&* —n?)/lIE nI*) pro (&,n) € T(T1),
di EBn* — &)/l nI?) pro(&,n) € T(Ty),
&MY a@ - 3R)/elEnl?) pro(En) e r(Ts),
n(n® —3&2)/lIEmI?) pro (&n) € 7(T4),

@(0,0) = 0.

Reseni a prisluiné absolutni chyby pro diskretizaci &asti hranice UleI‘Z- 32 uzly lze vidét na
obrazcich 19 a 20, relativni chyby pak v tabulce 4.

0.1 0.01+
0.05
X3

-0.05

X1 X2

Obrazek 19: Reseni ulohy (19) pomoci metody potenciald (vlevo), absolutni chyba (vpravo).

0.025+
0.1+

0.02
0.05

0.0154

X3 0 =g

-0.054

0.1l o ) : e -10
~i0

Obrazek 20: Reseni ulohy (19) pomoci metody siti (vlevo), absolutni chyba (vpravo).
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32 1624 1,197-10~1 3,028-10!
64 6328 6,420-102 1,687-10~!
128 24952 3,391-102 1,162:10~!

Tabulka 4: Relativni chyby

29




8 Zavér

V této praci jsme se zabyvali nepfimou metodou hranin¢nich prvkd, tzv. metodou potenciald, jez je
jednou z moznych alternativ k ptimé metodé hrani¢nich prvkl nebo bézn¢ uzivanym doménovym
pristuptim pro feseni okrajovych uloh, jako napt. metod¢ konecnych prvki nebo metode siti.

Postupné jsme si predstavili fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice v roving, vétu o repre-
zentaci a predeviim jednotlivé potencialy v R?, jez jsou nezbytné pro metodu potenciali. Dale
jsme se sezndmili s problematikou vnitinich a vnéjSich okrajovych tloh a vybranymi typy okra-
jovych podminek, vcetné Neumannovy okrajové ulohy s Laplaceovym operatorem, ktera byla v
této praci hlavnim predmétem naseho zdjmu. Pro lepsi pochopeni jsme fyzikalni vyznam této
ulohy demonstrovali na stacionarnim vedeni tepla v tenké desce. Pro feSeni vné&jSich tloh jsme
pouzili Kelvinovu transformaci, diky niz jsme schopni prevést vnéjsi lohu na neomezené oblasti
na ulohu vnitfni.

Pfesnost metody potencidlii jsme porovnavali s metodou siti. Z vysledkd prezentovanych v
posledni kapitole vidime, ze jak pro vnitini tak pro vné&jsi tlohy jsou vysledky ziskané pomoci me-
tody potenciald daleko piesné€jsi nez v ptipadé metody siti. Navic vime, Ze pro piipadné zpiesnéni
vysledkl metody siti by bylo tieba provést jemnéjsi diskretizaci celé oblasti, zatimco v piipad¢ me-
tody potenciali bychom si vystacili pouze s jemnéjsi diskretizaci hranice, z ¢ehoZz prameni jedna
z nejvetsich vyhod metody potenciali a metody hrani¢nich prvk.
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