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Abstrakt

Tato práce se zabývá nepřı́mou metodou hraninčnı́ch prvků, tzv. metodou potenciálů, a jejı́ aplikacı́

pro řešenı́ 2D vnitřnı́ch a vnějšı́ch Neumannových úloh s Laplaceovým operátorem. Principem

metody je hledánı́ řešenı́ ve tvaru potenciálu a přeformulovánı́ okrajového problému na základě

hraničnı́ch vlastnostı́ daného potenciálu na integrálnı́ rovnici, která je pak v této práci řešena po-

mocı́ kolokačnı́ metody. Pro řešenı́ vnějšı́ch úloh je navı́c využita Kelvinova transformace, dı́ky

které přeformulujeme vnějšı́ úlohu na neomezené oblasti na úlohu vnitřnı́. Přesnost metody je pak

pro vnitřnı́ i vnějšı́ úlohy porovnávána s metodou sı́tı́.

Klı́čová slova

Nepřı́má metoda hraničnı́ch prvků, metoda potenciálů, věta o třech potenciálech, Neumannova

úloha, Laplaceova rovnice, metoda kolokace, metoda sı́tı́

Abstract

In this work the Indirect Boundary Element Method and its use in solving 2D interior and ex-

terior Neumann boundary value problem with Laplace operator is presented. Method is based on

finding the solution in the form of one of the potentials and reformulating the boundary value

problem into integral equations based on the potential boundary properties. In this work these

equations are solved using the collocation method. For exterior boundary value problem we use

the Kelvin transformation which allows us to transform the problem on unlimited domain into an

interior boundary value problem. Precision of the method is consequently compared with results

given by the Finite Diference Method for either inner and outer problems.

Key words

Indirect boundary element method, representation formula, Neumann boundary value problem,

Laplace equation, collocation method, finite difference method



Seznam použitých zkratek a symbolů

R .................... množina všech reálných čı́sel

R
+ .................... množina všech kladných reálných čı́sel, tj. R+ := (0,+∞) ⊂ R

R
n .................... n-rozměrný euklidovský prostor

R
n×n .................... prostor všech reálných matic řádu n× n

N .................... množina všech přirozených čı́sel

|| · || .................... euklidovská norma v Rn, tj. : ||x|| :=
√
x21 + ...+ x2n

〈 · ; · 〉 .................... euklidovský skalárnı́ součin v Rn, tj.: 〈x; y〉 := x1y1 + ...+ xnyn
U(x) .................... okolı́ bodu x
∂Ω .................... hranice množiny Ω

Ω .................... uzávěr množiny Ω
f |Ω .................... zúženı́ funkce f na množinu Ω

△ .................... Laplaceův operátor, tj.:△u(x) := ∂2u
∂x2

1

(x) + ...+ ∂2u
∂x2

n
(x)

∇ .................... gradient funkce

� .................... konec (náznaku) řešenı́ přı́kladu

� .................... konec důkazu

δabs .................... absolutnı́ chyba

δrel .................... relativnı́ chyba

FDM .................... metoda sı́tı́ - Finite Diference Method
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7 Numerické experimenty 19
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1 Úvod

Nepřı́má metoda hraničnı́ch prvků (IDBEM - InDirect Boundary Element Method)[7], někdy také

označována jako metoda potenciálů, je jednou z numerických metod užı́vaných k řešenı́ okra-

jových úloh. Představuje tak možnou alternativu pro přı́mou metodu hraničnı́ch prvků (DBEM -

Direct Boundary Element Method)[7] nebo běžně použı́vané doménové metody, jako např. metodu

konečných prvků (FEM - Finite Element Method)[7] nebo metodu sı́tı́ (FDM - Finite Difference

Method)[5].

Oproti přı́mé variantě je zde řešenı́ hledáno ve tvaru jednoho z potenciálů a k jeho vypočtenı́

jsou využity hraničnı́ vlastnosti daného potenciálu a znalost fundamentálnı́ho řešenı́ daného dife-

renciálnı́ho operátoru. 2D okrajový problém se tı́mto zredukuje na integrálnı́ rovnice na 1D hranici

a obdobně 3D problém na integrálnı́ rovnice na 2D hranici. Oproti FEM a FDM tak vzniká velká

výhoda v tom, že nenı́ třeba diskretizovat celou oblast ale pouze jejı́ hranici. Pro většı́ přesnost

řešenı́ tak stačı́ opět pouze jemnějšı́ diskretizace hranice a ne celé oblasti. Tato výhoda se projevı́

zejména při řešenı́ vnějšı́ch úloh, kdy se původnı́ úloha na neomezené oblasti převede (i s pomocı́

Kelvinovy transformace) na problém na hranici a řešenı́ se dopočte pouze v požadovaných bodech.

V přı́padě FEM či FDM se naproti tomu typicky diskretizuje velká část dané neomezené oblasti,

což v přı́padě metody potenciálů odpadá. Výše zmı́něné hraničnı́ integrálnı́ rovnice jsou v této

práci řešeny tzv. kolokačnı́ metodou.

V kapitolách 2 a 3 se budeme věnovat harmonickým funkcı́m, fundamentálnı́mu řešenı́ La-

placeovy rovnice v rovině a potenciálům v R2, což jsou nezbytné znalosti potřebné k pro metodu

potenciálů. Dále se v kapitole 4 seznámı́me s vybranými typy vnitřnı́ch i vnějšı́ch okrajových úloh,

včetně Neummanovy úlohy, která je hlavnı́m předmětem našeho zájmu. Jejı́m řešenı́m pomocı́ me-

tody potenciálů se pak zabývajı́ kapitoly 5 a 6. V přı́padě vnějšı́ Neummanovy úlohy je využita

Kelvinova transformace [1], dı́ky nı́ž převedeme úlohu na neomezené oblasti na úlohu vnitřnı́. V

poslednı́ kapitole jsou prezentovány výsledky provedených numerických experimentů.
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2 Harmonické funkce a fundamentálnı́ řešenı́

Definice 2.1 (Oblast v R
2)

Množinu Ω ⊂ R
2 nazveme oblastı́, platı́-li současně, že Ω je:

1. otevřená, tj. (∀x ∈ Ω) (∃U(x)) : U(x) ⊂ Ω,

2. souvislá, tj. libovolné dva body z Ω lze spojit křivkou ležı́cı́ v Ω.

Definice 2.2 (Harmonické funkce v oblasti v R
2)

1. Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená 1 oblast. Řekneme, že funkce u ∈ C2(Ω) je harmonická v Ω, jestliže

△u = 0 v Ω.

2. Bud’Ω ⊂ R
2 neomezená 2oblast. Řekneme, že funkce u ∈ C2(Ω) je harmonická vΩ, jestliže

současně platı́:

• △u = 0 v Ω,

• u = O(1) pro ‖x‖ → ∞, x ∈ Ω3.

Přı́klad 2.1 Bud’ u : R
2 7→ R, u(x) := 1/(x21 + x22), pak

(∀x ∈ R
2 : ‖x‖ > 1) : |u(x)| = 1

‖x‖2
< 1.

Platı́ tedy, že u = O(1) pro ‖x‖ → ∞, x ∈ R
2\ {0, 0}.

Přı́klad 2.2 Bud’ u : R
2 7→ R, u(x) := x1 · x2, pak

u = O(1) pro ‖x‖ → ∞, x ∈ Ω1 :=
{
x ∈ R

2 :
1

x1
> x2 > 0

}
, (1)

nebot’ ∀x ∈ Ω1 : |u(x)| = x1 · x2 < x1 · 1
x1
= 1.

Přı́klad 2.3 Funkce u : R
2 7→ R, u(x) := 1 je harmonická v každé omezené i neomezené

oblasti Ω ⊂ R
2.

Přı́klad 2.4 Funkce u : R
2 7→ R, u(x) := x1 · x2 je harmonická v každé omezené oblasti

Ω ⊂ R
2. Tato funkce je dále harmonická např. na neomezené oblasti Ω1, která je definována v (1),

avšak nenı́ harmonická např. na neomezené oblasti Ω2 := {x ∈ R
2 : x1 − 1 < x2 < x1 + 1}.

1Množina Ω ⊂ R
2 je omezená, pokud existuje čı́slo c ∈ R takové, že ∀x ∈ Ω : ||x|| ≤ c.

2Neomezená množina Ω ⊂ R
2 je taková, která nenı́ omezená.

3u = O(1) pro ‖x‖ → ∞, x ∈ Ω ⇔ (∃M > 0)(∃R > 0)(∀x ∈ Ω : ‖x‖ > R) : |u(x)| ≤M .
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Definice 2.3 (Fundamentálnı́ řešenı́ Laplaceovy rovnice v rovině) Funkci U : R
2 × R

2 7→ R

definovanou předpisem

U(x, y) := − 1

2π
ln ‖x− y‖,

nazýváme fundamentálnı́ (elementárnı́) řešenı́ Laplaceovy rovnice v rovině 4.

Pozorovánı́ 2.1 Bud’ y ∈ R
2 libovolné pevné. Pak pro každé x ∈ R

2 různé od y platı́

△xU(x, y) :=

2∑

i=1

∂2U

∂x2i
(x, y) = 0.

Důkaz: Bud’ y ∈ R
2 libovolné pevné a x ∈ R

2 libovolný bod různý od y. Pak platı́:

U(x, y) = − 1

2π
· ln

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, proto pro i = 1, 2 máme:

∂U

∂xi
(x, y) = − 1

2π
· 1

‖x− y‖ ·
1

2
· 2(xi − yi)

‖x− y‖ =
yi − xi

2π‖x− y‖2 a

∂2U

∂x2i
(x, y) = − 1

2π
· (x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 − 2(xi − yi)(xi − yi)

[(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2]2
=
2(xi − yi)

2 − ||x− y||2
2π||x− y||4 .

Odtud pak :△xU(x, y) = −
1

2π
· ||x− y||2 − 2(x1 − y1)

2 + ||x− y||2 − 2(x2 − y2)
2

||x− y||2 = 0.

�

Platı́ tedy, že pro každé pevně zvolené y ∈ R
2 je funkce x 7→ U(x, y) harmonická v každé

omezené oblasti Ω ⊂ R
2\{y}. Na druhou stranu však funkce x 7→ U(x, y) nenı́ harmonická v

žádné neomezené oblasti R2.

Úmluva 2.1 V celém textu bude nynı́ U značit fundamentálnı́ řešenı́ Laplaceovy rovnice v rovině

dle definice 2.3.

4Laplaceova rovnice má tvar△u = 0.
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3 Potenciály v R
2

Věta 3.1 (O třech potenciálech / O reprezentaci)

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dost hladkou hranicı́ a u ∈ C2(Ω). Pak pro všechna x ∈ Ω platı́

u(x) = −
∫

Ω
△u(y) U(x, y) dy +

∫

∂Ω

du

dn
(y) U(x, y) dsy −

∫

∂Ω
u(y)

dU

dny
(x, y) dsy.

Důkaz: Jedná se o klasický výsledek, jehož důkaz si lze přečı́st např. v [6], str. 15-16.

�

Ve větě 3.1 značı́

• n(y) ... vnějšı́ jednotkový normálový vektor k ∂Ω v bodě y ∈ ∂Ω,

• du

dn
... derivaci funkce u podle vnějšı́ normály.

V našem přı́padě:

du

dn
(y) =

〈
∇u(y); n(y)

〉
a
dU

dny
(x, y) =

〈
∇yU(x, y); n(y)

〉
.

Přı́mým výpočtem dále dostaneme, že

dU

dny
(x, y) =

〈
x− y; n(y)

〉

2π‖x− y‖2 .

Poznámka 3.1 Speciálně pro řešenı́ u ∈ C2(Ω) Laplaceovy rovnice v rovině pak dı́ky větě o

reprezentaci platı́

∀x ∈ Ω : u(x) =

∫

∂Ω

du

dn
(y) U(x, y) dsy −

∫

∂Ω

dU

dn
(x, y) u(y) dsy.

Definice 3.1 (Potenciály v R
2)

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dost hladkou hranicı́. Funkce v,w, ϕ : R

2 7→ R dané předpisy

• v(x) := −
∫

∂Ω
µ(y) ln ||x− y|| dsy,

• w(x) := −
∫

∂Ω
σ(y)

d

dny
ln ||x− y|| dsy,

• ϕ(x) := −
∫

Ω
ρ(y)ln||x− y|| dy,

postupně nazýváme

• potenciál jednoduché vrsvy,

• potenciál dvojvrstvy,
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• Newtonův (objemový) potenciál.

Funkce µ, σ, ρ : R
2 7→ R nazýváme hustoty přı́slušných potenciálů.

Poznámka 3.2 Všimněme si, že prvnı́ integrál ve větě o reprezentaci je Newtonův potenciál s

hustotou
1

2π
△u, druhý integrál je potenciál jednoduché vrstvy s hustotou

1

2π

du

dn
a třetı́ integrál

je potenciál dvojvrstvy s hustotou
1

2π
u.

3.1 Potenciál jednoduché vrstvy

Věta 3.2 (O vlastnostech potenciálu jednoduché vrstvy)

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dostatečně hladkou hranicı́ a µ ∈ C(∂Ω). Pak platı́, že

• v je spojitá funkce na R
2,

• △v = 0 v Ω i v R2 \ Ω,

• ∀x ∈ ∂Ω:

[
dv

dn

]

int

(x) := lim
α→0−

dv

dn
(x+ αn(x)) = πµ(x)−

∫

∂Ω
µ(y)

d

dnx
ln ||x− y||dsy

[
dv

dn

]

ext

(x) := lim
α→0+

dv

dn
(x+ αn(x)) = −πµ(x)−

∫

∂Ω
µ(y)

d

dnx
ln ||x− y||dsy

Tedy ∀x ∈ ∂Ω :

[
dv

dn

]

int

(x)−
[
dv

dn

]

ext

(x) = 2πµ(x), z čehož plyne, že potenciál v má na ∂Ω

skok v derivaci podle vnějšı́ normály vzhledem k ∂Ω.

Přı́klad 3.1 Necht’ Ω := BR(0) := {y ∈ R
2 : ||y|| < R}, R > 0, µ(y) := 1 ∀y ∈ ∂Ω. Určeme

nynı́ předpis daného potenciálu jednoduché vrstvy.

x1

x2

0

R
Ω

∂Ω

Obrázek 1: Oblast Ω := BR(0).
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Náznak řešenı́: Pro parametrizaci ∂Ω využijeme transformaci do polárnı́ch souřadnic:

y1(t) = R cos t, y2(t) = R sin t, kde t ∈
〈
0, 2π

〉
,

a stejně tak bod x = (x1, x2) ∈ R
2 \ {(0, 0)} zapı́šeme jako

x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, kde r ∈ R
+ a ϕ ∈ 〈0, 2π〉 .

Z definice 3.1 pak máme

v(r, ϕ) = −R

2

∫ 2π

0
ln(r2 +R2 − 2R(r cosϕ cos t+ r sinϕ sin t)︸ ︷︷ ︸

2Rr cos(ϕ−t)

) dt.

Integrál následně vypočteme např. pomocı́ [4], str. 520, vzorec č. 50:

v(x) =

{
−2πR ln ||x|| pro ||x|| ≥ R,
−2πR lnR pro R ≥ ||x|| > 0.

(2)

Jelikož pro x = (0, 0) máme v(x) = −
∫
∂BR(0)

ln

R︷︸︸︷
||y|| dsy = −2πR lnR, můžeme výsledek

(2) dále upravit na

v(x) =

{
−2πR ln ||x|| pro ||x|| ≥ R,
−2πR lnR pro R ≥ ||x||, x ∈ R

2.

Pro R := 1 je potenciál v znázorněn na obrázku 2(a). �

3.2 Potenciál dvojvrstvy

Věta 3.3 (O vlastnostech potenciálu dvojvrstvy)

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dostatečně hladkou hranicı́ a σ ∈ C(∂Ω), pak platı́:

• w|∂Ω je spojitá funkce,

• △w = 0 v Ω i v R2 \Ω,

• ∀x0 ∈ ∂Ω platı́:

wint(x0) := lim
Ω∋x→x0

w(x) = −πσ(x0) + w(x0),

wext(x0) := lim
R2\Ω∋x→x0

w(x) = πσ(x0) +w(x0).

Tedy ∀x0 ∈ ∂Ω : wint(x0) − wext(x0) = −2πσ(x0). Potenciál dvojvrstvy má tedy na ∂Ω
skok ve funkčnı́ hodnotě.
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Přı́klad 3.2 Necht’ Ω := BR(0) := {y ∈ R
2 : ||y|| < R} a R > 0 (viz obr. 1). Dále bud’

σ(y) := 1
∀y ∈ ∂Ω. Určeme nynı́ předpis daného potenciálu dvojvrstvy.

Náznak řešenı́: Podobně jako v přı́padě potenciálu jednoduché vrstvy využijeme trans-

formaci do polárnı́ch souřadnic

y1(t) = R cos t, y2(t) = R sin t a x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ, kde r ∈ R
+\{R} a t, ϕ ∈

〈
0, 2π

〉
.

Odtud pak

w(r, ϕ) = R

∫ 2π

0

r cos(ϕ− t)−R

r2 +R2 − 2Rr cos(ϕ− t)
dt, kde r 6= R ∧ r 6= 0, (3)

což můžeme přepsat na součet dvou integrálů I1(R,ϕ) + I2(R,ϕ), kde

I1(R,ϕ) = Rr

∫ 2π

0

cos(ϕ− t)

r2 +R2 − 2Rr cos(ϕ− t)
dt = 5

{
2πR2

r2−R2 pro r > R,
2πr2

R2−r2 pro 0 < r < R,

I2(R,ϕ) = −R2

∫ 2π

0

1

r2 +R2 − 2Rr cos(ϕ− t)
dt = 5

{
−2πR2

r2−R2 pro r > R,
−2πR2

R2−r2
pro 0 < r < R.

Platı́ tedy:

• ||x|| > R : I1 + I2 = 0,

• 0 < ||x|| < R : I1 + I2 = −2π,

• ||x|| = 0 : w(0, 0) =

∫

∂BR(0)

〈
− y; y

R

〉

||y||2 dsy = −2π,

• ||x|| = R : w(x) = R

∫ 2π

0

R(cos(ϕ− t)− 1)

2R2(1− cos(ϕ− t))
dt = −π,

odtud

w(x) =





0 pro ||x|| > R,
−2π pro ||x|| < R,
−π pro ||x|| = R,

x ∈ R
2.

Pro R := 1 je potenciál w znázorněn na obrázku 2(b). �

3.3 Newtonův potenciál

Věta 3.4 (O vlastnostech Newtonova (objemového) potenciálu)

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dostatečně hladkou hranicı́ a ρ ∈ C(Ω), pak platı́:

• ϕ ∈ C1(R2),

5Vyjádřeno pomocı́ [4], str. 520, vzorec č. 39.
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• △ϕ = 0 na R
2 \Ω.

Přı́klad 3.3 Necht’ Ω := BR(0) := {y ∈ R
2 : ||y|| < R} a R > 0 (viz obr. 1) a ρ(y) := 1 ∀y ∈

∂Ω. Určeme nynı́ předpis daného Newtonova potenciálu.

Náznak řešenı́: Při výpočtu použijeme velmi podobný postup jako v přı́padě potenciálu

jednoduché vrstvy. Po transformaci do polárnı́ch souřadnic

y1(r, t) = r cos t, y2(r, t) = r sin t a x1 = α cos γ, x2 = α sin γ,

kde r ∈ 〈0, R〉 , α ∈ R
+ a t, γ ∈

〈
0, 2π

〉
,

a s využitı́m [4], str. 520, vzorec č. 50 dostáváme

ϕ(α, γ) =

∫ R

0
r

[
− 1

2

∫ 2π

0
ln(α2 + r2 − 2rα cos(γ − t))dt

]
dr =

=

{
−πR2 lnα pro α ≥ R,

−πR2 lnR+ π(R2−α2)
2 pro 0 < α < R.

Speciálně pro x = (0, 0) platı́, že

ϕ(0, 0) = −
∫ 2π

0

(∫ R

0
r ln r dr

)
dt = −2π

∫ R

0
r ln r dr = −πR2 lnR+

πR2

2
,

a proto

ϕ(x) =

{
−πR2 ln ||x|| pro ||x|| ≥ R,

−πR2 lnR+ π(R2−||x||2)
2 pro ||x|| ≤ R,

x ∈ R
2.

Pro R := 1 je potenciál ϕ znázorněn na obr. 2(c). �
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Obrázek 2: Potenciál jednoduché vrstvy (a), potenciál dvojvrstvy (b), Newtonův potenciál (c) pro

jednotkové hustoty a Ω := B1(0).
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4 Okrajové úlohy s Poissonovou rovnicı́

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dost hladkou hranicı́. Uvažujme Poissonovou rovnici

−△u = f v Ω, f ∈ C(Ω),

a nějakou z následujı́cı́ch okrajových podmı́nek na hranici:

Dirichletova:

u = g na ∂Ω, g ∈ C(∂Ω), (4)

Neumannova:
du

dn
= h na ∂Ω, h ∈ C(∂Ω), (5)

Newtonova:

αu+
du

dn
= β na ∂Ω,

α, β ∈ C(∂Ω)
α 6≡ 0 na ∂Ω

, (6)

smı́šená:

u = g na Γ1 a
du

dn
= h na Γ2, kde

∅ 6= Γ1 ⊂ ∂Ω
∅ 6= Γ2 ⊂ ∂Ω

,
Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω
Γ1 ∩ Γ2 = ∅ a

g ∈ C(Γ1)
h ∈ C(Γ2)

. (7)

Vnitřnı́ okrajovou úlohou s Poissonovou rovnicı́ tedy budeme rozumět úlohu ve tvaru

−△u = f v Ω,
jedna z okrajových podmı́nek (4) - (7).

Uvažujme dále Poissonovou rovnici

−△u = f v R
2 \Ω, f ∈ C(R2 \ Ω),

a tzv. radiačnı́ podmı́nku6, např. u = O(1) pro ||x|| → ∞7.

Vnějšı́ okrajovou úlohou s Poissonovou rovnicı́ pak budeme rozumět úlohu ve tvaru

−△u = f v R
2 \ Ω,

jedna z okrajových podmı́nek (4) - (7), 8

předepsaná radiačnı́ podmı́nka.

Pro jednoduchost ted’ na chvı́li uvažujme pouze vnitřnı́ okrajovou úlohu. Často je výhodné,

aby zadánı́ okrajové úlohy obsahovalo mı́sto Poissonovy rovnice rovnici Laplaceovu. V takových

přı́padech pak řešenı́ dané úlohy hledáme ve tvaru u = up+ v, kde up je tzv. partikulárnı́ řešenı́, z

čehož plyne, že−△up = f v Ω. Tedy f = −△u = −△up−△v a odtud pak−△v = f+△up =
0 v Ω. Podobně převedeme i přı́slušnou okrajovou podmı́nku:

6Radiačnı́ podmı́nka klade určité omezenı́ na
”
chovánı́ funkce v∞“.

7V tomto přı́padě máme na mysli, že (∃M > 0)(∃R > 0)(∀x ∈ R
2 : ||x|| > R) : |u(x)| < M.

8V tomto přı́padě n značı́ vnějšı́ jednotkový normálový vektor k hranici oblasti R2 \ Ω.

10



• Dirichletova: u = g na ∂Ω =⇒ up + v = g na ∂Ω =⇒ v = g − up na ∂Ω.

• Neumannova: dudn = h na ∂Ω =⇒ d(up+v)
dn = h na ∂Ω =⇒ dv

dn = h− dup

dn na ∂Ω.

• Newtonova: αu+ du
dn = β na ∂Ω =⇒ αup+αv+

dup

dn + dv
dn = β na ∂Ω =⇒ αv+ dv

dn =

= β − αup − dup

dn na ∂Ω.

Pokud se jedná o smı́šenou okrajovou úlohu, převedeme okrajovou podmı́nku na každé z částı́

Γ dle výše zmı́něných pravidel. Při převodu vnějšı́ch úloh pak musı́ partikulárnı́ řešenı́ up splňovat

i zadanou radiačnı́ podmı́nku.

4.1 Fyzikálnı́ interpretace

Pro lepšı́ představu budeme význam okrajových úloh demonstrovat na následujı́cı́m fyzikálnı́m

problému (vı́ce lze najı́t např. v [3]). Uvažujme tenkou8 desku tvaru Ω, z obou
”
bočnı́ch“ stran

dokonale odizolovanou tepelnou izolacı́ (viz obr. 3). Předpokládejme, že je vyrobena z homo-

gennı́ho9, isotropnı́ho10 materiálu s koeficientem tepelné vodivosti 1 a nejsou zde přı́tomny žádné

vnitřnı́ zdroje tepla (vzniklé např. chemickou reakcı́, protékánı́m elektrického proudu apod).

tepelná izolace
tenká deska

Obrázek 3: Z bočnı́ch stran tepelně odizolovaná tenká deska.

Vnitřnı́ okrajová úloha

△u = 0 v Ω,
du

dn
= h na Γ := ∂Ω

pak popisuje stacionárnı́ (ustálené) vedenı́ tepla v této desce. Funkce u má pak význam teploty

desky v daném bodě. Výměna tepla může probı́hat pouze přes hrany desky a je dána hodnotami
du
dn = h (−du

dn má pak význam tepelného toku11). Je-li h = 0, pak na dané čı́sti Γ k výměně

nedocházı́ (např. dı́ky dodatečné tepelné izolaci). Je-li h > 0 (resp. h < 0) na části Γ, pak je na

přı́slušné části hranice deska ohřı́vána (resp. ochlazována), viz. obr. 4.

8Tloušt’ka desky je zanedbatelná vzhledem k jejı́m ostatnı́m rozměrům.
9Tepelná vodivost nezávisı́ na poloze v desce.

10Tepelná vodivost nezávisı́ na směru.
11Množstvı́ tepla, které proteče průřezem desky za jednotku času.
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h = 0

h > 0

h > 0

h < 0

teplo je odnı́máno

teplo je dodáváno

dodatečná tepelná izolace△u = 0

Obrázek 4: Stacionárnı́ vedenı́ tepla v tenké desce.

Pro vnějšı́ úlohu bychom mohli uvažovat podobnou interpretaci s tı́m, že hranice Γ by představo-

vala okraj zařı́zenı́ pro regulaci teploty, kterým by do okolnı́ho homogennı́ho, isotropnı́ho prostředı́

sálalo (resp. bylo odebı́ráno) teplo. V našem přı́padě by však opět muselo platit, že do tepelné

výměny nezasahujı́ žadné jiné podněty, které by měly vliv na ohřı́vánı́ (resp. ochlazovánı́) vzdu-

chu.
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5 Metoda potenciálů pro vnitřnı́ Neumannovu úlohu s Laplaceovou

rovnicı́

Bud’ Ω ⊂ R
2 omezená oblast s dost hladkou hranicı́ a h ∈ C(∂Ω). Uvažujme vnitřnı́ úlohu s

Laplaceovou rovnicı́

△u = 0 v Ω,
du

dn
= h na ∂Ω.

(8)

Řešenı́ úlohy (8) budeme hledat ve tvaru potenciálu jednoduché vrstvy, tj.

u(x) = −
∫

∂Ω
µ(y) ln ||x− y||dsy, x ∈ Ω.

Z věty 3.2 vı́me, že pro všechna x ∈ ∂Ω platı́

[
du

dn

]

int

(x) = πµ(x)−
∫

∂Ω
µ(y)

d

dnx
ln ||x− y||dsy,

a proto

h(x) = πµ(x)−
∫

∂Ω
µ(y)

d

dnx
ln ||x− y||dsy, x ∈ ∂Ω. (9)

Nutnou a zároveň postačujı́cı́ podmı́nkou řešitelnosti úlohy (8) je, aby

∫

∂Ω
h ds = 0. Toto

řešenı́ je jednoznačné až na aditivnı́ konstatntu a je dáno vztahem

u(x) = −
∫

∂Ω
µ(y) ln ||x− y||dsy, x ∈ Ω,

kde hustota µ je řešenı́m rovnice (9).

5.1 Výpočet hustoty pomocı́ kolokačnı́ metody

Rovnici (9) budeme přibližně řešit tzv. kolokačnı́ metodou. Hranici ∂Ω nahradı́me systémem

úseček {Γi}ni=1. Označme pomocı́ zi a zi+1 koncové uzly dı́lku Γi a pomocı́ xi střed dı́lku Γi,

tzn. xi :=
zi+zi+1

2 , i = 1, . . . , n − 1, a xn := zn+z1
2 , viz obr. 5. Oblast Ω tedy nahradı́me

mnohoúhelnı́kem, jehož hranice je tvořena úsečkami Γi.

Platnost (9) pak budeme požadovat ve všech bodech xi, i = 1, . . . , n, tzn.

h(xi) = πµ(xi)−
∫

∂Ω
µ(y)

d

dnx
ln ||xi − y||dsy, i = 1, . . . , n,

kde
d

dnx
ln ||xi − y|| = 〈xi − y; n(xi)〉

||xi − y||2 .
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Obrázek 5: Diskretizace hranice oblasti Ω.

Dále budeme předpokládat, že µ je konstantnı́ na každém dı́lku Γi, tj. µ(y) = µi = konst.
pro každé y ∈ Γi. Výsledný systém lineárnı́ch rovnic tedy vypadá následovně:

h(xi) = πµi −
n∑

j=1

µj

∫

Γj

〈xi − y; n(xi)〉
||xi − y||2 dsy, i = 1, . . . , n.

Maticově pak

(πI −A)µ = h, (10)

kde

A [i, j] := aij =

∫

Γj

〈xi − y; n(xi)〉
||xi − y||2 dsy, A ∈ R

n×n,

h [i] = h(xi), h ∈ R
n,

a I značı́ jednotkovou matici řádu n. Vyřešenı́m soustavy (10) pak zı́skáme přibližné řešenı́ rov-

nice (9).

5.2 Vyčı́slenı́ matice soustavy

Ukažme nynı́, jak v soustavě (10) vyčı́slit matici A, jejı́ž prvky jsou dány vztahem

aij =

∫

Γj

〈xi − y; n(xi)〉
||xi − y||2 dsy, i, j = 1, . . . , n. (11)

Je zřejmé, že pokud budou vektory xi − y a n(xi) navzájem kolmé, tedy Γi a Γj budou ležet v

jedné přı́mce, bude platit

aij =

∫

Γj

0

||xi − y||2dsy = 0.
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Pro zı́skánı́ zbylých prvků parametrizujeme jednotlivé dı́lky Γj s krajnı́mi uzly zj a zj+1 po-
mocı́

y(t) = tzj+1 + (1 − t)zj , t ∈ 〈0, 1〉 ,
a z definice křivkového integrálu dostáváme

aij =
||β||

||zi+1 − zi||

∫ 1

0

〈α; ñi〉+ t 〈β; ñi〉
‖α‖2 + 2t 〈α;β〉 + t2‖β‖2dt︸ ︷︷ ︸

=:J

, (12)

kde

α := xi − zj, β := zj − zj+1

a ñi značı́ vnějšı́ (ne nutně jednotkový) normálový vektor ke Γi, daný vztahem

ñi = (bi+1 − bi, ai − ai+1),

kde ai, bi značı́ souřadnice uzlu zi, tzn. zi = (ai, bi) a zi+1 = (ai+1, bi+1). Zaved’me navı́c

K := 〈α; ñi〉 , L := 〈β; ñi〉 , M := ‖α‖2, N := 〈α;β〉 a O := ‖β‖2.

Integrál ze vztahu (12) tak můžeme přepsat jako

J =

∫ 1

0

K + tL

M + 2Nt+Ot2
dt

a po výpočtu, např. s pomocı́ symbolické knihovny MATLABu, dostávme, že

• J =
1

O
√
MO −N2

(
L

2

√
MO −N2 ln

M + 2N +O

M
+ (KO − LN)

(
arctg

N +O√
MO −N2

−

− arctg
N√

MO −N2

))
pro N2 6= MO,

• J =
L
√
M −K

√
O

O(
√
M +

√
O)
− L

O
+

K√
MO

+
L

O
ln

√
M +

√
O√

M
pro N =

√
MO,

• J =
L
√
M +K

√
O

O(
√
M −

√
O)
− L

O
− K√

MO
+

L

O
ln

√
M −

√
O√

M
pro N = −

√
MO.

Všimněme si, že pokud je oblast Ω konvexnı́ 12 , pak vždy platı́, že N2 6= MO, tj. | 〈α;β〉 | 6=
‖α‖‖β‖ (nezapomeňme, že jsme v situaci, kdy Γi a Γj neležı́ v jedné přı́mce).

12Oblast Ω je konvexnı́, pokud pro každou dvojici bodů a, b ∈ Ω a t ∈ 〈0, 1〉 platı́, že at+ b(1− t) ∈ Ω.
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5.3 Dopočtenı́ řešenı́ úlohy pomocı́ známé hustoty

Z úvodu kapitoly 5 vı́me, že řešenı́ úlohy (8) hledáme ve tvaru potenciálu jednoduché vrstvy. K

dispozici již máme přibližné hodnoty hustoty potenciálu na jednotlivých dı́lcı́ch Γi, tedy

u(x) ≈ −
n∑

j=1

µj

∫

Γj

ln ||x− y||dsy
︸ ︷︷ ︸

=:Ij(x)

, x ∈ Ω. (13)

Za pomocı́ stejné parametrizace úseček Γj , jako v podkapitole 5.2, a značenı́

α := x− zj a β := zj − zj+1

můžeme integrál ze vztahu (13) přepsat jako

Ij(x) =
‖zj+1 − zj‖

2

∫ 1

0
ln(‖α‖2 + 2t 〈α;β〉 + t2‖β‖2)dt.

• V přı́padě, že x ∈ Γj , pak

Ij(x) =

{
||β|| (ln ||β|| − 1) pro ||α|| = 0 ∨ ||α|| = ||β||,
||α|| (ln ||α|| − 1) + (||β|| − ||α||) (ln(||β|| − ||α||) − 1) jinak.

• Pro přı́pad, že x ∈ Ω, zaved’me navı́c následujı́cı́ značenı́:

P := ‖α‖2, Q := 〈α;β〉 , R := ‖β‖2 a S := ‖zj+1 − zj‖
a přepišme integrál Ij(x) jako

Ij(x) =
S

2

∫ 1

0
ln(P + 2Qt+Rt2)dt.

Odtud pak, např. za pomoci symbolické knihovny MATLABu, dostáváme, že

• Ij(x) =
S

2R

(
(Q+R) ln(P + 2Q+R)− 2R−Q lnP + 2

√
PR−Q2

(
arctg

Q+R√
PR−Q2

−

− arctg
Q√

PR−Q2

))
pro Q2 6= PR,

• Ij(x) = S

((√
P√
R
+ 1

)
(ln(

√
P +

√
R)− 1)−

√
P (lnP − 2)

2
√
R

)
pro Q =

√
PR,

• Ij(x) = S

((
−
√
P√
R
+ 1

)
(ln(

√
P −

√
R)− 1) +

√
P (lnP − 2)

2
√
R

)
pro Q = −

√
PR.

Opět si všimněme, že pokud je Ω konvexnı́, pak vždy platı́ Q2 6= PR, tj. | 〈α;β〉 | 6= ‖α‖‖β‖
(nezapomeňme, že jsme v situaci, kdy x neležı́ na ∂Ω).
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6 Řešenı́ vnějšı́ Neumannovy úlohy s Laplaceovou rovnicı́

Z kapitoly 4 vı́me, že vnějšı́ Neumannovou úlohou s Laplaceovou rovnicı́ rozumı́me úlohu ve

tvaru
△u = 0 v R

2 \ Ω,
předepsaná okrajová podmı́nka,

předepsaná radiačnı́ podmı́nka,

(14)

kde Ω je omezená oblast s dost hladkou hranicı́. Je zřejmé, že v tomto přı́padě nemůžeme přı́mo

aplikovat metodu potenciálů jako v přı́padě vnitřnı́ úlohy, jelikož pracujeme na neomezené ob-

lasti, na které nelze zajistit splněnı́ radiačnı́ podmı́nky, která by omezovala potenciál jednoduché

vrstvy v nekonečnu. Nejprve tedy bude třeba úlohu vhodně přeformulovat. K tomu využijeme

tzv. Kelvinovu transformaci, dı́ky nı́ž přetransformujeme neomezenou oblast R2 \ Ω na oblast

omezenou a přeformulujeme úlohu (14) tak, že budeme schopni zı́skat jejı́ řešenı́ pomocı́ metody

potenciálů.

V této kapitole popı́šeme Kelvinovu transformaci jen velmi stručně, nebot’ pro naše potřeby je

již vyčerpávajı́cı́m způsobem popsaná v [8], popř. [1].

6.1 Stručně o Kelvinově transformaci

Necht’ Ωi ⊂ R
2 je omezená oblast s dostatečně hladkou hranicı́ obsahujı́cı́ počátek (0,0) a Ωe :=

R
2 \ Ωi. Uvažujme transformaci τ : R2 \ {(0, 0)} 7−→ R

2 \ {(0, 0)} definovanou jako

τ(x, y) = (ξ, η) :=
1

r2
(x, y), r :=

√
x2 + y2.

Pro každou funkci u ∈ C(Ωe) definujeme funkci û tak, že

û(ξ, η) = û(τ(x, y)) := u(x, y) ∀(x, y) ∈ Ωe.

Funkci û pak nazýváme Kelvinovou transformacı́ funkce u.

Všimněme si, že platı́:

• τ(x, y) ležı́ na polopřı́mce vycházejı́cı́ z počátku (0, 0) a procházejı́cı́ bodem (x, y),

• lze ukázat, že ||τ(x, y)|| = 1
r
∀(x, y) ∈ R

2 \ {(0, 0)}, viz obr. 6,

• lze ukázat, že τ(τ(x, y)) = (x, y) ∀(x, y) ∈ R
2 \ {(0, 0)}, tj. τ−1 = τ ,

• τ zobrazuje Ωe na omezenou oblast.

6.2 Převod vnějšı́ Neumannovy úlohy na vnitřnı́

Jak již bylo zmı́něno, našim cı́lem je převést vnějšı́ Neumannovu úlohu s Laplaceovou rovnicı́ na

úlohu vnitřnı́. Tohoto docı́lı́me následovně

△u = 0 v Ωe,
du

dn
= h na ∂Ωe,

τ−→
△û = 0 v τ(Ωe),
dû

dn̂
(ξ, η) =

1

δ2
h(τ(ξ, η)) pro (ξ, η) ∈ τ(∂Ωe),

17



r < 1 r > 1

(x, y)

(x, y)τ(x, y)

τ(x, y)

ττ

00

1

1

1

1

2

2

2

2 xx

yy

Obrázek 6: Kelvinova transformace.

kde δ :=
√

ξ2 + η2 a n̂ značı́ vnějšı́ jednotkový normálový vektor k hranici τ(Ωe). Podrobný

popis toho, jak odvodit vztahy mezi△u a△û a du
dn a dû

dn̂ lze najı́t např. v [8], str. 18-21 nebo v [1].

Součástı́ zadánı́ vnějšı́ okrajové úlohy je i radiačnı́ podmı́nka
”
omezujı́cı́“ funkci v nekonečnu.

Vı́me, že s rostoucı́ normou, se při Kelvinově transformaci obrazy postupně přibližujı́ k počátku

(pro ||x|| > 1). Můžeme si představit, že obrazem nekonečna tak bude počátek a hodnota
”
ome-

zujı́cı́“ funkci v nekonečnu bude přı́mo hodnota v počátku:

u(x) = O
(

1

||x||

)
pro ||x|| → ∞ τ−→ û(0, 0) = 0.

Lze ukázat (viz [1], str. 529-530), že podmı́nka řešitelnosti

∫

∂Ωe

h ds = 0 (15)

implikuje
∫
τ(∂Ωe)

1
δ2
h(τ(ξ, η))ds = 0, a proto je transformovaná vnějšı́ úloha za podmı́nky (15)

(viz úvod kapitoly 5) jednoznačně řešitelná.

Poté co známe řešenı́ û transformované úlohy, zı́skáme řešenı́ u našı́ původnı́ úlohy
”
zpětnou“

transformacı́

(x, y)
τ−→ (ξ, η), u(x, y) = û(ξ, η).
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7 Numerické experimenty

V této kapitole budeme porovnávat přibližná řešenı́ pro vnitřnı́ i vnějšı́ okrajové úlohy zı́skaná po-

mocı́ metody potenciálů a metody sı́tı́ s přı́slušnými analytickými řešenı́mi. Jako měřı́tka využijeme

tzv. absolutnı́ a relativnı́ chyby definované jako

δabs := |u− uex| a δrel :=
||u− uex||
||uex||

,

kde u představuje vektor numerického řešenı́ v daných uzlech zı́skáný některou z výše zmı́něných
metod a uex pak uzlové hodnoty analytického řešenı́. Jelikož řešenı́ vnitřnı́ Neummanovy úlohy

nenı́ jednoznačné, jsou hodnoty uex uzlové hodnoty jednoho zvoleného analytického řešenı́. Ab-

solutnı́ chybu δabs chápeme jako vektor uzlových absolutnı́ch odchylek přibližného a přesného

řešenı́.

Poznamenejme ještě, že v kapitole 4 jsme po funkcı́ch definujı́cı́ okrajové podmı́nky chtěli,

aby byly spojité na dané části hranice. Úlohy však majı́ dobrý smysl i v přı́padech, že funkce

definujı́cı́ okrajovou podmı́nku je nespojitá. Tyto se objevujı́ i v našich experimentech.

Veškerá implementace byla provedena v MATLABu a všechny soustavy lineárnı́ch rovnic jsou

ve všech následujı́cı́ch úlohách řešeny přı́mým řešičem, konkrétně Gaussovou eliminacı́ pomocı́

zpětného lomı́tka.

7.1 Stručně o metodě sı́tı́ (FDM)

Principem FDM je pokrytı́ dané omezené oblasti vhodnou sı́tı́ uzlů a nahrazenı́ derivacı́ diferen-

cemi v těchto uzlech, čı́mž se daný okrajový problém převede na řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic.

Ukažme nynı́ pouze stručně, jak aproximovat derivace v jednotlivých uzlech s tı́m, že se

omezı́me pouze na vnitřnı́ Neumannovu okrajovou úlohu s Laplaceovou rovnicı́ na čtvercové ob-

lasti Ω, tzn. sı́t’ bude pravidelná a
”
rovnoběžná“ (viz obr. 7(a)) se souřadnými osami. Podrobný

popis i dalšı́ informace o FDM pak lze najı́t např. v [5], str. 507.

1. Nahrazenı́ druhé derivace diferencı́

Označme jednotlivé uzly sı́tě xi,j a necht’ h značı́ vzdálenost mezi sousednı́mi uzly - krok.

Druhou derivaci nahradı́me diferencı́:

f ′′(x) ≈ f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

h2
. 13

Označme pro jednoduchost (viz též obr. 7(a))

• ve směru osy x1: ui,j := u(xi,j), ui−1,j := u(xi−1,j) a ui+1,j := u(xi+1,j),

• ve směru osy x2: ui,j := u(xi,j), ui,j−1 := u(xi,j−1) a ui,j+1 := u(xi,j+1).

Odtud pak

△u(xi,j) =
∂2u

∂x21
(xi,j) +

∂2u

∂x22
(xi,j) ≈

ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j
h2

+
ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1

h2
=

=
1

h2
(ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1 − 4ui,j) .

13Řád nahrazenı́ je O(h2).
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2. Aproximace Neumannovy podmı́nky

K aproximaci normálových derivacı́ na hranici využijme tzv. dopředné a zpětné diference

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
a f ′(x) ≈ f(x)− f(x− h)

h
, 14

kterými zjistı́me přibližné hodnoty parciálnı́ch derivacı́ v daném uzlu. Vzhledem k tomu, že

je naše sı́t’
”
rovnoběžná“ se souřadnými osami, dostáváme tak přı́mo hodnoty normálových

derivacı́, avšak zatı́m ne nutně se správným znaménkem. Pomocı́ vztahu

du

dn
(x) = 〈∇u(x);n(x)〉 =

2∑

i=1

(
∂u

∂xi
(x) · ni(x)

)
,

kde n(x) = (n1(x), n2(x)) značı́ vnějšı́ jednotkový normálový vektor k hranici v daném

bodě x, již dostaneme normálové derivace ve správném tvaru (viz obr. 7(b)), tj.

• du

dn
(xi,j) ≈

ui,j − ui,j−1
h

pro xi,j ∈ Γ1,

• du

dn
(xi,j) ≈

ui,j − ui+1,j
h

pro xi,j ∈ Γ2,

• du

dn
(xi,j) ≈

ui,j − ui−1,j
h

pro xi,j ∈ Γ3,

• du

dn
(xi,j) ≈

ui,j − ui,j+1
h

pro xi,j ∈ Γ4.

Jediným problémem pak zůstávajı́ rohové uzly čtverce, ve kterých normálová derivace ne-

existuje. Tyto uzly proto při výpočtu neuvažujeme.

h

h

h h
xi+1,jxi−1,j

xi,j−1

xi,j+1

xi,j

x2x2

x1x1 (a) (b)

Γ1

Γ2 Γ3

Γ4

du
dn =

∂u
∂x2

du
dn = − ∂u

∂x1

du
dn =

∂u
∂x1

du
dn = − ∂u

∂x2

Obrázek 7: Indexace (a) a výpočet normálových derivacı́ (b).

FDM je značně omezena tvarem (resp. složitostı́) dané oblasti, kterou je třeba pokrýt. V našich

experimentech s vnitřnı́ Neumannovou úlohou se proto omezı́me pouze na čtvercové oblasti, které

pokryjeme pravidelnou sı́tı́.

14Řád obou nahrazenı́ je O(h).
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7.2 Vnitřnı́ Neumannova úloha

Pro to, abychom mohli porovnávat přesnost řešenı́ zı́skaného pomocı́ metody potenciálů s přesnostı́

řešenı́ zı́skaného metodou sı́tı́, je třeba danou hranici/oblast adekvátně diskretizovat. Toho docı́lı́me

tak, že stejný krok h, který použijeme pro diskretizaci hranice v metodě potencálů, poté použijeme

i jako krok pravidelné sı́tě použité pro metodu sı́tı́, viz obr. 8. V přı́padě metody potenciálů pak

použijeme pro dopočtenı́ řešenı́ z vypočtené hustoty potenciálu uvnitř stejné uzly jako v přı́padě

metody sı́tı́.

hhh

(a) (c)(b)

uzly pro vypočtenı́ řešenı́

diskretizace hranice

vyloučené rohové uzly

Obrázek 8: Přı́klad diskretizace čtvercové oblasti pro metodu sı́tı́ (a), diskretizace hranice

čtvercové oblasti pro metodu potenciálů (b) a uzly pro dopočtenı́ řešenı́ metodou potenciálů (c).

Jelikož řešenı́ vnitřnı́ Neumannovy úlohy nenı́ jednoznačné, musı́me u obou metod dodat vhod-

nou regularizačnı́ podmı́nku. Navı́c, aby naše porovnánı́ bylo korektnı́, je nutné, abychom u obou

metod volili stejné přesné partikulárnı́ řešenı́. Pro metodu sı́tı́ použı́váme regularizačnı́ podmı́nku∫
Ω u = 0 a pro metodu potenciálů volı́me

∫
∂Ω u = 0. Naše experimenty jsou voleny tak, že obě

tyto regularizace dávajı́ stejné přesné řešenı́.

Vnitřnı́ úlohy budeme uvažovat na čtvercové oblasti Ω := (−2, 2)2, viz obr. 9.

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

x2

x10

Ω
2

2

-2

-2

Obrázek 9: Oblast Ω a části jejı́ hranice.
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Uvažujme následujı́cı́ vnitřnı́ Neumannovu úlohu

△u = 0 v Ω := (−2, 2)2,

du

dn
(x1, x2) =





−2x2 pro (x1, x2) ∈ Γ1,
−2x1 pro (x1, x2) ∈ Γ2,
2x1 pro (x1, x2) ∈ Γ3,
2x2 pro (x1, x2) ∈ Γ4.

(16)

Lze ukázat, že analytickým řešenı́m (16) je funce uex,c(x1, x2) := x21 − x22 + c, c ∈ R. V

obou přı́padech majı́ regularizované úlohy řešenı́ uex,0. Řešenı́ a přı́slušné absolutnı́ chyby pro

diskretizaci hranice 128 uzly lze vidět na obrázcı́ch 10 a 11, relativnı́ chyby pak uvádı́ tabulka 1.

��

��

��

��

��

��

Obrázek 10: Řešenı́ úlohy (16) pomocı́ metody potenciálů (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).

��

��

��

��

��

��

Obrázek 11: Řešenı́ úlohy (16) pomocı́ metody sı́tı́ (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).

22



Uzlů na hranici Uzlů celkem δrel (metoda potenciálů) δrel (metoda sı́tı́)

64 285 9,738·10−4 6,667·10−2
128 1085 2,308·10−4 3,226·10−2
256 4221 5,453·10−5 1,587·10−2
512 16637 1,297·10−5 7,874·10−3

Tabulka 1: Relativnı́ chyby

Počet uzlů na hranici v tabulce 1 odpovı́dá počtu uzlů na hranici včetně rohových uzlů vyloučených

při FDM15 a počet uzlů celkem pak odpovı́dá počtu uzlů, ve kterých je oběma metodami vypočteno

řešenı́ 15, viz obr. 8 (a) a (c).

Uvažujme dále úlohu

△u = 0 v Ω := (−2, 2)2,

du

dn
(x1, x2) =





−6x52 + 60x21x
3
2 − 30x41x2 pro (x1, x2) ∈ Γ1,

−30x1x42 + 60x31x
2
2 − 6x51 pro (x1, x2) ∈ Γ2,

30x1x
4
2 − 60x31x

2
2 + 6x51 pro (x1, x2) ∈ Γ3,

6x52 − 60x21x
3
2 + 30x41x2 pro (x1, x2) ∈ Γ4.

(17)

Lze ukázat, že analytickým řešenı́m úlohy (17) je funkce uex,c(x1, x2) := x61 − 15x41x
2
2 +

15x21x
4
2 − x62 + c, kde c ∈ R. V obou přı́padech majı́ regularizované úlohy řešenı́ uex,0.

Na obrázcı́ch 12 a 13 vidı́me řešenı́ jednotlivými metodami a přı́slušné absolutnı́ chyby při

diskretizaci hranice 128 uzly. Relativnı́ chybu pro různé diskretizace pak uvádı́ tabulka 2.

��

��

��

��

��
��

Obrázek 12: Řešenı́ úlohy (17) pomocı́ metody potenciálů (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).

Uzlů na hranici Uzlů celkem δrel (metoda potenciálů) δrel (metoda sı́tı́)

64 285 1,487·10−2 2,853·10−1
128 1085 3,679·10−3 1,322·10−1
256 4221 9,006·10−4 6,382·10−2
512 16637 2,212·10−4 3,137·10−2

Tabulka 2: Relativnı́ chyby

15Stejného významu budeme užı́vat i v následujı́cı́ch tabulkách.
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Obrázek 13: Řešenı́ úlohy (17) pomocı́ metody sı́tı́ (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).

7.3 Vnějšı́ Neummanova úloha

Pro řešenı́ úloh metodou sı́tı́ nebude v této podkapitole využita Kelvinova transformace. Postupu-

jeme tak, že z dané neomezené oblasti Ω vyjmeme část obsahujı́cı́ hranici a jejı́ dostatečně velké

okolı́. Dostaneme tak omezenou oblast a na takto nově vzniklé hranici předepı́šeme vhodnou Ne-

umannovu podmı́nku.

V následujı́cı́ch přı́kladech definujeme Ω := R
2 \ (−2, 2)2 a pro metodu sı́tı́ pak část Ω′ :=

(−10, 10)2 \ (−2, 2)2, viz obr. 14.

x1

x2
10

10

-10

-10

2

2
-2

-2

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

Γ5

Γ6
Γ7

Γ8

Ω’

Obrázek 14: Část oblasti Ω uvažovaná pro metodu sı́tı́.

Pro srovnánı́ přesnosti obou metod je opět třeba oblast Ω a jejı́ hranici vhodně diskretizovat,

stejně jako v přı́padě vnitřnı́ úlohy, viz obr. 15.
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h

h

h

(a) (c)(b)

uzly pro vypočtenı́ řešenı́

diskretizace hranice

vyloučené rohové uzly

Obrázek 15: Přı́klad diskretizace vnějšı́ oblasti pro metodu sı́tı́ (a), uzly pro dopočtenı́ řešenı́ me-

todou potenciálů (b) a diskretizace hranice pro metodu potenciálů (c).

Při metodě potenciálů a Kelvinově transformaci nám v následujı́cı́ch vnějšı́ch úlohách dané

radiačnı́ podmı́nky
”
ukotvı́“ řešenı́ tak, že û(0, 0) = 0. Při metodě sı́tı́ a ořı́znutı́ původnı́ oblasti

Ω použijeme v následujı́cı́ch úlohách regularizačnı́ podmı́nku
∫
Ω′ u = 0.

Tvar přetransformované hranice oblasti Ω pro metodu potenciálů pak pro názornost uvádı́ obr.

16. Obrázek sloužı́ pouze pro ilustraci. Transformovanou hranici nenı́ třeba znát, transformace

může být implementována uvnitř metody, stačı́ tak tedy znát pouze
”
tvar“ původnı́ neomezené

oblasti.

Obrázek 16: Transformace ∂Ω (vlevo - původnı́, vpravo - transformovaná).
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Uvažujme úlohu

△u = 0 v Ω := R
2 \ (−2, 2)2,

du

dn
(x) =





(x22 − x21)/‖x‖4 pro x = (x1, x2) ∈ Γ1,
−2x1x2/‖x‖4 pro x = (x1, x2) ∈ Γ2,
2x1x2/‖x‖4 pro x = (x1, x2) ∈ Γ3,
(x21 − x22)/‖x‖4 pro x = (x1, x2) ∈ Γ4,

u = O
(

1
‖x‖

)
pro ‖x‖ → ∞.

(18)

Lze ukázat, že analytickým řešenı́m (18) je funkce uex(x) := x2/‖x‖2. Pro to, abychom na

tuto úlohu mohli aplikovat metodu sı́tı́, je třeba definovat vhodnou Neumannovu podmı́nku na

části ∪8i=5Γi (viz obr. 14), volme
du

dn
= 0 na ∪8i=5 Γi

a pro řešenı́ metodou potenciálů úlohu převést pomocı́ Kelvinovy transformace na úlohu vnitřnı́.

Dle podkapitoly 6.2 tedy dostáváme transformovanou úlohu ve tvaru

△û = 0 v τ(Ω),

dû

dn̂
(ξ, η) =





(η2 − ξ2)/‖(ξ, η)‖2 pro (ξ, η) ∈ τ(Γ1),
−2 η ξ/‖(ξ, η)‖2 pro (ξ, η) ∈ τ(Γ2),

2 η ξ/‖(ξ, η)‖2 pro (ξ, η) ∈ τ(Γ3),

(ξ2 − η2)/‖(ξ, η)‖2 pro (ξ, η) ∈ τ(Γ4),

û(0, 0) = 0.

Řešenı́ a přı́slušné absolutnı́ chyby pro dikretizaci části hranice ∪4i=1Γi 32 uzly lze vidět na

obrázcı́ch 17 a 18, relativnı́ chyby pak uvádı́ tabulka 3.

��
��

��

��
��

��

Obrázek 17: Řešenı́ úlohy (18) pomocı́ metody potenciálů (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).
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Obrázek 18: Řešenı́ úlohy (18) pomocı́ metody sı́tı́ (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).

Uzlů na hranici Uzlů celkem δrel (metoda potenciálů) δrel (metoda sı́tı́)

32 1624 7,384·10−2 7,895·10−1
64 6328 4,324·10−2 6,296·10−1
128 24952 2,366·10−2 5,632·10−1

Tabulka 3: Relativnı́ chyby

Uvažujme dále úlohu

△u = 0 v Ω := R
2 \ (−2, 2)2,

du

dn
(x) =





x2(3x
2
1 − x22)/(2‖x‖6) pro x = (x1, x2) ∈ Γ1,

−x1(x21 − 3x22)/(2‖x‖6) pro x = (x1, x2) ∈ Γ2,
x1(x

2
1 − 3x22)/(2‖x‖6) pro x = (x1, x2) ∈ Γ3,

−x2(3x21 − x22)/(2‖x‖6) pro x = (x1, x2) ∈ Γ4,

u = O
(

1
‖x‖2

)
pro ‖x‖ → ∞.

(19)

Lze ukázat, že analytickým řešenı́m (19) je funkce uex(x) := (x21 − x22)/(4‖x‖4). Pro řešenı́

metodou sı́tı́ opět volme, že

du

dn
= 0 na ∪8i=5 Γi

a pro řešenı́ metodou potenciálů převed’me úlohu (19) na vnitřnı́ úlohu
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△û = 0 v τ(Ω),

dû

dn̂
(ξ, η) =





η(3ξ2 − η2)/(2‖(ξ, η)‖2) pro (ξ, η) ∈ τ(Γ1),
ξ(3η2 − ξ2)/(2‖(ξ, η)‖2) pro (ξ, η) ∈ τ(Γ2),

ξ(ξ2 − 3η2)/(2‖(ξ, η)‖2) pro (ξ, η) ∈ τ(Γ3),

η(η2 − 3ξ2)/(2‖(ξ, η)‖2) pro (ξ, η) ∈ τ(Γ4),

û(0, 0) = 0.

Řešenı́ a přı́slušné absolutnı́ chyby pro diskretizaci části hranice ∪4i=1Γi 32 uzly lze vidět na

obrázcı́ch 19 a 20, relativnı́ chyby pak v tabulce 4.
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Obrázek 19: Řešenı́ úlohy (19) pomocı́ metody potenciálů (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).
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Obrázek 20: Řešenı́ úlohy (19) pomocı́ metody sı́tı́ (vlevo), absolutnı́ chyba (vpravo).
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Uzlů na hranici Uzlů celkem δrel (metoda potenciálů) δrel (metoda sı́tı́)

32 1624 1,197·10−1 3,028·10−1
64 6328 6,420·10−2 1,687·10−1
128 24952 3,391·10−2 1,162·10−1

Tabulka 4: Relativnı́ chyby
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8 Závěr

V této práci jsme se zabývali nepřı́mou metodou hraninčnı́ch prvků, tzv. metodou potenciálů, jež je

jednou z možných alternativ k přı́mé metodě hraničnı́ch prvků nebo běžně užı́vaným doménovým

přı́stupům pro řešenı́ okrajových úloh, jako např. metodě konečných prvků nebo metodě sı́tı́.

Postupně jsme si představili fundamentálnı́ řešenı́ Laplaceovy rovnice v rovině, větu o repre-

zentaci a předevšı́m jednotlivé potenciály v R
2, jež jsou nezbytné pro metodu potenciálů. Dále

jsme se seznámili s problematikou vnitřnı́ch a vnějšı́ch okrajových úloh a vybranými typy okra-

jových podmı́nek, včetně Neumannovy okrajové úlohy s Laplaceovým operátorem, která byla v

této práci hlavnı́m předmětem našeho zájmu. Pro lepšı́ pochopenı́ jsme fyzikálnı́ význam této

úlohy demonstrovali na stacionárnı́m vedenı́ tepla v tenké desce. Pro řešenı́ vnějšı́ch úloh jsme

použili Kelvinovu transformaci, dı́ky nı́ž jsme schopni převést vnějšı́ úlohu na neomezené oblasti

na úlohu vnitřnı́.

Přesnost metody potenciálů jsme porovnávali s metodou sı́tı́. Z výsledků prezentovaných v

poslednı́ kapitole vidı́me, že jak pro vnitřnı́ tak pro vnějšı́ úlohy jsou výsledky zı́skané pomocı́ me-

tody potenciálů daleko přesnějšı́ než v přı́padě metody sı́tı́. Navı́c vı́me, že pro přı́padné zpřesněnı́

výsledků metody sı́tı́ by bylo třeba provést jemnějšı́ diskretizaci celé oblasti, zatı́mco v přı́padě me-

tody potenciálů bychom si vystačili pouze s jemnějšı́ diskretizacı́ hranice, z čehož pramenı́ jedna

z největšı́ch výhod metody potenciálů a metody hraničnı́ch prvků.
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