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FMM BEM
@ Matice A se nevy&isluje ani neaproximuje (nap¥. low rank bloky - ACA)
@ Ptedpoklada se pouziti iteratniho Fesite (CG, GMRES)
@ Jednd se o
urychleni vypoltu souéinu Ax;, x; ... i—ta iterace ¥eSeni,
vedouci ke sloZitosti O(N) = Ny =~ 100
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2D smiSena
Au = 0v Q
u = hy naly
t= % = hy naly

loha s Laplaceovou rovnici

Q C R? ... omezend s dost hladkou hranici
MUl =T =00
hy € L2(T1), ho € L2(T5)
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Va4

2D smiSend uloha s Laplaceovou rovnici

Au

g =

~

I
Y
=

= 0vQ Q C R? ... omezend s dost hladkou hranici

hy na ' M uUl,=T=098Q
= hmale | p oy her,)

Véta o reprezentaci: ReSeni Laplaceovy rovnice v € je ddno vztahem

G(x,y):—%lnﬂx—yﬂ, F(x,y):ani(y)_%

u(x) = /rt(y)G(x,y) ds, — /ru(y)F(x,y) ds,, xe€Q,

0G(x,y) 1 (x—y.,nly))
[x—yl*
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Limitnim pfechodem Q > x — I ziskdme 1. hrani¢ni rovnici:

lUX = X S, — u X S, X .
Lu(x) /rt(y)c( y)ds, /rw( )ds, xer
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Pro jednoduchost pouZijeme po &astech konst. hraniéni prvky v;:

N N

u(y) = > uiiy),  ty) = ti(y)

j=1 Jj=1

Dostaneme tedy

N

N N
up = gjtp— ) fju i=1,....N
=1 =1

G(xi,y)dsy, fij:/r F(xi,y)ds,.

j

®
=
I
E
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Posledni rovnici v rameku Ize maticové zapsat jako:

" fii - fn

[y

n g1 - 8IN t

un e - fan un gn1 NN tn

S ohledem na pFedepsané okrajové podminky nasi tlohy ziskdvame soustavu
Ax=b, AcRV*N pxecRV,
pricemZ

9 vektor neznamych x obsahuje uzlové hodnoty u na I, a uzlové hodnoty t
naly,

@ matice A je hustd a (obecn&) nesymetricks,
@ vy&isleni A m3 sloZitost O(N?).
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P
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To

@ Zavedeme oznaceni:

X ~ zZpg=X1+ X0, Yy ~ zZ=yi+ip

y fo G(z0,2z) = —5=In(z — 2)
Im
Re{G(z0,2)} = —5=In|z0 — z| = G(x, y)
——
lIx=yIl

e / £(y)G(x, y)ds, = Re { / H(2)G (2o, z)dsz}

o lo
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o (x) ... multipole expanze
@ M(z.) ... multipole momenty v okoli z.

(%)
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/ t(z)G(z0, z) ds, = % > Ou(z0 — 2 )Mi(2) | (+)

Fo

Mi(zc) = / t(z)Ik(z — z) ds; | ()

lo

o (x) ... multipole expanze
@ M(z.) ... multipole momenty v okoli z.

@ My (z.) nezévisi na koloka&nim uzlu z!, proto je sta&i vypotist jen jednou

(b&hem 1 ndsobeni matici tuhosti)

@ My(z.) lze vypotist analyticky
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Moment-to-moment posunuti (M2M)

Zc ... posunut do pozice z./
Mi(zo) = / t(z)l(z — zo) ds,
lo

_ / ) ((z — 2.) + (20 — 2.)) ds,

o
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Zc ... posunut do pozice z./

Mi(zo) = /r t(z)l(z — zo) ds,

/r t(2)l ((z — z) + (zc — zo)) ds,

\
=
—~~
N
N
Il
N

m=0

(a+ b)k Xk: (II;) ampk=m

o ds,
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= /r t(2)l ((z — zc) + (zc — zc1)) ds;

o ds,



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunuti (M2M)

Zc ... posunut do pozice z./

Mi(zo) = /r t(z)l(z — zo) ds,

= /r t(2)l ((z — zc) + (zc — zc1)) ds;

W(z) = %
ko [k
k mpk—m
(a+b) mX::O (m) amb
k k! k—m
ZO (k—m)Im (Z ZC) (Zc - Zc/)
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Zc ... posunut do pozice z./

Mi(zo) = /r t(z)l(z — zo) ds,

= /r t(2)l ((z — zc) + (zc — zc1)) ds;
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M Zk —z GRS
m)! r m! ‘
—0 0
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Ik—m(ze—2z.1) Im(z—2c)
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k _ k m _ m
Z ze/) / t(z)E=2)" 4
0 o m'

%,_/ —_———
Ik—m(ze—2z.1) Im(z—2c)
Mp(zc)
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FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

k _ k m _ m
Z ze/) / t(z)E=2)" 4
0 o m'

%,_/ —_———
Ik—m(ze—2z.1) Im(z—2c)
Mp(zc)

M) = 35 Il — 2 )Mn(22) | (9

o (o) ... M2M posunuti, kdyZ z. je pfesunut do z.
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FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

%/_/ N——
Ik—m(ze—2z.1) Im(z—zc)
Mm(zc)

M) = 35 Il — 2 )Mn(22) | (9

o (o) ... M2M posunuti, kdyZ z. je pfesunut do z.

@ M2M posunuti obsahuje v sumé& pouze kone¢ny pocet &lend



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)

. blizky bod* 2o, tj. |20 — 71| << |zc — 71|

Im




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)

. blizky bod* 2o, tj. |20 — 71| << |zc — 71|

UZitim Taylorova rozvoje a multipole expanze
Ize psat:

Im




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)

. blizky bod* 2o, tj. |20 — 71| << |zc — 71|

UZitim Taylorova rozvoje a multipole expanze
Ize psat:

Im

—~
o]
~—

/t(z)G(zo,z)dsz = ZL@( Me(z0 — 21)
Mo =0




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)

. blizky bod* 2o, tj. |20 — 71| << |zc — 71|

UZitim Taylorova rozvoje a multipole expanze
Ize psat:

Im

/ t(2)G(20, 2)ds; = Y Ly(21)le(z0 — 21)|(°)
lo =0

2L 0

A Li(z) =G 2 Oven(z = 2)Me(z2) | (o0)




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)

. blizky bod* 2o, tj. |20 — 71| << |zc — 71|

UZitim Taylorova rozvoje a multipole expanze
Ize psat:

Im

/ t(2)G(20, 2)ds; = Y Ly(21)le(z0 — 21)|(°)
lo =0

2L 0

A Li(z) =G 2 Oven(z = 2)Me(z2) | (o0)

o (o) ... lokalni expanze



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a moment-to-local posunuti (M2L)
. Wblizky bod* 2o, tj. 20 — 21| << |z — 7]

Ize psat:

UZitim Taylorova rozvoje a multipole expanze

Im

/ t(2)G(20, 2)ds; = Y Ly(21)lo(z0 —
lo (=0

)|(°)

2L 0

_1\¢
) Lo(z) = G2 S Oriilzr — 2 )Mi(z2)
k=0

o (o) ... lokalni expanze

o (00) ... M2L posunuti

(o0)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

... posunut do pozice z;-



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

. [ #2)6(z0.2)ds. = ZLg V(o — ) =

Fo



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

. [ #2)6(z0.2)ds. = ZLg V(o — ) =

Fo

= 5 Lel{(n = 2) + (2= 2)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

... posunut do pozice z;-

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
) 'ZO.ZL W(z) = 2. (a4 b) = éo (£> Jmpi—m

g
g
I
18
118



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im — i Le(z)le ((z0 — z1) + (210 — 21))
£=0
o;:L/ I £
Re e z) =& (a+b)£_mz—:o(£> e

18
Mr\
[
2
8

/rot(z) 20,7)ds, = ZL@



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
o;:L/ I £
Re % l(z) = % (a+b)z_mz—:o(£> o
o £

g
g
I
18
118

/r t(z)G(z0, z) ds; = ZLZ 0



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
o;:L/ I £
Re % l(z) = % (a+b)z_mz—:o(£> o
o £

g
g
I
18
118




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
o;:L/ I £
Re % l(z) = % (a+b)z_mz—:o(£> o
o £

g
g
I
18
118

(/—rﬁ)!m’! (20 — z1/)™

/r t(z)G(z0, z) ds; = ZLZ )= 0




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
o;:L/ I £
Re % l(z) = % (a+b)z_mz—:o(£> o
o £

g
g
I
18
118

o T (20— 20) "z =




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunuti (L2L)

.. posunut do pozice z;/

) t(z)G(z,z)ds, = Le(zi)le(z0 — 21) =
Mo /r0 ° i ; ‘ o
Im _ i Le(z) e ((20 — z1) + (210 — 21))
=0
o;:L/ I £
Re % l(z) = % (a+b)z_mz—:o(£> o
o £

g
g
I
18
118

(T—%(Zo — 1)z —

/rt(Z) 79,z)ds, = ZL@ ) =0 i




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

)Z—m

/rot(Z)G(ZO z)ds, = Z Z Lo( (20 —mTL/) (ZL(/E__ J

m=04=m




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

)Z—m

/rot(Z)G(ZO z)ds, = Z Z Lo( (20 —mTL/) (ZL(/E__ J

m=04=m

Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

)Z—m

/t(Z)G(Zo z dsZ = Z ZLZ Zo m%L’) (ZL(/E—_ m)!

lo m=0 ¢=m

Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)

= Z Im(z0 — z1/) Z le—m(zr — z1)Le(21)
l=m

m=0



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

£—m
Zo Zy Zyr —
/t(z)G(zoz dsZ:ZZLZ — )" ( (E—m))'
Mo m=0t=m ' '
Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)
= Z Im(z0 — z1/) Z le—m(zr — z1)Le(21)
m=0 =m



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

£—m
Zo Zy Zyr —
/t(z)G(zoz dsZ:ZZLZ — )" ( (E—m))'
Mo m=0t=m ' '
Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)
= Z Im(z0 — z1/) Z le—m(zr — z1)Le(21)
m=0 =m




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

£—m
Zo Zy Zyr —
/t(z)G(zoz dsZ:ZZLZ — )" ( (E—m))'
Mo m=0t=m ' '
Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)
= Z Im(z0 — z1/) Z le—m(zr — z1)Le(21)
m=0 =m




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o (M) ..

£—m
Zo Zy Zyr —
/t(z)G(zoz dsZ:ZZLZ — )" ( (E—m))'
Mo m=0t=m ' '
Im(z0—2;1) lo—m(z1—21)
= Z Im(z0 — z1/) Z le—m(zr — z1)Le(21)
m=0 =m

Lin(z1) = Z lo—m(zir = z1)Le(21) | (W)

L2L posunuti, kdyZ? 7, je pfesunut do z;/



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Expanze pro integral s jadrem F

Potfebujeme vyjadfit:
@ multipole expanze a multipole momenty,
@ M2M posunuti,
@ lokalni expanze a M2L posunuti,
Q

L2L posunuti.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame

Re{G(z0,2)} = G(x,y);



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame
Re{G(z0,2)} = G(x, y); déle

- 0G(20, 2)

F(z.,z) = n(z) 57



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
FMM BEM
L-2D FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame
Re{G(z0,2)} = G(x, y); déle

- 0G(20, 2)
0z

9G(x.y) iaG(X,y))

F(z0,z) = n(2) = (m(y) + im(y)) - ( dy1 Oy2



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame
Re{G(z0,2)} = G(x, y); déle

Flao.2) = () 22502 — (m(y) + i) -

0G(x.y) _ iaG(X,y)) _
8)/1 8)/2

= m() 2SI 4 () 2 i ()

n(y)-Vy,G(xy) = F(xy)




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame
Re{G(z0,2)} = G(x, y); déle

Flao.2) = () 22502 — (m(y) + i) -

0G(x.y) _ iaG(X,y)) _
8)/1 8)/2

= m() 2SI 4 () 2 i ()

n(y)-Vy,G(xy) = F(xy)

o Tedy Re{F(z,2)} = F(x,y)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

o UvaZujme integral / u(y)F(x,y)ds,,| ToCT je,dost daleko" od x
o

@ Po zavedeni komplexniho oznadeni zyp = x; + ixo a z = y; + iy mame
Re{G(z0,2)} = G(x, y); déle

Flao.2) = () 22502 — (m(y) + i) -

0G(x.y) _ iaG(X,y)) _
8)/1 8)/2

= m() 2SI 4 () 2 i ()

n(y)-Vy,G(xy) = F(xy)

o Tedy Re{F(z,2)} = F(x,y) a

/u(y)F(x,y)dsy:Re {/ u(z)F(zo,z)dsz}

o o




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

1 o0
G(20v 7 ; Zo — Zc /k(Z - ZC)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

1 o0
G(20v 7 ; Zo — Zc /k(Z - ZC)

BGzoz

1 &
_72 O_Zc /k l(Z_ZC)
0z 27 —~



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

1 oo
G(Zo, 7; 20 — Z¢ lk(z_zc)

BGzoz
0z

1 o0
—2—2 (z0 — ze)Ik—1(z — z.)
k=1

Fo

/u(z)F(zo, ds, = ZOk ze)Nk(zo) [ (D)

Ni(z.) = /r n(z2)u(z)lk—1(z — z.) ds;

(AL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

1 oo
G(Zo, 7; 20 — Z¢ lk(z_zc)

BGzoz
0z

1 o0
—2—2 (z0 — ze)Ik—1(z — z.)
k=1

Fo

/u(z)F(zo, ds, = ZOk ze)Nk(zo) [ (D)

Ni(z.) = /r n(z2)u(z)lk—1(z — z.) ds;

o (A) ... multipole expanze

(AL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

1 oo
G(Zo, 7; 20 — Z¢ lk(z_zc)

BGzoz
0z

1 o0
—2—2 (z0 — ze)Ik—1(z — z.)
k=1

Fo

/u(z)F(zo, ds, = ZOk ze)Nk(zo) [ (D)

Ni(z.) = /r n(z2)u(z)lk—1(z — z.) ds;

o (A) ... multipole expanze
@ Ni(z.) ... multipole momenty v okoli z

(AL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
M2M posunuti (pro F)
Analogicky jako v p¥ipadé jaddra G odvodime, Ze

Nk(ZC') = mXI::l /k—m(zc - ZC/)Nm(ZC) (0)

(¢) ... M2M posunuti, kdy? z. je pfesunut do z.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a M2L posunuti (pro F)
Analogicky jako v p¥ipadé jaddra G odvodime, Ze

/ u(2)F (20, 2)ds, = 3" L) (2o — 1) | ()
lo £=0

L) =5 kilom — 2)Nk(z2) | (O0)




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a M2L posunuti (pro F)
Analogicky jako v p¥ipadé jaddra G odvodime, Ze

/ u(2)F (20, 2)ds, = 3" L) (2o — 1) | ()
lo £=0

L) =5 kilom — 2)Nk(z2) | (O0)

e (O) ... lokalni expanze



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

Lokalni expanze a M2L posunuti (pro F)
Analogicky jako v p¥ipadé jaddra G odvodime, Ze

/ u(2)F (20, 2)ds, = 3" L) (2o — 1) | ()
lo £=0

L) =5 kilozm — 2)Nk(z2) | (O0)

e (O) ... lokalni expanze

e (OO) ... M2L posunuti



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
L2 FMM BEM: formulace

L2L posunuti (pro F)

Analogicky jako v pfipadé jadra G odvodime

Ln(z) =

Z li—m(zi = 20)Le(20) | (&)

@ (&) ... L2L posunuti, kdy? 7, je pFesunut do z



FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

2D FMM BEM algoritmus



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 1: Diskretizace‘

Diskretizujeme I standardnim zpiisobem jako u Conventional BEM (nap¥. pomoci
po &astech konst. prvki).



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 1: Diskretizace‘

Diskretizujeme I standardnim zpiisobem jako u Conventional BEM (nap¥. pomoci
po &astech konst. prvki).



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 1: Diskretizace‘

Diskretizujeme I standardnim zpiisobem jako u Conventional BEM (nap¥. pomoci
po &astech konst. prvki).




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘

@ UvaZujme &Etverec pokryvajici celou hranici I ... buiika Grovné 0,



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘

@ UvaZujme &Etverec pokryvajici celou hranici I ... buiika Grovné 0,

@ délime parent buiiku trovné A na 4 stejné child buriky trovné A\ + 1,



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘

@ UvaZujme &Etverec pokryvajici celou hranici I ... buiika Grovné 0,
@ délime parent buiiku trovné A na 4 stejné child buriky trovné A\ + 1,

© ukon&ime déleni bufiky, kdyz obsahuje pfedem dany pocet elementi,



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘

@ UvaZujme &Etverec pokryvajici celou hranici I ... buiika Grovné 0,
@ délime parent buiiku trovné A na 4 stejné child buriky trovné A\ + 1,
© ukon&ime déleni bufiky, kdyz obsahuje pfedem dany pocet elementi,

e

@ buiiku nemajici Zadné child buiiky nazyvame list.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus
‘STEP 2: Stromova struktura buné&k (quad—tree)‘

@ UvaZujme &Etverec pokryvajici celou hranici I ... buiika Grovné 0,
@ délime parent buiiku trovné A na 4 stejné child buriky trovné A\ + 1,
© ukon&ime déleni bufiky, kdyz obsahuje pfedem dany pocet elementi,

e

@ buiiku nemajici Zadné child buiiky nazyvame list.

Element je obsaZen v burtice, pokud se v buiice nachazi jeho st¥ed.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

llustrace k vytvoreni quad-tree

Maximalni pocet elementl v listové buiice je 1.




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM
2D FMM BEM: algoritmus

llustrace k vytvoreni quad-tree
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‘STEP 3: Prochézeni nahoru (upward pass) ‘

Vypotteme multipole momenty My(z.), Nk(z.) pro vdechny buiiky drovn& A\ > 2

(zc je stfed bufiky), p¥itemz k = (0),1,2,...,p (p ... pfedem zvoleny ¥ad)

@ pro list: pouZijeme vzoretky (xx), (AA), kde Iy je sjednoceni elementd
v listu obsaZenych,

@ pro parent bufiku: moment kolem z. (z./ je stfed parent buiiky) vypotteme
jako sumu pfispévki vech child bun&k (tyto vypotteme pomoci

M2M posunuti (e), (¢)).

N
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‘STEP 4: Prochazeni doli (downward pass) ‘

Dvé buriky nazveme
- sousedni (ajacent), pokud jsou na stejné drovni a sdili alespoii 1 vrchol,
- dob¥e separované (well-separated), jestlize nejsou sousedni, ale jejich rodice

jsou sousedni. MnoZinu viech dobfe separovanych bunék viéi burice
C nazveme interak&ni seznam (interaction list) buiiky C.
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Dvé buriky nazveme
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FMM algoritmus
‘STEP 4: Prochazeni doli (downward pass) ‘

Dvé buriky nazveme
- sousedni (ajacent), pokud jsou na stejné drovni a sdili alespoii 1 vrchol,
- dob¥e separované (well-separated), jestlize nejsou sousedni, ale jejich rodice

jsou sousedni. MnoZinu viech dobfe separovanych bunék viéi burice
C nazveme interak&ni seznam (interaction list) buiiky C.

Max. pocet C: 8.

Max. polet vigi C: 62—32=27.
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stfed parent bufiky C).
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Vypotteme koeficienty L¢(7,), L¢(2,) lokalni expanze p¥islugejici buice C (2, je
stted C) jako soutet
@ sumy pfispévkl bun&k z interak&niho seznamu C (tyto spotteme pomoci
M2L posunuti (o0), (OO), kde z. je stfed dob¥e separované buiiky vii¢i C)

a

@ sumy prispévkl buné&k stejné trovné jako C, jejichZ parent bufika nesousedi s

parent bufikou C (tuto vypotteme pomoci L2L posunuti (#), (&), kde 2,/ je
stfed parent bufiky C).

Vypotet koeficentil (pro £ =1,2,..., g, kde g je pfedem zvoleny ¥4d) je proveden
pro v8echny buriky, pfi¢emzZ zaéindme tdrovni A = 2 a strom prochazime postupné
doll az k listm.

Pro buiiku na drovni 2 je vypolet koeficientll realizovan pouze pomoci M2L
posunuti.
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\STEP 5: Vy&islenf integral \

Pro dany koloka&ni uzel zy € I se zabyvejme vypoctem

/t(z)G(zo,z) ds, a /u(z)F(zo,z)dsz.
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\STEP 5: Vy&islenf integral \

Pro dany koloka&ni uzel zy € I se zabyvejme vypoctem

/t(z)G(zo,z) ds, a /u(z)F(zo,z)dsZ.
r r
Necht zy je obsaZen v butice C a necht C’ je sousedni k C. Pak
@ prispévek z elementil v C’ vypotteme piimo (klasicky), pokud C nebo C’ je
list;
@ pokud C je list, vypolteme ptispévek ze ,vzdalenych” elementl pomoci
lokaIni expanze (pouZijeme jiz vypottené koeficienty Ly(z,) a L¢(z,), kde z, je
stfed C) a p¥ispévek z elementil v C vypotteme p¥imo (klasicky).

Soucet viech téchto pFispévkil je pak roven pfislusnému integralu.

Strom prochdzime postupné doll od levelu A = 2.
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P¥imy (klasicky) vypotet, A =3 Lokalni expanze
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FMM algoritmus
‘STEP 6: lterace Feéem"

Vypoéteme novou iteraci YeSeni a pokralujeme krokem 3.
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2D Dirichletova dloha s Laplaceovou rovnici

Au = 0vQ

M=rT,=0 h=h
u = hnatl (T 2 ! )

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice kolokaci s po &astech konst. hraniénimi prvky
ziskame:

/rt(}/)G(Xiv)/)dsy: %h(xf)-l-/rh(y)F(x,-,y)dsy, i=1..,N,
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N
ti(y),  h(y) = Zlhjl/g(y) a X je i-ty koloka&ni uzel.
J:
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LDiskretizace kolokaci

2D Dirichletova dloha s Laplaceovou rovnici

Au = 0vQ

M=rT,=0 h=h
u = hnatl (T 2 ! )

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice kolokaci s po &astech konst. hraniénimi prvky
ziskame:

/rt(}/)G(Xiv)/)dsy: %h(xf)-l-/rh(y)F(x,-,y)dsy, i=1..,N,

kde
N

N
t(y) = > tyi(y),  h(y) = > hiwi(y) a x je i-ty koloka&ni uzel.
j=1

J:
Pro ¥eSeni vySe uvedeného systému pouZijeme vhodny iteralni algoritmus s
potatetni aproximaci t® = (tO)J 1, Pfi€emz ndsobeni matici tuhosti a vypocet

pravé strany bude realizovano pomoci FMM-BEM.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

@ Proi=1,..., N je tfeba vy&islit

/ h(y)F (. y) ds,.

r

N

@ pro danou aproximaci t* = (t*)L; ai=1,..., N je tfeba vycislit

N
/r (y)G(xiy)ds,,  kde t2(y) =3 tuy(y).
j=1



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

@ Zvolend data dlohy: Q= {xe€R?: ||x|]| <1}
h(x) = x1 + x2



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu
@ Zvolend data dlohy: Q= {xeR?: ||x]| <1}
h(x) = x1 + x2
@ Analytické Fedeni tlohy: u(x) =x;+x prox€Q
t(x) =u(x) proxeTl



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

@ Zvolend data dlohy: Q= {xe€R?: ||x|]| <1}

h(x) = x1 + x2

@ Analytické Fedeni tlohy: u(x) =x;+x prox€Q

@ Parametry:

t(x) =u(x) proxeTl

max. 10 elementd v listu

p=q=19

GMRES s p¥esnosti 10~8

viechny integrdly vyc&isleny analyticky



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

erimenty

kretizace kolokaci

Buriky pro N = 360
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

N Ht - texact”/HtexactH
FMM-BEM Conv. BEM
36 6,4-1073 6,4-1073
72 1,6-1073 1,6-1073
360 6,3-107° 6,3-107°
720 1,6-107° 1,6-107°
1400 | 4,2-107° 42.10°
2400 1,4-10°° 1,4-107°
4800 3,610~ 3,6-10"7
7200 1,6-1077 1,6-10~7
9600 8,9-1078 8,9-108




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

14001

—&— FMM-BEM
—&— Conventional BEM

12001

1000

@

Q

=]
T

Total CPU time [sec]
(=2}
o
o
T

200

= Il Il Il J
0 2000 4000 6000 8000 10000
N = total number of elements




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numericl perimenty

Diskretizace kolokaci

2D smiSend uloha s Laplaceovou rovnici

Vratme se ke smi%ené tloze z podatku:



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDTskretizace kolokaci
N 7/ 7 - 7
2D smiSend uloha s Laplaceovou rovnici
Vratme se ke smi%ené tloze z podatku:

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice kolokaci (s po ¢dstech konst. hrani¢nimi prvky)
ziskdme:

%u(x,-) :/rt(y)G(x,-,y)dsy —/ru(y)F(x,-,y)dsy, i=1,...N,

pritemZ hleddme (uzlové hodnoty) u na 'y a t na I'g.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace kolokaci

Va4

2D smiSend uloha s Laplaceovou rovnici
Vratme se ke smi%ené tloze z podatku:

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice kolokaci (s po ¢dstech konst. hrani¢nimi prvky)
ziskdme:

1 .
Eu(x,-) = /r t(y)G(xi, y)ds, — /r u(y)F(xi,y)ds,, i=1,..,N,
pritemZ hleddme (uzlové hodnoty) u na 'y a t na I'g.

Pro x; € 'y :

;u(x,-)—&—/rzuF(X,-,-)—/rltG(X,-,-): —/rlhl F(x,-,~)+/r2h2 G(x ")



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDTskretizace kolokaci
N 7/ 7 - 7
2D smiSend uloha s Laplaceovou rovnici
Vratme se ke smi%ené tloze z podatku:

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice kolokaci (s po ¢dstech konst. hrani¢nimi prvky)
ziskdme:

1 .
Eu(x,-) = /r t(y)G(xi, y)ds, — /r u(y)F(xi,y)ds,, i=1,..,N,
pritemZ hleddme (uzlové hodnoty) u na 'y a t na I'g.

Pro x; € 'y :

;u(x,-)—&—/rzuF(X,-,-)—/rltG(X,-,-): —/rlhl F(x,-,~)+/r2h2 G(x ")

Prox; €l

JuFee) = [ t6000 =m0~ [ mFe)+ [ Gk



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

(o)

kde upy ... vektor uzlovych hodnot u na Iy,

Numericl perimenty

Diskretizace kolokaci

@ Hledané feseni:

tp ... vektor uzlovych hodnot t na ;.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

(o)

kde upy ... vektor uzlovych hodnot u na Iy,

Numericl perimenty

Diskretizace kolokaci

@ Hledané feseni:

tp ... vektor uzlovych hodnot t na ;.

@ Pro FeSeni uvedeného systému pouZijeme vhodny iteralni algoritmus, p¥icemZ
ndsobeni matici tuhosti a vypoclet pravé strany bude realizovano pomoci
FMM-BEM.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty
LDTskretizace kolokaci
o Hledané YeSeni:
uy
tp '

kde upy ... vektor uzlovych hodnot u na Iy,

tp ... vektor uzlovych hodnot t na ;.

@ Pro FeSeni uvedeného systému pouZijeme vhodny iteralni algoritmus, p¥icemZ
ndsobeni matici tuhosti a vypoclet pravé strany bude realizovano pomoci
FMM-BEM.

@ U p¥imého vypoltu multipole momenti &i p¥fimého vypo&tu prispévki ve
Stepu 5 ,,volime vzoretky pro jaddro G &i F* dle toho, na jaké &3sti hranice se
p¥islusny element nachdzi.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro smiSenou tlohu na mezikruZzi

@ Zvolena data ulohy:

Q={xeR?: 1<|x|| <2}
M ={xeR?: ||x|| =1}
n={xeR?: ||x|]| =2}
h; = 100

ho = 200



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro smiSenou tlohu na mezikruZzi

@ Zvolend data dlohy: Q={xeR?: 1< ||x|| <2}
M ={xeR?: ||x|| =1}
n={xeR?: ||x|]| =2}
h; = 100
hy, = 200

@ Analytické ¥eeni tlohy:  u(x) = 100+ 4001In||x|| pro x € Q
t(x) = —400 prox el



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro smiSenou tlohu na mezikruZzi

@ Zvolend data dlohy: Q={xeR?: 1< ||x|| <2}

M ={xeR?: ||x|| =1}
n={xeR?: ||x|]| =2}
h; = 100
h, = 200

@ Analytické ¥eeni tlohy:  u(x) = 100+ 4001In||x|| pro x € Q

@ Parametry:

t(x) = —400 prox el

Iy i [ diskretizovany N/2 elementy
max. 10 elementd v listu
p=qg=19

GMRES s p¥esnosti 1078

vdechny integrdly vyc&isleny analyticky



ace kolokaci

Buriky pro N = 360
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro smiSenou tlohu na mezikruZzi

N tnaly unals
FMM-BEM Conv. BEM | FMM-BEM Conv. BEM
36 | -401,771549 -401,771549 | 376,723613 376,723613
72 | -400,400665 -400,400665 | 377,140977 377,140977
360 | -400,014903 -400,014903 | 377,254780 377,254780
720 | -400,003694 -400,003694 | 377,257871 377,257870
1400 | -400,000973 -400,000973 | 377,258610 377,258610
2400 | -400,000330 -400,000330 | 377,258784 377,258783
4800 | -400,000083 -400,000083 | 377,258850 377,258850
7200 | -400,000037 -400,000037 | 377,258863 377,258862
9600 | -400,000021 -400,000021 | 377,258867 377,258867
Analytic -400 377,258872




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty

Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro smiSenou tlohu na mezikruZzi

2000

—&— FMM-BEM /)
1800+ —&— Conventional BEM /
1600 /

1400+ /
1200 /

1000 -

Total CPU time [sec]

400
/

— T Il Il Il
0 2000 4000 6000 8000 10000
N = total number of elements



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Diskretizace kolokaci s po ¢astech lin. fcemi ¢;

N
u(y) = Z ujpi(y)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDTskretizace kolokaci
Diskretizace kolokaci s po ¢astech lin. fcemi ¢;

N
u(y) = Z ujpi(y)

@ Zmény pouze pro vypocet integral s jadrem F



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace kolokaci

Diskretizace kolokaci s po ¢astech lin. fcemi ¢;
N
u(y) = > uiip(y)
j=1

@ Zmény pouze pro vypocet integral s jadrem F
@ Zméni se pouze pfimy vypolet multipole momenti ve Stepu 3 a pFimy
vypocet pt¥ispévki ve Stepu 5



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace kolokaci

Diskretizace kolokaci s po ¢astech lin. fcemi ¢;
N
u(y) = > uiip(y)
j=1

@ Zmény pouze pro vypocet integral s jadrem F
@ Zméni se pouze pfimy vypolet multipole momenti ve Stepu 3 a pFimy
vypocet pt¥ispévki ve Stepu 5

o PYispévek elementu I'; do vypottu p¥islusného multipole momentu:

”j/ (ujpi(2) + ujt10j+1(2)) Ik—1(z — z:) ds;

i




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty

Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu
@ Pro aproximaci h(y) nyni pouZijeme po &astech lin. prvky ¢;

@ Data dlohy jsou volena stejné jako pro p¥ipad po &ast. konst. hraniénich prvki

N Ht - texact”/Htexact”
FMM-BEM Conv. BEM

36 <107 P <107 P

72| 52-.1071 <1015

360 | 2,5-1071° 2,3-10714
720 | 4,5-1071° 6,4-10714

1400 2.10°10 1,8-10°13
2400 | 2,7-10710 39.-10713
4800 | 3,2-10°1° 1,1-10712
7200 | 4,6-10710 2.10712

9600 | 4,4-1071%0 3,2-10712



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

3500 >
—&— FMM-BEM
—&— Conventional BEM
3000 -
2500 -

2000 -

1500

Total CPU time [sec]

1000 -

-
500~ -

T I I )
0 2000 4000 6000 8000 10000
N = total number of elements



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci

@ Zvolend data dlohy: Q={xeR?: xy <1 A |x|<1-|xl|}
h(x) = 2x



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci
@ Zvolend data dlohy: Q={xeR?: xy <1 A |x|<1-|xl|}
h(x) = 2x

@ Analytické ¥eeni dlohy:  u(x) =2x; pro x € Q

_ \@ X1 € (0, 1)
t(x) _{ V2 x€(-1,0)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci

@ Zvolend data dlohy: Q={xeR?: xy <1 A |x|<1-|xl|}

h(x) = 2x

@ Analytické Fedeni tlohy: u(x) =2x; prox € Q

@ Parametry:

_ \@ X1 € (0, 1)
t(x) _{ V2 x€(-1,0)

max. 10 elementd v listu
p=q=19
GMRES s p¥esnosti 108

vSechny integraly vyé&isleny analyticky



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Diskretizace kolokaci

Buriky pro N = 360




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci

Pro aproximaci h(y) pouZijeme po &stech lin. prvky ¢;.

N It — texact|l/ || texact | GMRES it.
FMM-BEM Conv. BEM | FMM-BEM Conv. BEM
36 | 3,1-10°10 5.10°10 9 9
72| 28-1078 2,7-10°8 16 16
360 | 7,5-10°7 7.4-1077 31 31
720 1,5-10°° 1,6-107° 40 39
1400 | 2,9-10°° 2,4-10° 82 49
2400 48.10°° 41-1076 03 58
4800 1-107° 9.10°° 70 70
7200 1,4-107° 16-107° 88 77
9600 1,9-107° 1,8-10°° 116 84




EM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Fast Multipole Boundary Element Method (FM

Numerické
Diskretizace kolokaci

t — teae pro N =72

exact

=1,

exact
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro

Laplaceovu rovnici

FMM-BEM
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokaci

Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci

7000
—&— FMM-BEM
—&— Conventional BEM
6000 -
5000 -

4000~

3000

Total CPU time [sec]

2000

1000

S — Il Il Il
0 4000 6000 8000
N = total number of elements



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace kolokacf

Numerické vysledky pro Dirichletovu dlohu na &tverci

7000
—&— FMM-BEM
—&— Conventional BEM
6000 -
5000 -

4000~

3000

Total CPU time [sec]

2000

1000

S — — Il Il Il
0 2000 4000 6000 8000 10000
N = total number of elements

P¥ili§ mnoho GMRES iteraci = predpodminéni!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice Galerkinovou metodou a po &astech konst.
hrani¢nimi prvky v; dostdvame:

1

5 (i) ary = (VE Vi) oy — (K ¥i) oy 1 =100 N,



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice Galerkinovou metodou a po &astech konst.
hrani¢nimi prvky v; dostdvame:

1 .
> (i) ary = (VE Vi) oy — (K ¥i) oy 1 =100 N,
kde
@ V ... operétor jednoduché vrstvy, K ... operdtor dvojvrstvy,

N

o t(y)~ ;le,(y), uy) ~ 3 uit(y).

Jj=1



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice Galerkinovou metodou a po &astech konst.
hrani¢nimi prvky v; dostdvame:

1 .
5 (i) ary = (VE Vi) oy — (K ¥i) oy 1 =100 N,
kde
@ V ... operétor jednoduché vrstvy, K ... operdtor dvojvrstvy,
N N
o t(y)~ Zl ti(y),  uly) = El ujthj(y)-
j= j=

Pro nasi Dirichletovu tlohu mame

1 .
<Vtvwi>[_2(r) = 5 <hywi>[_2(r) + <Kh,'l,[)i>l_2(r) , | = 1, ey N.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Diskretizaci 1. hrani¢ni rovnice Galerkinovou metodou a po &astech konst.
hrani¢nimi prvky v; dostdvame:

1 .
5 (i) ary = (VE Vi) oy — (K ¥i) oy 1 =100 N,
kde
@ V ... operétor jednoduché vrstvy, K ... operdtor dvojvrstvy,
N N
o t(y)~ Zl ti(y),  uly) = El ujthj(y)-
j= j=

Pro nasi Dirichletovu tlohu mame

1

5 <hvwi>1_2(r) + <Kh,1l1i>,_z(r) ., i=1..,N.

(Vt, i) oy = 5

Pro FeSeni vySe uvedeného systému pouZijeme vhodny iteralni algoritmus s
potatetni aproximaci t® = (t?)Y.;, p¥itemZ ndsobeni matici tuhosti a vypotet

pravé strany bude realizovdno pomoci FMM-BEM.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

@ Proi=1,..., N je tfeba vy&islit

/rf </r h(y)F(x,y)dsy> dsy,

@ pro danou aproximaci t* = (tjf)‘)J’-V:

/r </r ta(y)G(Xf'Y)dsy) ds,, kde zN: =ity

i j=1

1ai=1..,N jetfeba vycislit



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Vypocet integrdli s jadrem G

/r | ( /r 0 t(z)G(zo,z)dsz> ds..,

kde Iy je ,dost daleko” od T;.

UvaZujme integral



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDTskretizace Galerkinovou metodou
4 Y4 . 7] e -7
Vypocet integrdli s jadrem G

/r | ( /r 0 t(z)G(zo,z)dsz> ds..,

kde Iy je ,dost daleko” od T;.

UvaZujme integral

Je-li z; je ,blizky bod" I';, dostdvame pomoci lokalni expanze

/F,- (/Fo t(Z)G(zo,z)dsz> ds,,

S Le(z)le(z0—71)
£=0




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDTskretizace Galerkinovou metodou
4 Y4 . 7] e -7
Vypocet integrdli s jadrem G

/r | ( /r 0 t(z)G(zo,z)dsz> ds..,

kde Iy je ,dost daleko” od T;.

UvaZujme integral

Je-li z; je ,blizky bod" I';, dostdvame pomoci lokalni expanze

/r,- (/ro t(2)G(20, 2 dsz) ds,, = Z Le( /r li(zo — 21 ) dsg,.

i

S Le(z)le(z0—71)
£=0



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
LDiskretizace Galerkinovou metodou

Vypocet integrdli s jadrem G

/r | ( /r 0 t(z)G(zo,z)dsz> ds..,

kde Iy je ,dost daleko” od T;.

UvaZujme integral

Je-li z; je ,blizky bod" I';, dostdvame pomoci lokalni expanze

/r,- (/ro t(2)G(20, 2 dsz) ds,, = Z Le( /r li(zo — 21 ) dsg,.

i

S Le(z)le(z0—71)
£=0

Analogicky postup provedeme u integrall s jadrem F.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

o PouZity po &astech konst. prvky v;

@ Data dlohy jsou volena stejné jako pro p¥ipad kolokace s tim, Ze reguldrni
integraly jsou po&itany numericky Gaussovou kvadraturou s 8 body a
iteralnim ¥editem jsou sdruzené gradienty (CG)

N ||t _ texact”V/Htexact”V
FMM-BEM Conv. BEM
36 6,5-1073 6,5-1073
72| 16-1073 16-103
360 6,4-107° 6,4-107°
720 1,6 -107° 1,6-1075
1400 42.107° 42.107°
2400 1,4-1076 1,4-107°
4800 3,6-1077 3,6-1077
7200 1,6-10~7 1,6-10°7
9600 8,9-10°8 8,9-10°8




Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici
Numerické experimenty
L Diskretizace Galerkinovou metodou

Numerické vysledky pro Dirichletovu tlohu na kruhu

Total CPU time [sec]

4500

4000 -

3500

3000

2500

2000

1500

1000

—&— FMM-BEM
—S— Conventional BEM

I I
4000 6000 8000

N = total number of elements

2000

10000
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