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FMM BEM
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Předpokládá se použit́ı iteračńıho řešiče (CG, GMRES)

Jedná se o

urychleńı výpočtu součinu Axi , xi ... i−tá iterace řešeńı,

vedoućı ke složitosti O(N) ⇒ Nmax ≈ 106
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2D sḿı̌sená úloha s Laplaceovou rovnićı Dirichlet Mixed

△u = 0 v Ω

u = h1 na Γ1

t ≡ ∂u
∂n

= h2 na Γ2

Ω ⊂ R
2 ... omezená s dost hladkou hranićı

Γ1 ∪ Γ2 = Γ = ∂Ω

h1 ∈ L2(Γ1), h2 ∈ L2(Γ2)

Věta o reprezentaci: Řešeńı Laplaceovy rovnice v Ω je dáno vztahem

u(x) =

∫

Γ

t(y)G (x , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (x , y) dsy , x ∈ Ω,

G (x , y) = − 1

2π
ln ‖x − y‖, F (x , y) =

∂G (x , y)

∂n(y)
=

1

2π

(x − y , n(y))

‖x − y‖2 .
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1
2u(x) =

∫

Γ

t(y)G (x , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (x , y) dsy , x ∈ Γ.
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1

2
u(xi ) =

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N

Pro jednoduchost použijeme po částech konst. hraničńı prvky ψj :

u(y) ≈
N∑

j=1

ujψj(y), t(y) ≈
N∑

j=1

tjψj(y)

Dostaneme tedy

1
2ui =

N∑
j=1

gij tj −
N∑
j=1

fijuj , i = 1, ... ,N

gij =

∫

Γj

G (xi , y) dsy , fij =

∫

Γj

F (xi , y) dsy .



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Conventional BEM
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2




u1
...
uN


+




f11 · · · f1N

...
. . .
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fN1 · · · fNN







u1
...
uN


 =




g11 · · · g1N

...
. . .

...

gN1 · · · gNN







t1
...
tN
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Posledńı rovnici v rámečku lze maticově zapsat jako:
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1

2




u1
...
uN


+




f11 · · · f1N

...
. . .

...

fN1 · · · fNN







u1
...
uN


 =




g11 · · · g1N

...
. . .

...

gN1 · · · gNN







t1
...
tN
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Ax = b, A ∈ R
N×N , b, x ∈ R

N ,

p̌ričemž

vektor neznámých x obsahuje uzlové hodnoty u na Γ2 a uzlové hodnoty t

na Γ1,

matice A je hustá a (obecně) nesymetrická,

vyč́ısleńı A má složitost O(N2).
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kolokačńı uzel
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”
dost daleko“ od x
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∫

Γ0
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”
dost daleko“ od x
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Im

Re
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2π ln (z0 − z)
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= G (x , y)
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Komplexńı značeńı
kolokačńı uzel

Uvažujme integrál

∫

Γ0

t(y)G (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Zavedeme označeńı:

x ; z0 = x1 + ix2, y ; z = y1 + iy2

Γ0

Im

Re

z0

z
G (z0, z) = − 1

2π ln (z0 − z)

Re{G (z0, z)} = − 1
2π ln |z0 − z |︸ ︷︷ ︸

‖x−y‖

= G (x , y)

∫

Γ0

t(y)G (x , y) dsy = Re

{∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

}
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Multipole expanze a multipole momenty Conv. BEM vs. FMM BEM

zc ...
”
bĺızký bod“ z , tj. |z − zc | << |z0 − zc |

Γ0

Im

Re

z0

z

zc
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Užit́ım Taylorova rozvoje lze psát:

G (z0, z) =
1
2π

∞∑
k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)
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1
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zk
k ≥ 1, O0(z) = −ln (z)

Ik(z) =
zk

k! k ≥ 0
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Multipole expanze a multipole momenty Conv. BEM vs. FMM BEM

zc ...
”
bĺızký bod“ z , tj. |z − zc | << |z0 − zc |

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

Užit́ım Taylorova rozvoje lze psát:

G (z0, z) =
1
2π

∞∑
k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

Ok(z) =
(k−1)!

zk
k ≥ 1, O0(z) = −ln (z)

Ik(z) =
zk

k! k ≥ 0

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc) dsz
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2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty Conv. BEM vs. FMM BEM

zc ...
”
bĺızký bod“ z , tj. |z − zc | << |z0 − zc |

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

Užit́ım Taylorova rozvoje lze psát:

G (z0, z) =
1
2π

∞∑
k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

Ok(z) =
(k−1)!

zk
k ≥ 1, O0(z) = −ln (z)

Ik(z) =
zk

k! k ≥ 0

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc) dsz

︸ ︷︷ ︸
Mk (zc )
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∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Mk(zc) (∗) F

Mk(zc) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc) dsz (∗∗)
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2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Mk(zc) (∗) F

Mk(zc) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc) dsz (∗∗)

(∗) ... multipole expanze

Mk(zc) ... multipole momenty v okoĺı zc

Mk(zc) nezáviśı na kolokačńım uzlu z0!, proto je stač́ı vypoč́ıst jen jednou

(během 1 násobeńı matićı tuhosti)
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FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Mk(zc) (∗) F

Mk(zc) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc) dsz (∗∗)

(∗) ... multipole expanze

Mk(zc) ... multipole momenty v okoĺı zc

Mk(zc) nezáviśı na kolokačńım uzlu z0!, proto je stač́ı vypoč́ıst jen jednou

(během 1 násobeńı matićı tuhosti)

Mk(zc) lze vypoč́ıst analyticky



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Moment-to-moment posunut́ı (M2M) Quad-tree

zc ... posunut do pozice zc′

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zc′

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)Ik(z − zc′) dsz

=

∫

Γ0

t(z)Ik ((z − zc) + (zc − zc′)) dsz

Ik(z) =
zk

k!

(a + b)k =
k∑

m=0

(
k

m

)
ambk−m

Mk(zc′) =

∫

Γ0

t(z)

k∑
m=0

�k!
(k−m)!m! (z − zc)

m(zc − zc′)
k−m

��k!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz

︸ ︷︷ ︸
Ik−m(zc−zc′ )

︸ ︷︷ ︸
Im(z−zc )



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz

︸ ︷︷ ︸
Ik−m(zc−zc′ )

︸ ︷︷ ︸
Im(z−zc )

︸ ︷︷ ︸
Mm(zc )



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz

︸ ︷︷ ︸
Ik−m(zc−zc′ )

︸ ︷︷ ︸
Im(z−zc )

︸ ︷︷ ︸
Mm(zc )

Mk(zc′) =
k∑

m=0

Ik−m(zc − zc′)Mm(zc) (•) F



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz

︸ ︷︷ ︸
Ik−m(zc−zc′ )

︸ ︷︷ ︸
Im(z−zc )

︸ ︷︷ ︸
Mm(zc )

Mk(zc′) =
k∑

m=0

Ik−m(zc − zc′)Mm(zc) (•) F

(•) ... M2M posunut́ı, když zc je p̌resunut do zc′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Mk(zc′) =

k∑

m=0

(zc − zc′)
k−m

(k −m)!

∫

Γ0

t(z)
(z − zc)

m

m!
dsz

︸ ︷︷ ︸
Ik−m(zc−zc′ )

︸ ︷︷ ︸
Im(z−zc )

︸ ︷︷ ︸
Mm(zc )

Mk(zc′) =
k∑

m=0

Ik−m(zc − zc′)Mm(zc) (•) F

(•) ... M2M posunut́ı, když zc je p̌resunut do zc′

M2M posunut́ı obsahuje v sumě pouze konečný počet členů



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL

Užit́ım Taylorova rozvoje a multipole expanze
lze psát:



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL

Užit́ım Taylorova rozvoje a multipole expanze
lze psát:

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (◦) F



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL

Užit́ım Taylorova rozvoje a multipole expanze
lze psát:

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (◦) F

Lℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=0

Oℓ+k(zL − zc)Mk(zc) (◦◦)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL

Užit́ım Taylorova rozvoje a multipole expanze
lze psát:

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (◦) F

Lℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=0

Oℓ+k(zL − zc)Mk(zc) (◦◦)

(◦) ... lokálńı expanze



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a moment-to-local posunut́ı (M2L)
Conv. BEM vs. FMM BEM

zL ...
”
bĺızký bod“ z0, tj. |z0 − zL| << |zc − zL|

Γ0

Im

Re

z0

z

zc

zL

Užit́ım Taylorova rozvoje a multipole expanze
lze psát:

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (◦) F

Lℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=0

Oℓ+k(zL − zc)Mk(zc) (◦◦)

(◦) ... lokálńı expanze

(◦◦) ... M2L posunut́ı



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

ℓ∑
m=0

ℓ!
(ℓ−m)!m! (z0 − zL′)m(zL′ − zL)

ℓ−m

ℓ!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

ℓ∑
m=0

ℓ!
(ℓ−m)!m! (z0 − zL′)m(zL′ − zL)

ℓ−m

ℓ!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

ℓ∑
m=0

ℓ!
(ℓ−m)!m! (z0 − zL′)m(zL′ − zL)

ℓ−m

ℓ!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

ℓ∑
m=0

ℓ!
(ℓ−m)!m! (z0 − zL′)m(zL′ − zL)

ℓ−m

ℓ!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Local-to-local posunut́ı (L2L) Quad-tree

zL ... posunut do pozice zL′

Γ0

Im

Re

z0

z

zL

zL′

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) =

=
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ ((z0 − zL′) + (zL′ − zL))

Iℓ(z) =
zℓ

ℓ! , (a+ b)ℓ =
ℓ∑

m=0

(
ℓ
m

)
ambℓ−m

∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=0

=
∞∑

m=0

∞∑
ℓ=m

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

ℓ∑
m=0

�ℓ!
(ℓ−m)!m! (z0 − zL′)m(zL′ − zL)

ℓ−m

�ℓ!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)

=

∞∑

m=0

Im(z0 − zL′)

∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

︸ ︷︷ ︸
Lm(zL′ )



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)

=

∞∑

m=0

Im(z0 − zL′)

∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

︸ ︷︷ ︸
Lm(zL′ )

=

∞∑

m=0

Lm(zL)Im(z0 − zL)

Lm(zL′) =
∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

Lm(zL′) ... L2L posunut́ı, když zL je p̌resunut do zL′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)

=

∞∑

m=0

Im(z0 − zL′)

∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

︸ ︷︷ ︸
Lm(zL′ )

=

∞∑

m=0

Lm(zL)Im(z0 − zL)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)

=

∞∑

m=0

Im(z0 − zL′)

∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

︸ ︷︷ ︸
Lm(zL′ )

=

∞∑

m=0

Lm(zL)Im(z0 − zL)

Lm(zL′) =
∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL) (♠) F



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz =

∞∑

m=0

∞∑

ℓ=m

Lℓ(zL)
(z0 − zL′)m

m!

(zL′ − zL)
ℓ−m

(ℓ−m)!
︸ ︷︷ ︸
Im(z0−zL′ )

︸ ︷︷ ︸
Iℓ−m(zL′−zL)

=

∞∑

m=0

Im(z0 − zL′)

∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL)

︸ ︷︷ ︸
Lm(zL′ )

=

∞∑

m=0

Lm(zL)Im(z0 − zL)

Lm(zL′) =
∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)Lℓ(zL) (♠) F

(♠) ... L2L posunut́ı, když zL je p̌resunut do zL′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Expanze pro integrál s jádrem F

Poťrebujeme vyjáďrit:

multipole expanze a multipole momenty,

M2M posunut́ı,

lokálńı expanze a M2L posunut́ı,

L2L posunut́ı.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y);



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y); dále

F (z0, z) = n(z) · ∂G (z0, z)

∂z



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y); dále

F (z0, z) = n(z) · ∂G (z0, z)

∂z
= (n1(y) + in2(y)) ·

(
∂G (x , y)

∂y1
− i

∂G (x , y)

∂y2

)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y); dále

F (z0, z) = n(z) · ∂G (z0, z)

∂z
= (n1(y) + in2(y)) ·

(
∂G (x , y)

∂y1
− i

∂G (x , y)

∂y2

)
=

= n1(y)
∂G (x , y)

∂y1
+ n2(y)

∂G (x , y)

∂y2︸ ︷︷ ︸
n(y)·∇yG(x ,y) = F (x ,y)

+i Im{F (z0, z)}



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y); dále

F (z0, z) = n(z) · ∂G (z0, z)

∂z
= (n1(y) + in2(y)) ·

(
∂G (x , y)

∂y1
− i

∂G (x , y)

∂y2

)
=

= n1(y)
∂G (x , y)

∂y1
+ n2(y)

∂G (x , y)

∂y2︸ ︷︷ ︸
n(y)·∇yG(x ,y) = F (x ,y)

+i Im{F (z0, z)}

Tedy Re{F (z0, z)} = F (x , y)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Uvažujme integrál

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy , Γ0 ⊂ Γ je
”
dost daleko“ od x

Po zavedeńı komplexńıho označeńı z0 = x1 + ix2 a z = y1 + iy2 máme

Re{G (z0, z)} = G (x , y); dále

F (z0, z) = n(z) · ∂G (z0, z)

∂z
= (n1(y) + in2(y)) ·

(
∂G (x , y)

∂y1
− i

∂G (x , y)

∂y2

)
=

= n1(y)
∂G (x , y)

∂y1
+ n2(y)

∂G (x , y)

∂y2︸ ︷︷ ︸
n(y)·∇yG(x ,y) = F (x ,y)

+i Im{F (z0, z)}

Tedy Re{F (z0, z)} = F (x , y) a

∫

Γ0

u(y)F (x , y) dsy = Re

{∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz

}



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

G (z0, z) =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

G (z0, z) =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

∂G (z0, z)

∂z
=

1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Ik−1(z − zc)



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

G (z0, z) =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

∂G (z0, z)

∂z
=

1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Ik−1(z − zc)

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Nk(zc) (△) G Step 3

Nk(zc) =

∫

Γ0

n(z)u(z)Ik−1(z − zc) dsz (△△) pw linear



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

G (z0, z) =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

∂G (z0, z)

∂z
=

1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Ik−1(z − zc)

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Nk(zc) (△) G Step 3

Nk(zc) =

∫

Γ0

n(z)u(z)Ik−1(z − zc) dsz (△△) pw linear

(△) ... multipole expanze
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FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Multipole expanze a multipole momenty (pro F)

G (z0, z) =
1

2π

∞∑

k=0

Ok(z0 − zc)Ik(z − zc)

∂G (z0, z)

∂z
=

1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Ik−1(z − zc)

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =
1

2π

∞∑

k=1

Ok(z0 − zc)Nk(zc) (△) G Step 3

Nk(zc) =

∫

Γ0

n(z)u(z)Ik−1(z − zc) dsz (△△) pw linear

(△) ... multipole expanze

Nk(zc) ... multipole momenty v okoĺı zc



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

M2M posunut́ı (pro F)

Analogicky jako v p̌ŕıpadě jádra G odvod́ıme, že

Nk(zc′) =
k∑

m=1

Ik−m(zc − zc′)Nm(zc) (⋄) G Step 3

(⋄) ... M2M posunut́ı, když zc je p̌resunut do zc′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a M2L posunut́ı (pro F)

Analogicky jako v p̌ŕıpadě jádra G odvod́ıme, že

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

L̃ℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (�) G Step 5

L̃ℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=1

Oℓ+k(zL − zc)Nk(zc) (��) Step 4



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a M2L posunut́ı (pro F)

Analogicky jako v p̌ŕıpadě jádra G odvod́ıme, že

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

L̃ℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (�) G Step 5

L̃ℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=1

Oℓ+k(zL − zc)Nk(zc) (��) Step 4

(�) ... lokálńı expanze



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

Lokálńı expanze a M2L posunut́ı (pro F)

Analogicky jako v p̌ŕıpadě jádra G odvod́ıme, že

∫

Γ0

u(z)F (z0, z) dsz =

∞∑

ℓ=0

L̃ℓ(zL)Iℓ(z0 − zL) (�) G Step 5

L̃ℓ(zL) =
(−1)ℓ

2π

∞∑
k=1

Oℓ+k(zL − zc)Nk(zc) (��) Step 4

(�) ... lokálńı expanze

(��) ... M2L posunut́ı



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: formulace

L2L posunut́ı (pro F)

Analogicky jako v p̌ŕıpadě jádra G odvod́ıme

L̃m(zL′) =
∞∑

ℓ=m

Iℓ−m(zL′ − zL)L̃ℓ(zL) (♣) G Step 4

(♣) ... L2L posunut́ı, když zL je p̌resunut do zL′



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

2D FMM BEM algoritmus



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 1: Diskretizace

Diskretizujeme Γ standardńım způsobem jako u Conventional BEM (nap̌r. pomoćı
po částech konst. prvk̊u).
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 1: Diskretizace

Diskretizujeme Γ standardńım způsobem jako u Conventional BEM (nap̌r. pomoćı
po částech konst. prvk̊u).

1
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 1: Diskretizace

Diskretizujeme Γ standardńım způsobem jako u Conventional BEM (nap̌r. pomoćı
po částech konst. prvk̊u).

1

2

3

4

5

6
7

8

9

12

10
11

13

14

15

16

17



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)

1 Uvažujme čtverec pokrývaj́ıćı celou hranici Γ ... buňka úrovně 0,
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)

1 Uvažujme čtverec pokrývaj́ıćı celou hranici Γ ... buňka úrovně 0,

2 děĺıme parent buňku úrovně λ na 4 stejné child buňky úrovně λ+ 1,
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)

1 Uvažujme čtverec pokrývaj́ıćı celou hranici Γ ... buňka úrovně 0,

2 děĺıme parent buňku úrovně λ na 4 stejné child buňky úrovně λ+ 1,

3 ukonč́ıme děleńı buňky, když obsahuje p̌redem daný počet element̊u,
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)

1 Uvažujme čtverec pokrývaj́ıćı celou hranici Γ ... buňka úrovně 0,

2 děĺıme parent buňku úrovně λ na 4 stejné child buňky úrovně λ+ 1,

3 ukonč́ıme děleńı buňky, když obsahuje p̌redem daný počet element̊u,

4 buňku nemaj́ıćı žádné child buňky nazýváme list.
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FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus
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STEP 2: Stromová struktura buněk (quad-tree)

1 Uvažujme čtverec pokrývaj́ıćı celou hranici Γ ... buňka úrovně 0,

2 děĺıme parent buňku úrovně λ na 4 stejné child buňky úrovně λ+ 1,

3 ukonč́ıme děleńı buňky, když obsahuje p̌redem daný počet element̊u,

4 buňku nemaj́ıćı žádné child buňky nazýváme list.

Element je obsažen v buňce, pokud se v buňce nacháźı jeho sťred.
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STEP 3: Procházeńı nahoru (upward pass) Step 6

Vypočteme multipole momenty Mk(zc), Nk(zc) pro všechny buňky úrovně λ ≥ 2

(zc je sťred buňky), p̌ričemž k = (0), 1, 2, ... , p (p ... p̌redem zvolený řád)
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STEP 3: Procházeńı nahoru (upward pass) Step 6

Vypočteme multipole momenty Mk(zc), Nk(zc) pro všechny buňky úrovně λ ≥ 2

(zc je sťred buňky), p̌ričemž k = (0), 1, 2, ... , p (p ... p̌redem zvolený řád)

pro list: použijeme vzorečky (∗∗), (△△), kde Γ0 je sjednoceńı element̊u

v listu obsažených, Mk (zc ),Nk (zc )

pro parent buňku: moment kolem zc′ (zc′ je sťred parent buňky) vypočteme
jako sumu p̌ŕıspěvk̊u všech child buněk (tyto vypočteme pomoćı
M2M posunut́ı (•), (⋄)). Mk (zc′

),Nk (zc′
)
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STEP 4: Procházeńı dol̊u (downward pass)

Dvě buňky nazveme

- sousedńı (ajacent), pokud jsou na stejné úrovni a sd́ıĺı alespoň 1 vrchol,

- dob̌re separované (well-separated), jestliže nejsou sousedńı, ale jejich rodiče
jsou sousedńı. Množinu všech dob̌re separovaných buněk v̊uči buňce
C nazveme interakčńı seznam (interaction list) buňky C .
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C nazveme interakčńı seznam (interaction list) buňky C .
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Dvě buňky nazveme
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Max. počet sousedńıch buněk C : 8.
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Dvě buňky nazveme
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C nazveme interakčńı seznam (interaction list) buňky C .

C

Max. počet sousedńıch buněk C : 8.

Max. počet dob̌re separ. buněk v̊uči C : 62−32=27.



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

STEP 4
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M2L posunut́ı (◦◦), (��), kde zc je sťred dob̌re separované buňky v̊uči C )

Lℓ(zL), L̃ℓ(zL)

a

sumy p̌ŕıspěvk̊u buněk stejné úrovně jako C , jejichž parent buňka nesoused́ı s
parent buňkou C (tuto vypočteme pomoćı L2L posunut́ı (♠), (♣), kde zL′ je
sťred parent buňky C ). Lℓ(zL′

), L̃ℓ(zL′
)
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sťred C ) jako součet

sumy p̌ŕıspěvk̊u buněk z interakčńıho seznamu C (tyto spočteme pomoćı
M2L posunut́ı (◦◦), (��), kde zc je sťred dob̌re separované buňky v̊uči C )

Lℓ(zL), L̃ℓ(zL)

a

sumy p̌ŕıspěvk̊u buněk stejné úrovně jako C , jejichž parent buňka nesoused́ı s
parent buňkou C (tuto vypočteme pomoćı L2L posunut́ı (♠), (♣), kde zL′ je
sťred parent buňky C ). Lℓ(zL′

), L̃ℓ(zL′
)

Výpočet koeficent̊u (pro ℓ = 1, 2, ... , q, kde q je p̌redem zvolený řád) je proveden
pro všechny buňky, p̌ričemž zač́ınáme úrovńı λ = 2 a strom procháźıme postupně
dol̊u až k list̊um.
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STEP 4

Vypočteme koeficienty Lℓ(zL), L̃ℓ(zL) lokálńı expanze p̌ŕıslušej́ıćı buňce C (zL je
sťred C ) jako součet

sumy p̌ŕıspěvk̊u buněk z interakčńıho seznamu C (tyto spočteme pomoćı
M2L posunut́ı (◦◦), (��), kde zc je sťred dob̌re separované buňky v̊uči C )

Lℓ(zL), L̃ℓ(zL)

a

sumy p̌ŕıspěvk̊u buněk stejné úrovně jako C , jejichž parent buňka nesoused́ı s
parent buňkou C (tuto vypočteme pomoćı L2L posunut́ı (♠), (♣), kde zL′ je
sťred parent buňky C ). Lℓ(zL′

), L̃ℓ(zL′
)

Výpočet koeficent̊u (pro ℓ = 1, 2, ... , q, kde q je p̌redem zvolený řád) je proveden
pro všechny buňky, p̌ričemž zač́ınáme úrovńı λ = 2 a strom procháźıme postupně
dol̊u až k list̊um.

Pro buňku na úrovni 2 je výpočet koeficient̊u realizován pouze pomoćı M2L
posunut́ı.
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λ = 3

C

M2L
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2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha
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2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha

Necht’ z0 je obsažen v buňce C a necht’ C ′ je sousedńı k C .
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FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha

Necht’ z0 je obsažen v buňce C a necht’ C ′ je sousedńı k C . Pak

1 p̌ŕıspěvek z element̊u v C ′ vypočteme p̌ŕımo (klasicky), pokud C nebo C ′ je
list;
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FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha

Necht’ z0 je obsažen v buňce C a necht’ C ′ je sousedńı k C . Pak

1 p̌ŕıspěvek z element̊u v C ′ vypočteme p̌ŕımo (klasicky), pokud C nebo C ′ je
list;

2 pokud C je list, vypočteme p̌ŕıspěvek ze
”
vzdálených“ element̊u pomoćı

lokálńı expanze (použijeme již vypočtené koeficienty Lℓ(zL) a L̃ℓ(zL), kde zL je
sťred C ) lok. expanze a p̌ŕıspěvek z element̊u v C vypočteme p̌ŕımo (klasicky).



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

FMM BEM

2D FMM BEM: algoritmus

FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha

Necht’ z0 je obsažen v buňce C a necht’ C ′ je sousedńı k C . Pak

1 p̌ŕıspěvek z element̊u v C ′ vypočteme p̌ŕımo (klasicky), pokud C nebo C ′ je
list;

2 pokud C je list, vypočteme p̌ŕıspěvek ze
”
vzdálených“ element̊u pomoćı

lokálńı expanze (použijeme již vypočtené koeficienty Lℓ(zL) a L̃ℓ(zL), kde zL je
sťred C ) lok. expanze a p̌ŕıspěvek z element̊u v C vypočteme p̌ŕımo (klasicky).

Součet všech těchto p̌ŕıspěvk̊u je pak roven p̌ŕıslušnému integrálu.
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FMM algoritmus

STEP 5: Vyč́ısleńı integrál̊u

Pro daný kolokačńı uzel z0 ∈ Γ se zabývejme výpočtem

∫

Γ

t(z)G (z0, z) dsz a

∫

Γ

u(z)F (z0, z) dsz . Dirichletova úloha

Necht’ z0 je obsažen v buňce C a necht’ C ′ je sousedńı k C . Pak

1 p̌ŕıspěvek z element̊u v C ′ vypočteme p̌ŕımo (klasicky), pokud C nebo C ′ je
list;

2 pokud C je list, vypočteme p̌ŕıspěvek ze
”
vzdálených“ element̊u pomoćı

lokálńı expanze (použijeme již vypočtené koeficienty Lℓ(zL) a L̃ℓ(zL), kde zL je
sťred C ) lok. expanze a p̌ŕıspěvek z element̊u v C vypočteme p̌ŕımo (klasicky).

Součet všech těchto p̌ŕıspěvk̊u je pak roven p̌ŕıslušnému integrálu.

Strom procháźıme postupně dol̊u od levelu λ = 2.
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2D FMM BEM: algoritmus
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1

2

3

4

5

6
7

8

9

12

10
11

13

14

15

16

17

C

+
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FMM algoritmus

STEP 6: Iterace řešeńı

Vypočteme novou iteraci řešeńı a pokračujeme krokem 3. Step 3
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Diskretizace kolokaćı

2D Dirichletova úloha s Laplaceovou rovnićı

△u = 0 v Ω

u = h na Γ
sḿı̌sená úloha (Γ1 = Γ, Γ2 = ∅, h1 = h)
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

2D Dirichletova úloha s Laplaceovou rovnićı

△u = 0 v Ω

u = h na Γ
sḿı̌sená úloha (Γ1 = Γ, Γ2 = ∅, h1 = h)

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice kolokaćı s po částech konst. hraničńımi prvky
źıskáme:

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy =
1

2
h(xi ) +

∫

Γ

h(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N,

kde

t(y) ≈
N∑
j=1

tjψj(y), h(y) ≈
N∑
j=1

hjψj(y) a xi je i-tý kolokačńı uzel.
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

2D Dirichletova úloha s Laplaceovou rovnićı

△u = 0 v Ω

u = h na Γ
sḿı̌sená úloha (Γ1 = Γ, Γ2 = ∅, h1 = h)

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice kolokaćı s po částech konst. hraničńımi prvky
źıskáme:

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy =
1

2
h(xi ) +

∫

Γ

h(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N,

kde

t(y) ≈
N∑
j=1

tjψj(y), h(y) ≈
N∑
j=1

hjψj(y) a xi je i-tý kolokačńı uzel.

Pro řešeńı výše uvedeného systému použijeme vhodný iteračńı algoritmus s
počátečńı aproximaćı t0 = (t0j )

N
j=1, p̌ričemž násobeńı matićı tuhosti a výpočet

pravé strany bude realizováno pomoćı FMM-BEM.
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Diskretizace kolokaćı

Pro i = 1, ... ,N je ťreba vyč́ıslit

∫

Γ

h(y)F (xi , y) dsy ,

pro danou aproximaci tα = (tαj )
N
j=1 a i = 1, ... ,N je ťreba vyč́ıslit

∫

Γ

tα(y)G (xi , y) dsy , kde tα(y) =
N∑

j=1

tαj ψj(y).

Step 5
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Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : ||x || < 1}

Zvolená data úlohy: h(x) = x1 + x2
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : ||x || < 1}

Zvolená data úlohy: h(x) = x1 + x2

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = x1 + x2 pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) = u(x) pro x ∈ Γ
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : ||x || < 1}

Zvolená data úlohy: h(x) = x1 + x2

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = x1 + x2 pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) = u(x) pro x ∈ Γ

Parametry: max. 10 element̊u v listu

Parametry: p = q = 19

Parametry: GMRES s p̌resnost́ı 10−8

Parametry: všechny integrály vyč́ısleny analyticky
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Diskretizace kolokaćı

Buňky pro N = 360
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

N ‖t− texact‖/‖texact‖
FMM-BEM Conv. BEM

36 6,4 · 10−3 6,4 · 10−3

72 1,6 · 10−3 1, 6 · 10−3

360 6,3 · 10−5 6,3 · 10−5

720 1,6 · 10−5 1,6 · 10−5

1400 4,2 · 10−6 4,2 · 10−6

2400 1,4 · 10−6 1,4 · 10−6

4800 3,6 · 10−7 3,6 · 10−7

7200 1,6 · 10−7 1,6 · 10−7

9600 8,9 · 10−8 8,9 · 10−8
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Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu
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Diskretizace kolokaćı

2D sḿı̌sená úloha s Laplaceovou rovnićı

Vrat’me se ke sḿı̌sené úloze z počátku: sḿı̌sená úloha
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

2D sḿı̌sená úloha s Laplaceovou rovnićı

Vrat’me se ke sḿı̌sené úloze z počátku: sḿı̌sená úloha

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice kolokaćı (s po částech konst. hraničńımi prvky)
źıskáme:

1

2
u(xi ) =

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N,

p̌ričemž hledáme (uzlové hodnoty) u na Γ2 a t na Γ1.
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Diskretizace kolokaćı

2D sḿı̌sená úloha s Laplaceovou rovnićı

Vrat’me se ke sḿı̌sené úloze z počátku: sḿı̌sená úloha

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice kolokaćı (s po částech konst. hraničńımi prvky)
źıskáme:

1

2
u(xi ) =

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N,

p̌ričemž hledáme (uzlové hodnoty) u na Γ2 a t na Γ1.

Pro xi ∈ Γ2 :

1

2
u(xi ) +

∫

Γ2

u F (xi , ·)−
∫

Γ1

t G (xi , ·) = −1

2
h1(xi )−

∫

Γ1

h1 F (xi , ·) +
∫

Γ2

h2 G (xi , ·)
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Diskretizace kolokaćı

2D sḿı̌sená úloha s Laplaceovou rovnićı

Vrat’me se ke sḿı̌sené úloze z počátku: sḿı̌sená úloha

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice kolokaćı (s po částech konst. hraničńımi prvky)
źıskáme:

1

2
u(xi ) =

∫

Γ

t(y)G (xi , y) dsy −
∫

Γ

u(y)F (xi , y) dsy , i = 1, ... ,N,

p̌ričemž hledáme (uzlové hodnoty) u na Γ2 a t na Γ1.

Pro xi ∈ Γ2 :

1

2
u(xi ) +

∫

Γ2

u F (xi , ·)−
∫

Γ1

t G (xi , ·) = −1

2
h1(xi )−

∫

Γ1

h1 F (xi , ·) +
∫

Γ2

h2 G (xi , ·)

Pro xi ∈ Γ1 :

1

2
u(xi ) +

∫

Γ2

u F (xi , ·)−
∫

Γ1

t G (xi , ·) = −1

2
h1(xi )−

∫

Γ1

h1 F (xi , ·) +
∫

Γ2

h2 G (xi , ·)
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Diskretizace kolokaćı

Hledané řešeńı: (
uN
tD

)
,

kde uN ... vektor uzlových hodnot u na Γ2,

kde tD ... vektor uzlových hodnot t na Γ1.
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Diskretizace kolokaćı

Hledané řešeńı: (
uN
tD

)
,

kde uN ... vektor uzlových hodnot u na Γ2,

kde tD ... vektor uzlových hodnot t na Γ1.

Pro řešeńı uvedeného systému použijeme vhodný iteračńı algoritmus, p̌ričemž
násobeńı matićı tuhosti a výpočet pravé strany bude realizováno pomoćı
FMM-BEM.
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Diskretizace kolokaćı

Hledané řešeńı: (
uN
tD

)
,

kde uN ... vektor uzlových hodnot u na Γ2,

kde tD ... vektor uzlových hodnot t na Γ1.

Pro řešeńı uvedeného systému použijeme vhodný iteračńı algoritmus, p̌ričemž
násobeńı matićı tuhosti a výpočet pravé strany bude realizováno pomoćı
FMM-BEM.

U p̌ŕımého výpočtu multipole moment̊u či p̌ŕımého výpočtu p̌ŕıspěvk̊u ve
Stepu 5

”
voĺıme vzorečky pro jádro G či F“ dle toho, na jaké části hranice se

p̌ŕıslušný element nacháźı.
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Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro sḿı̌senou úlohu na mezikruž́ı

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : 1 < ||x || < 2}

Zvolená data úlohy: Γ1 = {x ∈ R
2 : ||x || = 1}

Zvolená data úlohy: Γ2 = {x ∈ R
2 : ||x || = 2}

Zvolená data úlohy: h1 ≡ 100

Zvolená data úlohy: h2 ≡ 200
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro sḿı̌senou úlohu na mezikruž́ı

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : 1 < ||x || < 2}

Zvolená data úlohy: Γ1 = {x ∈ R
2 : ||x || = 1}

Zvolená data úlohy: Γ2 = {x ∈ R
2 : ||x || = 2}

Zvolená data úlohy: h1 ≡ 100

Zvolená data úlohy: h2 ≡ 200

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = 100 + 400 ln ||x || pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) = −400 pro x ∈ Γ1
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro sḿı̌senou úlohu na mezikruž́ı

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : 1 < ||x || < 2}

Zvolená data úlohy: Γ1 = {x ∈ R
2 : ||x || = 1}

Zvolená data úlohy: Γ2 = {x ∈ R
2 : ||x || = 2}

Zvolená data úlohy: h1 ≡ 100

Zvolená data úlohy: h2 ≡ 200

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = 100 + 400 ln ||x || pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) = −400 pro x ∈ Γ1

Parametry: Γ1 i Γ2 diskretizovány N/2 elementy

Parametry: max. 10 element̊u v listu

Parametry: p = q = 19

Parametry: GMRES s p̌resnost́ı 10−8

Parametry: všechny integrály vyč́ısleny analyticky



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Buňky pro N = 360
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro sḿı̌senou úlohu na mezikruž́ı

N t na Γ1 u na Γ2
FMM-BEM Conv. BEM FMM-BEM Conv. BEM

36 -401,771549 -401,771549 376,723613 376,723613
72 -400,400665 -400,400665 377,140977 377,140977

360 -400,014903 -400,014903 377,254780 377,254780
720 -400,003694 -400,003694 377,257871 377,257870
1400 -400,000973 -400,000973 377,258610 377,258610
2400 -400,000330 -400,000330 377,258784 377,258783
4800 -400,000083 -400,000083 377,258850 377,258850
7200 -400,000037 -400,000037 377,258863 377,258862
9600 -400,000021 -400,000021 377,258867 377,258867

Analytic -400 377,258872
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro sḿı̌senou úlohu na mezikruž́ı

0 2000 4000 6000 8000 10000
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

N = total number of elements

T
ot

al
 C

P
U

 ti
m

e 
[s

ec
]

 

 

FMM−BEM
Conventional BEM



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Diskretizace kolokaćı s po částech lin. fcemi ϕj

u(y) ≈
N∑

j=1

ujϕj(y)
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Diskretizace kolokaćı s po částech lin. fcemi ϕj

u(y) ≈
N∑

j=1

ujϕj(y)

Změny pouze pro výpočet integrál̊u s jádrem F
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Diskretizace kolokaćı s po částech lin. fcemi ϕj

u(y) ≈
N∑

j=1

ujϕj(y)

Změny pouze pro výpočet integrál̊u s jádrem F

Změńı se pouze p̌ŕımý výpočet multipole moment̊u ve Stepu 3 a p̌ŕımý
výpočet p̌ŕıspěvk̊u ve Stepu 5
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Diskretizace kolokaćı s po částech lin. fcemi ϕj

u(y) ≈
N∑

j=1

ujϕj(y)

Změny pouze pro výpočet integrál̊u s jádrem F

Změńı se pouze p̌ŕımý výpočet multipole moment̊u ve Stepu 3 a p̌ŕımý
výpočet p̌ŕıspěvk̊u ve Stepu 5

Př́ıspěvek elementu Γj do výpočtu p̌ŕıslušného multipole momentu: Nk (zc )

nj

∫

Γj

(ujϕj(z) + uj+1ϕj+1(z)) Ik−1(z − zc) dsz

Ω

ϕjϕjϕj+1

nj

Γj
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

Pro aproximaci h(y) nyńı použijeme po částech lin. prvky ϕj

Data úlohy jsou volena stejně jako pro p̌ŕıpad po část. konst. hraničńıch prvk̊u

N ‖t− texact‖/‖texact‖
FMM-BEM Conv. BEM

36 < 10−15 < 10−15

72 5,2 · 10−11 < 10−15

360 2,5 · 10−10 2,3 · 10−14

720 4,5 · 10−10 6,4 · 10−14

1400 2 · 10−10 1,8 · 10−13

2400 2,7 · 10−10 3,9 · 10−13

4800 3,2 · 10−10 1,1 · 10−12

7200 4,6 · 10−10 2 · 10−12

9600 4,4 · 10−10 3,2 · 10−12
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu
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Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : x1 < 1 ∧ |x2| < 1− |x1|}

Zvolená data úlohy: h(x) = 2x1
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : x1 < 1 ∧ |x2| < 1− |x1|}

Zvolená data úlohy: h(x) = 2x1

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = 2x1 pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) =

{ √
2 x1 ∈ (0, 1)

−
√
2 x1 ∈ (−1, 0)
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci

Zvolená data úlohy: Ω = {x ∈ R
2 : x1 < 1 ∧ |x2| < 1− |x1|}

Zvolená data úlohy: h(x) = 2x1

Analytické řešeńı úlohy: u(x) = 2x1 pro x ∈ Ω

Analytické řešeńı úlohy: t(x) =

{ √
2 x1 ∈ (0, 1)

−
√
2 x1 ∈ (−1, 0)

Parametry: max. 10 element̊u v listu

Parametry: p = q = 19

Parametry: GMRES s p̌resnost́ı 10−8

Parametry: všechny integrály vyč́ısleny analyticky
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Buňky pro N = 360
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci

Pro aproximaci h(y) použijeme po částech lin. prvky ϕj .

N ‖t− texact‖/‖texact‖ GMRES it.
FMM-BEM Conv. BEM FMM-BEM Conv. BEM

36 3,1 · 10−10 5 · 10−10 9 9
72 2,8 · 10−8 2,7 · 10−8 16 16
360 7,5 · 10−7 7,4 · 10−7 31 31
720 1,5 · 10−6 1,6 · 10−6 40 39

1400 2,9 · 10−6 2,4 · 10−6 82 49
2400 4,8 · 10−6 4,1 · 10−6 93 58
4800 1 · 10−5 9 · 10−6 70 70
7200 1,4 · 10−5 1,6 · 10−5 88 77
9600 1,9 · 10−5 1,8 · 10−5 116 84
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

t− texact pro N = 72
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

t− texact pro N = 4800
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci
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Numerické experimenty

Diskretizace kolokaćı

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na čtverci
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Př́ılǐs mnoho GMRES iteraćı ⇒ p̌redpodḿıněńı!



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

2D Galerkin FMM BEM

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice Galerkinovou metodou a po částech konst.
hraničńımi prvky ψi dostáváme:

1

2
〈u,ψi 〉L2(Γ) = 〈Vt,ψi 〉L2(Γ) − 〈Ku,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N,
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

2D Galerkin FMM BEM

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice Galerkinovou metodou a po částech konst.
hraničńımi prvky ψi dostáváme:

1

2
〈u,ψi 〉L2(Γ) = 〈Vt,ψi 〉L2(Γ) − 〈Ku,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N,

kde

V ... operátor jednoduché vrstvy, K ... operátor dvojvrstvy,

t(y) ≈
N∑
j=1

tjψj(y), u(y) ≈
N∑
j=1

ujψj(y).
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

2D Galerkin FMM BEM

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice Galerkinovou metodou a po částech konst.
hraničńımi prvky ψi dostáváme:

1

2
〈u,ψi 〉L2(Γ) = 〈Vt,ψi 〉L2(Γ) − 〈Ku,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N,

kde

V ... operátor jednoduché vrstvy, K ... operátor dvojvrstvy,

t(y) ≈
N∑
j=1

tjψj(y), u(y) ≈
N∑
j=1

ujψj(y).

Pro naši Dirichletovu úlohu máme

〈Vt,ψi 〉L2(Γ) =
1

2
〈h,ψi 〉L2(Γ) + 〈Kh,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N.
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

2D Galerkin FMM BEM

Diskretizaćı 1. hraničńı rovnice Galerkinovou metodou a po částech konst.
hraničńımi prvky ψi dostáváme:

1

2
〈u,ψi 〉L2(Γ) = 〈Vt,ψi 〉L2(Γ) − 〈Ku,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N,

kde

V ... operátor jednoduché vrstvy, K ... operátor dvojvrstvy,

t(y) ≈
N∑
j=1

tjψj(y), u(y) ≈
N∑
j=1

ujψj(y).

Pro naši Dirichletovu úlohu máme

〈Vt,ψi 〉L2(Γ) =
1

2
〈h,ψi 〉L2(Γ) + 〈Kh,ψi 〉L2(Γ) , i = 1, ... ,N.

Pro řešeńı výše uvedeného systému použijeme vhodný iteračńı algoritmus s
počátečńı aproximaćı t0 = (t0j )

N
j=1, p̌ričemž násobeńı matićı tuhosti a výpočet

pravé strany bude realizováno pomoćı FMM-BEM.
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Pro i = 1, ... ,N je ťreba vyč́ıslit

∫

Γi

(∫

Γ

h(y)F (x , y) dsy

)
dsx ,

pro danou aproximaci tα = (tαj )
N
j=1 a i = 1, ... ,N je ťreba vyč́ıslit

∫

Γi

(∫

Γ

tα(y)G (xi , y) dsy

)
dsx , kde tα(y) =

N∑

j=1

tαj ψj(y).
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Diskretizace Galerkinovou metodou

Výpočet integrál̊u s jádrem G

Uvažujme integrál ∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)
dsz0 ,

kde Γ0 je
”
dost daleko“ od Γi .
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Výpočet integrál̊u s jádrem G

Uvažujme integrál ∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)
dsz0 ,

kde Γ0 je
”
dost daleko“ od Γi .

Je-li zL je
”
bĺızký bod“ Γi , dostáváme pomoćı lokálńı expanze

∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)

︸ ︷︷ ︸
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0−zL)

dsz0



Fast Multipole Boundary Element Method (FMM-BEM) pro 2D Laplaceovu rovnici

Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Výpočet integrál̊u s jádrem G

Uvažujme integrál ∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)
dsz0 ,

kde Γ0 je
”
dost daleko“ od Γi .

Je-li zL je
”
bĺızký bod“ Γi , dostáváme pomoćı lokálńı expanze

∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)

︸ ︷︷ ︸
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0−zL)

dsz0 =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

∫

Γi

Iℓ(z0 − zL) dsz0 .
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Výpočet integrál̊u s jádrem G

Uvažujme integrál ∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)
dsz0 ,

kde Γ0 je
”
dost daleko“ od Γi .

Je-li zL je
”
bĺızký bod“ Γi , dostáváme pomoćı lokálńı expanze

∫

Γi

(∫

Γ0

t(z)G (z0, z) dsz

)

︸ ︷︷ ︸
∞∑
ℓ=0

Lℓ(zL)Iℓ(z0−zL)

dsz0 =
∞∑

ℓ=0

Lℓ(zL)

∫

Γi

Iℓ(z0 − zL) dsz0 .

Analogický postup provedeme u integrál̊u s jádrem F .
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu

Použity po částech konst. prvky ψj

Data úlohy jsou volena stejně jako pro p̌ŕıpad kolokace s t́ım, že regulárńı
integrály jsou poč́ıtány numericky Gaussovou kvadraturou s 8 body a
iteračńım řešičem jsou sdružené gradienty (CG)

N ‖t− texact‖V /‖texact‖V
FMM-BEM Conv. BEM

36 6,5 · 10−3 6,5 · 10−3

72 1,6 · 10−3 1,6 · 10−3

360 6,4 · 10−5 6,4 · 10−5

720 1,6 · 10−5 1,6 · 10−5

1400 4,2 · 10−6 4,2 · 10−6

2400 1,4 · 10−6 1,4 · 10−6

4800 3,6 · 10−7 3,6 · 10−7

7200 1,6 · 10−7 1,6 · 10−7

9600 8,9 · 10−8 8,9 · 10−8
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Numerické experimenty

Diskretizace Galerkinovou metodou

Numerické výsledky pro Dirichletovu úlohu na kruhu
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