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Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro
2D a 3D Laplaceovu rovnici

Marie Sadowská
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Ω ⊂ R
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Ω ⊂ R
d ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ := ∂Ω, d = 2, 3

U : R
d × R

d 7→ R ... tzv. fundamentálńı řešeńı Laplaceova operátoru

U(x , y) :=

{

− 1
2π ln‖x − y‖ pro d = 2

1
4π

1
‖x−y‖ pro d = 3

−△yU(x , y) = δx(y) pro x , y ∈ R
d

γ0 : H1(Ω) 7→ H1/2(Γ) ... (omezený, lineárńı) operátor stopy

γ1 : H1
△(Ω) 7→ H−1/2(Γ) ... (omezený, lineárńı) operátor normálové derivace

Věta o reprezentaci

Pro každou funkci u ∈ H1
△(Ω) plat́ı:

u(x) =

∫

Ω

−△u(x)U(x , y) dy +

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , (∗)

x ∈ Ω. Dirichlet interior Neumann interior mixed interior
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u(x) =
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Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

potenciál jednoduché vrstvy

−

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

potenciál dvojvrstvy

, x ∈ Ω. (∗∗)

Aplikujme operátor stopy na výše uvedenou rovnici (∗∗):

γ0u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

operátor jednoduché vrstvy

+
1

2
γ0u(x)−

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

operátor dvojvrstvy

, x ∈ Γ.

(V γ1u)(x) (Kγ0u)(x)
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V : H−1/2(Γ) 7→ H1/2(Γ) ... omezený, lineárńı, symetrický
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K : H1/2(Γ) 7→ H1/2(Γ) ... omezený, lineárńı
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V : H−1/2(Γ) 7→ H1/2(Γ) ... omezený, lineárńı, symetrický

V : H−1/2(Γ) 7→ H1/2(Γ) ... eliptický (pro d = 2 jen pokud diamΩ < 1!)

K : H1/2(Γ) 7→ H1/2(Γ) ... omezený, lineárńı

Źıskali jsme tedy tzv. 1. hraničńı integrálńı rovnici

γ0u = (
1

2
I − K )γ0u + V γ1u na Γ

Aplikujme nyńı operátor normálové derivace na vztah (∗∗):

γ1u(x) =
1

2
γ1u(x) +

∫

Γ

γ1u(y)γ1,xU(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

adjungovaný operátor dvojvrstvy

− γ1

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy

︸ ︷︷ ︸

hypersingulárńı operátor

, x ∈ Γ.

(K ′γ1u)(x) (Dγ0u)(x)
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K ′ : H−1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... omezený, lineárńı



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
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Věta o reprezentaci a hraničńı integrálńı rovnice

K ′ : H−1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... omezený, lineárńı

D : H1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... omezený, lineárńı, symetrický, semi-eliptický

Źıskali jsme tedy tzv. 2. hraničńı integrálńı rovnici

γ1u = Dγ0u + (
1

2
I + K ′)γ1u na Γ

Dále plat́ı:

VK ′ = KV

VD = ( 12 I − K )( 12 I + K )

KerD = Ker ( 12 I + K ) = Lin{1}
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Už v́ıme, že pro funkci u ∈ H1(Ω), která řeš́ı Laplaceovu rovnici v Ω, plat́ı
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γ1u = V−1(
1

2
I + K )
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Steklov-Poincaré operátor

γ0u na Γ. (�)

S

Dosazeńım (�) do 2. h.i.r. źıskáme

γ1u = [D + (
1

2
I + K ′)V−1(

1

2
I + K )]

︸ ︷︷ ︸

symetrická reprezentace S-P operátoru

γ0u na Γ.

S
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”
Dirichlet-Neumann map“

u ∈ H1(Ω)

△u = 0 v Ω

}

⇒ γ1u = Sγ0u na Γ

S := V−1( 12 I + K ) = D + ( 12 I + K ′)V−1( 12 I + K )
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Steklov-Poincaré operátor

Steklov-Poincaré operátor ≡
”
Dirichlet-Neumann map“

u ∈ H1(Ω)

△u = 0 v Ω

}

⇒ γ1u = Sγ0u na Γ

S := V−1( 12 I + K ) = D + ( 12 I + K ′)V−1( 12 I + K )

S : H1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... omezený, lineárńı, symetrický, semi-eliptický

S : H1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... H
1/2
0 (Γ, ΓD)-eliptický pro ΓD ⊂ Γ nenulové ḿıry

Ker S = Lin {1}
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△u = 0 v Ω
γ0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)
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Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

g(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.
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Vniťrńı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ω
γ0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

(DI)

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

g(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.

t := γ1u =?? na Γ

Z 1. h.i.r.:

Vt = (
1

2
I + K )g na Γ.

Hraničńı variačńı formulace úlohy (DI) zńı: najdi t ∈ H−1/2(Γ) takové, že

〈Vt, v〉Γ =
〈
( 12 I + K )g , v

〉

Γ
∀v ∈ H−1/2(Γ). (VDI)
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VDI) použijeme Galerkinovu metodu s

t ≈
N∑

i=1

tiψi , g ≈
M∑

i=1

giϕi ,

kde

ψi ... po částech konstantńı hraničńı prvky,

ϕi ... (spojité) po částech lineárńı hraničńı prvky.
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Vh t = ( 12Mh + Kh) g,
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To vede na soustavu
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VDI) použijeme Galerkinovu metodu s

t ≈
N∑

i=1

tiψi , g ≈
M∑

i=1

giϕi ,

kde

ψi ... po částech konstantńı hraničńı prvky,

ϕi ... (spojité) po částech lineárńı hraničńı prvky.

To vede na soustavu

Vh t = ( 12Mh + Kh) g,

kde

Vh[i , j ] := 〈Vψj ,ψi 〉Γ , Mh[i , j ] := 〈ϕj ,ψi 〉Γ , Kh[i , j ] := 〈Kϕj ,ψi 〉Γ
g[i ] := gi

Vh ... SPD matice, ( 12Mh + Kh) 1 = 0
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))

Ω

0
0

0

0,5

−0,5

x1

1

x2

−1



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly

err(t, tex , Vh) :=
‖t− tex‖Vh

‖tex‖Vh
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (1)

Ω

0 0,50,25 x1

0,25

x2

0,5

g(x) := x21 − x22

uex(x) = x21 − x22

tex(x) = γ1uex(x) = (n(x),∇uex (x))

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly

err(t, tex , Vh) :=
‖t− tex‖Vh

‖tex‖Vh

N = M err(t, tex , Vh)
16 6,8 · 10−2

32 1,9 · 10−2

64 5,3 · 10−3

128 1,4 · 10−3

256 3,8 · 10−4

512 1 · 10−4

1024 2,7 · 10−5



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı uvniťr Ω



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı uvniťr Ω

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny analyticky
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı uvniťr Ω

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny analyticky

Vniťrńı uzly voleny v pravidelné śıti
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı uvniťr Ω

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny analyticky

Vniťrńı uzly voleny v pravidelné śıti

0 0.25 0.5

0

0.25

0.5

x1

x 2

N = M = 64 a 161 vniťrńıch uzl̊u
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Vniťrńı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı uvniťr Ω

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny analyticky

Vniťrńı uzly voleny v pravidelné śıti

N = M počet vniťrńıch uzl̊u ‖u−uex‖
‖uex‖

16 5 1,2 · 10−2

32 33 3 · 10−3

64 161 7,8 · 10−4

128 705 2 · 10−4

256 2945 5,2 · 10−5

512 12033 1,3 · 10−5

1024 48641 3,3 · 10−6



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)

Řešeńı (NI) je jednoznačné až na aditivńı konstantu.
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Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)

Řešeńı (NI) je jednoznačné až na aditivńı konstantu.

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

h(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)

Řešeńı (NI) je jednoznačné až na aditivńı konstantu.

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

h(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.

u := γ0u =?? na Γ
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Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)

Řešeńı (NI) je jednoznačné až na aditivńı konstantu.

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

h(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.

u := γ0u =?? na Γ

Z 2. h.i.r.:

Du = (
1

2
I − K ′)h na Γ. (•)
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Vniťrńı Neumannova úloha

Vniťrńı Neumannova úloha

△u = 0 v Ω
γ1u = h na Γ, h ∈ L2(Γ),

∫

Γ

h(y) dsy = 0 (NI)

Řešeńı (NI) je jednoznačné až na aditivńı konstantu.

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

h(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω.

u := γ0u =?? na Γ

Z 2. h.i.r.:

Du = (
1

2
I − K ′)h na Γ. (•)

Připomeňme si: KerD = Lin {1}.



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Du = (
1

2
I − K ′)h na Γ (•)

Obecné řešeńı (•) lze psát ve tvaru

uc := u + c · 1, c ∈ R.



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Du = (
1

2
I − K ′)h na Γ (•)

Obecné řešeńı (•) lze psát ve tvaru

uc := u + c · 1, c ∈ R.

Abychom zafixovali c , p̌redeṕı̌seme tzv. škálovaćı podḿınku :

〈uc , 1〉Γ =

∫

Γ

uc(y) dsy = α, α ∈ R (dáno lib. pevně).
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Vniťrńı Neumannova úloha

Du = (
1

2
I − K ′)h na Γ (•)

Obecné řešeńı (•) lze psát ve tvaru

uc := u + c · 1, c ∈ R.

Abychom zafixovali c , p̌redeṕı̌seme tzv. škálovaćı podḿınku :

〈uc , 1〉Γ =

∫

Γ

uc(y) dsy = α, α ∈ R (dáno lib. pevně).

Hraničńı variačńı formulace úlohy (NI) zńı: najdi uc ∈ H1/2(Γ) takové, že

〈Duc , v〉Γ + 〈uc , 1〉Γ 〈v , 1〉Γ =
〈
( 12 I − K ′)h, v

〉

Γ
+ α 〈v , 1〉Γ ∀v ∈ H1/2(Γ). (VNI)

〈uc , 1〉Γ 〈v , 1〉Γ ... regularizačńı člen



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,

kde

Dh[i , j ] := 〈Dϕj ,ϕi 〉Γ, Rh[i , j ] := 〈ϕi , 1〉Γ 〈ϕj , 1〉Γ
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Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,

kde

Dh[i , j ] := 〈Dϕj ,ϕi 〉Γ, Rh[i , j ] := 〈ϕi , 1〉Γ 〈ϕj , 1〉Γ

h[i ] := hi , vh[i ] := 〈ϕi , 1〉Γ
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Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,

kde

Dh[i , j ] := 〈Dϕj ,ϕi 〉Γ, Rh[i , j ] := 〈ϕi , 1〉Γ 〈ϕj , 1〉Γ

h[i ] := hi , vh[i ] := 〈ϕi , 1〉Γ

Dh ... SPSD matice, Dh 1 = 0
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Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,

kde

Dh[i , j ] := 〈Dϕj ,ϕi 〉Γ, Rh[i , j ] := 〈ϕi , 1〉Γ 〈ϕj , 1〉Γ

h[i ] := hi , vh[i ] := 〈ϕi , 1〉Γ

Dh ... SPSD matice, Dh 1 = 0

Dh + Rh ... SPD matice
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Vniťrńı Neumannova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VNI) použijeme Galerkinovu metodu s

uc ≈
M∑

i=1

uci ϕi , h ≈
N∑

i=1

hiψi ,

což vede na soustavu

(Dh + Rh)u
c = ( 12Mh − Kh)

⊤ h+ αvh,

kde

Dh[i , j ] := 〈Dϕj ,ϕi 〉Γ, Rh[i , j ] := 〈ϕi , 1〉Γ 〈ϕj , 1〉Γ

h[i ] := hi , vh[i ] := 〈ϕi , 1〉Γ

Dh ... SPSD matice, Dh 1 = 0

Dh + Rh ... SPD matice

Dh = T⊤
h VhTh , kde Th je vhodná ř́ıdká transformačńı matice



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21

Předepsaná Neumannova stopa h:

Ω

0

0,5

0,5 x1

1

1

−1

x2

0

0

0
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21

Předepsaná Neumannova stopa h:

Ω

0

0,5

0,5 x1

1

1

−1

x2

0

0

0

uex(x) := x1
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21

Předepsaná Neumannova stopa h:

Ω

0

0,5

0,5 x1

1

1

−1

x2

0

0

0

uex(x) := x1

ucex(x) = uex(x) + c
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21

Předepsaná Neumannova stopa h:

Ω

0

0,5

0,5 x1

1

1

−1

x2

0

0

0

uex(x) := x1

ucex(x) = uex(x) + c

α := 0

tj. 〈c , 1〉Γ = −〈x1, 1〉Γ

tj. c = −
1

2

∫

Γ

x1 dsx = −
7

32
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (1)

Zvolme 2D L-shape oblast jako u vniťrńı Dirichletovy úlohy

Pro uniformńı děleńı Γ s délkou elementu h máme 〈ϕi , 1〉Γ = h, tj. Rh = h21

Předepsaná Neumannova stopa h:

Ω

0

0,5

0,5 x1

1

1

−1

x2

0

0

0

uex(x) := x1

ucex(x) = uex(x) + c

α := 0

tj. 〈c , 1〉Γ = −〈x1, 1〉Γ

tj. c = −
1

2

∫

Γ

x1 dsx = −
7

32

ucex(x) = x1 −
7

32
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (2)

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (2)

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly
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Vniťrńı Neumannova úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı Neumannovu úlohu (2)

p̌ŕımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly

N = M err(uc ,ucex , Dh + Rh)
16 6,3 · 10−13

32 1,5 · 10−12

64 1,6 · 10−12

128 1,3 · 10−12

256 9,7 · 10−13

512 6,5 · 10−13

1024 4,2 · 10−13



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

ΓD , ΓN ... nep̌rekrývaj́ıćı se úseky tvǒŕıćı rozklad Γ

△u = 0 v Ω
γ0u = g na ΓD , g ∈ H1/2(ΓD)
γ1u = h na ΓN , h ∈ L2(ΓN)

(MI)
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

ΓD , ΓN ... nep̌rekrývaj́ıćı se úseky tvǒŕıćı rozklad Γ

△u = 0 v Ω
γ0u = g na ΓD , g ∈ H1/2(ΓD)
γ1u = h na ΓN , h ∈ L2(ΓN)

(MI)

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω, tj.

u(x) =

∫

ΓD

γ1u(y)U(x , y) dsy +

∫

ΓN

h(y)U(x , y) dsy −

−

∫

ΓD

g(y)γ1,yU(x , y) dsy −

∫

ΓN

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω

t := γ1u =?? na ΓD a u := γ0u =?? na ΓN
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

ΓD , ΓN ... nep̌rekrývaj́ıćı se úseky tvǒŕıćı rozklad Γ

△u = 0 v Ω
γ0u = g na ΓD , g ∈ H1/2(ΓD)
γ1u = h na ΓN , h ∈ L2(ΓN)

(MI)

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω, tj.

u(x) =

∫

ΓD

γ1u(y)U(x , y) dsy +

∫

ΓN

h(y)U(x , y) dsy −

−

∫

ΓD

g(y)γ1,yU(x , y) dsy −

∫

ΓN

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

ΓD , ΓN ... nep̌rekrývaj́ıćı se úseky tvǒŕıćı rozklad Γ

△u = 0 v Ω
γ0u = g na ΓD , g ∈ H1/2(ΓD)
γ1u = h na ΓN , h ∈ L2(ΓN)

(MI)

Z věty o reprezentaci: (∗)

u(x) =

∫

Γ

γ1u(y)U(x , y) dsy −

∫

Γ

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω, tj.

u(x) =

∫

ΓD

γ1u(y)U(x , y) dsy +

∫

ΓN

h(y)U(x , y) dsy −

−

∫

ΓD

g(y)γ1,yU(x , y) dsy −

∫

ΓN

γ0u(y)γ1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ω

t := γ1u =?? na ΓD a u := γ0u =?? na ΓN



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Steklov-Poincaré operátor:
Su = t na Γ



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Steklov-Poincaré operátor:
Su = t na Γ

Hraničńı variačńı formulace úlohy (MI) zńı: najdi u ∈ H1/2(Γ) takové, že

u = g na ΓD a 〈Su, v〉Γ = 〈h, v〉ΓN
∀v ∈ H

1/2
0 (Γ, ΓD) (VMI)

H
1/2
0 (Γ, ΓD) := {v ∈ H1/2(Γ) : v = 0 na ΓD}.



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Steklov-Poincaré operátor:
Su = t na Γ

Hraničńı variačńı formulace úlohy (MI) zńı: najdi u ∈ H1/2(Γ) takové, že

u = g na ΓD a 〈Su, v〉Γ = 〈h, v〉ΓN
∀v ∈ H

1/2
0 (Γ, ΓD) (VMI)

H
1/2
0 (Γ, ΓD) := {v ∈ H1/2(Γ) : v = 0 na ΓD}.

Bud’ dále ĥ nulové rozš́ı̌reńı h na Γ, tj.

ĥ = h na ΓN a ĥ = 0 na ΓD .
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Steklov-Poincaré operátor:
Su = t na Γ

Hraničńı variačńı formulace úlohy (MI) zńı: najdi u ∈ H1/2(Γ) takové, že

u = g na ΓD a 〈Su, v〉Γ = 〈h, v〉ΓN
∀v ∈ H

1/2
0 (Γ, ΓD) (VMI)

H
1/2
0 (Γ, ΓD) := {v ∈ H1/2(Γ) : v = 0 na ΓD}.

Bud’ dále ĥ nulové rozš́ı̌reńı h na Γ, tj.

ĥ = h na ΓN a ĥ = 0 na ΓD .

Pro p̌ribližné řešeńı (VMI) použijeme Galerkinovu metodu s

u ≈

M∑

i=1

uiϕi , ĥ ≈

N∑

i=1

ĥiψi , g ≈

M∑

i=1

giϕi .



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,

kde

Sh[i , j ] := 〈Sϕj ,ϕi 〉Γ, Sh = Dh + ( 12Mh + Kh)
⊤V−1

h ( 12Mh + Kh)



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,

kde

Sh[i , j ] := 〈Sϕj ,ϕi 〉Γ, Sh = Dh + ( 12Mh + Kh)
⊤V−1

h ( 12Mh + Kh)

ĥ[i ] := ĥi



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,

kde

Sh[i , j ] := 〈Sϕj ,ϕi 〉Γ, Sh = Dh + ( 12Mh + Kh)
⊤V−1

h ( 12Mh + Kh)

ĥ[i ] := ĥi

BD [i , j ] ∈ {0, 1}, g[i ] := gi
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,

kde

Sh[i , j ] := 〈Sϕj ,ϕi 〉Γ, Sh = Dh + ( 12Mh + Kh)
⊤V−1

h ( 12Mh + Kh)

ĥ[i ] := ĥi

BD [i , j ] ∈ {0, 1}, g[i ] := gi

Sh ... SPSD matice, Sh 1 = 0
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

To vede na řešeńı soustavy

Sh u = M⊤
h ĥ s omezeńım BD u = g,

kde

Sh[i , j ] := 〈Sϕj ,ϕi 〉Γ, Sh = Dh + ( 12Mh + Kh)
⊤V−1

h ( 12Mh + Kh)

ĥ[i ] := ĥi

BD [i , j ] ∈ {0, 1}, g[i ] := gi

Sh ... SPSD matice, Sh 1 = 0

Neumannovu stopu dopočteme jako řešeńı soustavy

Vh t = ( 12Mh + Kh)u.



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı sḿı̌senou úlohu (1)

g(x) := 2x2

h(x) :=

{
0 pro x1 = 0

−2 pro x2 = 0

uex(x) = 2x2

uex(x) = 2x2

tex(x) = (n(x),∇uex (x)) (viz obrázek) Ω

0,5

0,5

x1

x2

0

ΓD

ΓN

0

0

0 2

2

−2
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Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı sḿı̌senou úlohu (1)

g(x) := 2x2

h(x) :=

{
0 pro x1 = 0

−2 pro x2 = 0

uex(x) = 2x2

uex(x) = 2x2

tex(x) = (n(x),∇uex (x)) (viz obrázek)

p̌ŕımý řešič po
”
zahrnut́ı Dirichletovy

podḿınky do soustavy“ (alternativně
duálńı formulace + SMALE, ...)

Ω

0,5

0,5

x1

x2

0

ΓD

ΓN

0

0

0 2

2

−2



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı sḿı̌senou úlohu (1)

g(x) := 2x2

h(x) :=

{
0 pro x1 = 0

−2 pro x2 = 0

uex(x) = 2x2

uex(x) = 2x2

tex(x) = (n(x),∇uex (x)) (viz obrázek)

p̌ŕımý řešič po
”
zahrnut́ı Dirichletovy

podḿınky do soustavy“ (alternativně
duálńı formulace + SMALE, ...)

Gaussova kvadratura s 8 uzly

Ω

0,5

0,5

x1

x2

0

ΓD

ΓN

0

0

0 2

2

−2



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vniťrńı sḿı̌sená úloha

Numerické výsledky pro vniťrńı sḿı̌senou úlohu (2)

N = M err(u,uex , S
mod
h ) err(t, tex , Vh)

16 1,8 · 10−13 1,9 · 10−12

32 1,9 · 10−13 2,4 · 10−12

64 1,6 · 10−13 2,3 · 10−12

128 1 · 10−13 2,1 · 10−12

256 5,7 · 10−14 1,9 · 10−12

512 3,2 · 10−14 1,8 · 10−12

1024 1,9 · 10−14 1,8 · 10−12



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Necht’

Ω ⊂ R
3 ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ, Ωe := R

3 \ Ω

Ω

Ωe

Γ

n

(2D analogie)
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Necht’

Ω ⊂ R
3 ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ, Ωe := R

3 \ Ω

u ∈ H1
△(Ωe) : ‖u(x)− u0‖ = O

(
1

‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Necht’

Ω ⊂ R
3 ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ, Ωe := R

3 \ Ω

u ∈ H1
△(Ωe) : ‖u(x)− u0‖ = O

(
1

‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞

︸ ︷︷ ︸

radiačńı podḿınka , u0∈R pevné
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Necht’

Ω ⊂ R
3 ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ, Ωe := R

3 \ Ω

u ∈ H1
△(Ωe) : ‖u(x)− u0‖ = O

(
1

‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞

︸ ︷︷ ︸

radiačńı podḿınka , u0∈R pevné

Definujme dále:

γe0u(x) := lim
Ωe∋x̃ → x∈Γ

u(x̃) ... operátor
”
vněǰśı“ stopy

γe1u(x) := lim
Ωe∋x̃ → x∈Γ

(n(x),∇u(x̃)) ... operátor
”
vněǰśı“ normálové derivace
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Necht’

Ω ⊂ R
3 ... omezená oblast s lipschitzovskou hranićı Γ, Ωe := R

3 \ Ω

u ∈ H1
△(Ωe) : ‖u(x)− u0‖ = O

(
1

‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞

︸ ︷︷ ︸

radiačńı podḿınka , u0∈R pevné

Definujme dále:

γe0u(x) := lim
Ωe∋x̃ → x∈Γ

u(x̃) ... operátor
”
vněǰśı“ stopy

γe1u(x) := lim
Ωe∋x̃ → x∈Γ

(n(x),∇u(x̃)) ... operátor
”
vněǰśı“ normálové derivace

”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci

Pomoćı věty o reprezentaci (∗) pro Ω lze dokázat tuto analogii pro Ωe :

u(x) = u0 +

∫

Ωe

−△u(x)U(x , y) dy −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

γe0u(y)γ
e
1,yU(x , y) dsy ,

x ∈ Ωe . Dirichlet exterior (◦)
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Pokud je u ∈ H1(Ωe) splňuj́ıćı radiačńı podḿınku nav́ıc řešeńım Laplaceovy rovnice
v Ωe , tj. △u = 0 v Ωe , pak (z (◦)):

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

γe0u(y)γ
e
1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe . (◦◦)
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Pokud je u ∈ H1(Ωe) splňuj́ıćı radiačńı podḿınku nav́ıc řešeńım Laplaceovy rovnice
v Ωe , tj. △u = 0 v Ωe , pak (z (◦)):

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

γe0u(y)γ
e
1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe . (◦◦)

Aplikaćı operátor̊u γe0 a γe1 na (◦◦) dostaneme (podobně jako v p̌ŕıpadě omezené
oblasti Ω) systém hraničńıch integrálńıch rovnic

(
γe0u

γe1u

)

=

(
1
2 I + K −V

−D 1
2 I − K ′

)(
γe0u

γe1u

)

+

(
u0
0

)

na Γ.
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Steklov-Poincaré operátor ≡
”
Dirichlet-Neumann map“

u ∈ H1(Ωe)

△u = 0 v Ωe

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞







⇒
γe1u = −Seγe0u + ( 12 I − K ′)V−1u0

na Γ

Se := D + (− 1
2 I + K ′)V−1(− 1

2 I + K )
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”
Vněǰśı“ věta o reprezentaci, hraničńı integrálńı rovnice a Steklov-Poincaré operátor

Steklov-Poincaré operátor ≡
”
Dirichlet-Neumann map“

u ∈ H1(Ωe)

△u = 0 v Ωe

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞







⇒
γe1u = −Seγe0u + ( 12 I − K ′)V−1u0

na Γ

Se := D + (− 1
2 I + K ′)V−1(− 1

2 I + K )

Se : H1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... omezený, lineárńı, symetrický, semi-eliptický

Se : H1/2(Γ) 7→ H−1/2(Γ) ... H
1/2
0 (Γ, ΓD)-eliptický pro ΓD ⊂ Γ nenulové ḿıry
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Vněǰśı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ωe := R
3 \ Ω

γe0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞, u0 ∈ R pevné

(DE)



Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vněǰśı Dirichletova úloha

Vněǰśı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ωe := R
3 \ Ω

γe0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞, u0 ∈ R pevné

(DE)

Z věty o reprezentaci: (◦)

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

g(y)γe1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe .

te := γe1u =?? na Γ

Z 1. h.i.r.:

Vte = (−
1

2
I + K )g + u0 na Γ.

Hraničńı variačńı formulace úlohy (DE) zńı: najdi te ∈ H−1/2(Γ) takové, že

〈Vte , v〉Γ =
〈
(− 1

2 I + K )g + u0, v
〉

Γ
∀v ∈ H−1/2(Γ). (VDI)
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Vněǰśı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ωe := R
3 \ Ω

γe0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞, u0 ∈ R pevné

(DE)

Z věty o reprezentaci: (◦)

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

g(y)γe1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe .

te := γe1u =?? na Γ
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Vněǰśı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ωe := R
3 \ Ω

γe0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞, u0 ∈ R pevné

(DE)

Z věty o reprezentaci: (◦)

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

g(y)γe1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe .

te := γe1u =?? na Γ

Z 1. h.i.r.:

Vte = (−
1

2
I + K )g + u0 na Γ.
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Vněǰśı Dirichletova úloha

△u = 0 v Ωe := R
3 \ Ω

γe0u = g na Γ, g ∈ H1/2(Γ)

‖u(x)− u0‖ = O
(

1
‖x‖

)

pro ‖x‖ → ∞, u0 ∈ R pevné

(DE)

Z věty o reprezentaci: (◦)

u(x) = u0 −

∫

Γ

γe1u(y)U(x , y) dsy +

∫

Γ

g(y)γe1,yU(x , y) dsy , x ∈ Ωe .

te := γe1u =?? na Γ

Z 1. h.i.r.:

Vte = (−
1

2
I + K )g + u0 na Γ.

Hraničńı variačńı formulace úlohy (DE) zńı: najdi te ∈ H−1/2(Γ) takové, že

〈Vte , v〉Γ =
〈
(− 1

2 I + K )g + u0, v
〉

Γ
∀v ∈ H−1/2(Γ). (VDI)
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Pro p̌ribližné řešeńı (VDE) použijeme Galerkinovu metodu s

te ≈
N∑

i=1

tei ψi , g ≈
M∑

i=1

giϕi ,

což vede na soustavu

Vh t
e = (− 1

2Mh + Kh) g + u0 wh,

kde wh[i ] := 〈ψi , 1〉Γ.
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (1)

Ω := B1(0) = {x ∈ R
3 : ‖x‖ < 1}

−1
−0.5

0
0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
−1

−0.5

0

0.5

1

x1
x2

x 3

N = 390
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (1)

Ω := B1(0) = {x ∈ R
3 : ‖x‖ < 1}

g(x) := −1, u0 := 1
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (1)

Ω := B1(0) = {x ∈ R
3 : ‖x‖ < 1}

g(x) := −1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1
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Vněǰśı Dirichletova úloha
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Př́ımý řešič (lze i CG, PCG, ...)
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (1)

Ω := B1(0) = {x ∈ R
3 : ‖x‖ < 1}

g(x) := −1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (1)

Ω := B1(0) = {x ∈ R
3 : ‖x‖ < 1}

g(x) := −1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1

teex(x) = (n(x),∇uex (x)) = 2

Př́ımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Vyč́ısleńı matic s použit́ım semi-analytického p̌ŕıstupu (Rjasanow & Steinbach)

N M err(te , teex , Vh)
48 26 5,6 · 10−2

180 92 1,7 · 10−2

390 197 7,8 · 10−3

720 362 4,3 · 10−3

1104 554 3,1 · 10−3
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı v Ωe
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı v Ωe

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı v Ωe

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly

x1 := (0, 0,−10), x2 := (16, 3, 1981)
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (2)

Dopočteńı řešeńı v Ωe

Oba potenciály v reprezentačńı větě vyč́ısleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly

x1 := (0, 0,−10), x2 := (16, 3, 1981)

N M
|u(x1)−uex (x1)|

|uex (x1)|
|u(x2)−uex (x2)|

|uex (x2)|

48 26 2,2 · 10−2 8,7 · 10−5

180 92 7,2 · 10−3 2,9 · 10−5

390 197 3,4 · 10−3 1,4 · 10−5

720 362 1,9 · 10−3 7,7 · 10−6

1104 554 1,3 · 10−3 5,4 · 10−6
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1

teex(x) = (n(x),∇uex (x)) =
2

‖x‖3 (x , n(x))
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1

teex(x) = (n(x),∇uex (x)) =
2

‖x‖3 (x , n(x))

Př́ımý řešič (lze i CG, PCG, ...)
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Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1

teex(x) = (n(x),∇uex (x)) =
2

‖x‖3 (x , n(x))

Př́ımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Vyč́ısleńı matic s použit́ım semi-analytického p̌ŕıstupu (Rjasanow & Steinbach)
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Vněǰśı Dirichletova úloha

Numerické výsledky pro vněǰśı Dirichletovu úlohu (3)

Ω :=
”
3D L-shape“; děkuji Alexovi za vygenerované geometrie!

g(x) := − 2
‖x‖ + 1, u0 := 1

uex(x) = − 2
‖x‖ + 1

teex(x) = (n(x),∇uex (x)) =
2

‖x‖3 (x , n(x))

Př́ımý řešič (lze i CG, PCG, ...)

Vyč́ısleńı matic s použit́ım semi-analytického p̌ŕıstupu (Rjasanow & Steinbach)

N M err(te , teex , Vh)
44 24 1,7 · 10−1

176 90 7,9 · 10−2

396 200 4,4 · 10−2

704 354 2,8 · 10−2

1100 552 1,7 · 10−2
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Závěr

Shrnut́ı a možnost vylepšeńı

BEM

Hraničńı formulace vede ke snı́ženı́ dimenze diskrétńı úlohy (+)
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Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Závěr
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BEM

Hraničńı formulace vede ke snı́ženı́ dimenze diskrétńı úlohy (+)
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Úvod do (klasických) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Závěr
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BEM
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Hraničńı formulace vede ke snı́ženı́ dimenze diskrétńı úlohy (+)
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Shrnut́ı a možnost vylepšeńı
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Použit́ı pro vnějšı́ úlohy/úlohy tvarové optimalizace (+)
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Nutnost znalosti fundamentálnı́ho řešenı́ (−)
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Shrnut́ı a možnost vylepšeńı

BEM

Hraničńı formulace vede ke snı́ženı́ dimenze diskrétńı úlohy (+)

Použit́ı pro vnějšı́ úlohy/úlohy tvarové optimalizace (+)

Přesnost výpočtu
”
druhotných“ proměnných (+)

Husté matice tuhosti (−), vyč́ısleńı: O(N2) ⇒ Nmax ≈ 104

Nutnost znalosti fundamentálnı́ho řešenı́ (−)

Fast BEM

Navázanost na iteračńı řešič (CG, GMRES, ...)

Vyč́ısleńı násobeńı matićı tuhosti: O(N logN) ⇒ Nmax ≈ 106

Adaptive Cross Approximation (ACA)

Fast Multipole Method (FMM) Děkuji!
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