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Vé&ta o reprezentaci a hrani¢ni integrdlni rovnice

o Q CRY ... omezena oblast s lipschitzovskou hranici I := 9%,

e U: RYxRI— R .. tzv. fundamentdlni ¥edeni Laplaceova operatoru

—tln|lx —y|| prod=2
Ulx,y) == { 127r 1

prod =3

4 JIx—yl]

—A,U(x,y) =dx(y) prox,yeR?
@ 7o : HY(Q) — HY?(I) ... (omezeny, linedrni) operétor stopy

@ v HY(Q)+— HY/2(I') ... (omezeny, linedrni) operator normélové derivace

Vé&ta o reprezentaci
Pro kazdou funkci u € H% (Q) platf:

u(x) = /—Au(x)U(X,y) dy + /vlu(y)U(x,y) ds, — /you(y)ﬂylva(x,y) dsy, |(*)
Q r r

x € Q.
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Viimnéme si: v, U(x,y) =

u(x) = /’YIU(Y)U(XrY)dSy —/Vou(y)%,yU(X,)/)dSy, x €. ()
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Aplikujme operator stopy na vyZe uvedenou rovnici (xx):

T0u) = [uly)Ulxy)ds, + 30u06) = [r0u(),Uxy)ds, xET

operdtor jednoduché vrstvy operator dvojvrstvy

(Vmu)(x) (Kou)(x)
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Ziskali jsme tedy tzv. 1. hrani¢ni integralni rovnici

1
You = (51 — K)yu+ Vyu nal

Aplikujme nyni operator normalové derivace na vztah (xx):

1
Yu(x) = 571U(X) + /%U(y)vl,xU(va)dsy -m /VOU()’)Vl,yU(XrY)dSyr xel.
r r

adjungovany operator dvojvrstvy hypersinguldrni operdtor

(K'y1u)(x) (Dou)(x)
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o K': H™Y2(I) +— H=Y2(I') ... omezeny, linearni
@ D: HY?(I) = H~Y2(I') ... omezeny, linedrni, symetricky, semi-elipticky

Ziskali jsme tedy tzv. 2. hrani¢ni integralni rovnici

1
viu = Dyou + (5/ +Kyu nal

Déle plati:
o VK'=KV
o VD = (31— K)(iI+K)
o Ker D = Ker (1/ + K) = Lin{1}
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S

Dosazenim (O) do 2. h.i.r. ziskame

1 1
mu=[D+ (5/ + K’)V_l(EI + K)]vwu naT.

symetricka reprezentace S-P operdtoru

)
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Pro p¥iblizné YeSeni (VDI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

N M
t%Ztﬂﬁi. g%Zg;(p;,
i=1 i=1

kde
@ 1; ... po &astech konstantni hraniéni prvky,

@ ©; ... (spojité) po &astech linedrni hraniéni prvky.

To vede na soustavu

Vit = (3My+Kp)g,

kde
@ Vyuli,j] := (Vb i) Mali ] := (w0 ¥ Kalisj] := (Kej, i)
o glil =g
@ V}, ... SPD matice, (%I\/I;7 +Kp)1=0
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" 0 g(x) = -3
y 9 Up(x) =x2 — x2
' @ te(x) = rUex(x) = (n(x), Vuex(x))
X2
0.25[--------
1
1 — 1
1
Q
i 05
0 0,25 05 x |_
0 -0,5 —|
9] 1
0 |
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; 0 g(x) = -3
y 9 ux(x) = X12 - x22
' @ tex(X) = Y1Uex(x) = (n(x), Vuex(x))
0.25f------- .
-
0 0,25 05 X

@ p¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...)
9 Gaussova kvadratura s 8 uzly

t—t
0 err(t, tex, V) = IIt = tecllv, T T\/HVh
ex h
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Numerické vysledky pro vnit¥ni Dirichletovu dlohu (1)

“ ° g(x):=x —x
9 Up(x) =x2 — x2
05
@ tex(x) = 71tex(x) = (n(x), Vuex(x))
0,25 ------- .
Q N=M err(t te, Vp)
. 16 6,8-10>
0 025 05 x 30 19.10-2
-3
@ p¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...) 12; ?2 18_3
9 Gaussova kvadratura s 8 uzly 256 3’8 .10—%
_ e —tedly, 512 1-10*

@ err(t, te, Vy) =
(8 e, Vi) texllv, 1024 2,7-10°5
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Vnit¥ni Dirichletova dloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni Dirichletovu dlohu (2)

Dopotteni ¥eSeni uvnit¥ Q
@ Oba potencidly v reprezentani v&té vycisleny analyticky

@ Vnit¥ni uzly voleny v pravidelné siti

K'o.2s

POOO0OO0D00000000O0
NeNoNeNeNoNeNoNeNoNeNoReNoRe N o}
NeNoNeNeNoNeNoNeNoNeNoReNoRe N o}
NeNoNeNeNoNeNoNeNoNeNoReNoRe N o}
hOOO0OOOOO000000O0 G

N=M=64 a 161 vnitfnich uzll
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Vnit¥ni Dirichletova dloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni Dirichletovu dlohu (2)

Dopotteni ¥eSeni uvnit¥ Q
@ Oba potencidly v reprezentani v&té vycisleny analyticky

@ Vnit¥ni uzly voleny v pravidelné siti

N =M polet vnittnich uzll ”lﬁa:ﬁ*”
16 5 1,2-1072

32 33 3-1073

64 161 7,8-107*

128 705 2-107*
256 2045 572.107°
512 12033 1,3-107°

1024 48641 3,3-10°°
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Vnit¥ni Neumannova uloha

Au=0 vQ
qu=h nal, hel®), [h(y)ds,=0 | (NI
r

Regeni (NI) je jednoznatné a¥ na aditivni konstantu.

Z véty o reprezentaci:

u(x) = /h(y)U(x,y) ds, — /VOU(y)'yl,yU(x,y) ds,, xeQ.
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Vnitfni Neumannova tloha

Vnit¥ni Neumannova uloha

Au=0 vQ
yu=h nal, hel?T), [h(y)ds, =0
r

Regeni (NI) je jednoznatné a¥ na aditivni konstantu.

Z véty o reprezentaci:

ul) = [hy)UGxy)ds, ~ [routy ), Uty ds,

r r

Uu:=u=77 nal

x € Q.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Vnit¥ni Neumannova uloha

Au=0 vQ
yu=h nal, hel?T), [h(y)ds, =0
r

Regeni (NI) je jednoznatné a¥ na aditivni konstantu.

Z véty o reprezentaci:

u(x) = /h(y)U(x,y) ds, — /VOU(y)'yl,yU(x,y) dsy,
r r
Uu:=u=77 nal

Z2 hir.:

DE:(%/fK’)h nal. (e)

x € Q.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Vnit¥ni Neumannova uloha

Au=0 vQ
yu=h nal, hel?T), [h(y)ds, =0
r

Regeni (NI) je jednoznatné a¥ na aditivni konstantu.

Z véty o reprezentaci:

ul) = [hy)UGxy)ds, ~ [routy ), Uty ds,

r r

Uu:=u=77 nal
Z 2 hir.:

DE:(%/fK’)h nal. (e)

P¥ipomenime si: KerD = Lin {1}.

x € Q.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

DU:(%/—K’)h nal (e)

Obecné Yeseni () Ize psat ve tvaru



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

1
Du = (EI —Kh nal (e)
Obecné Yeseni () Ize psat ve tvaru
u“i=u+c-1, ceR.

Abychom zafixovali ¢, pfedepiseme tzv. skdlovaci podminku :

(T, 1) = /Hc(y) ds, =, a € R (dano lib. pevng).
r



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Du = (%l —K')h nal (o)
Obecné Yeseni () Ize psat ve tvaru
T =T+c-1, ceR.
Abychom zafixovali ¢, pfedepiseme tzv. skdlovaci podminku :

(T, 1) = /Hc(y) ds, =, a € R (dano lib. pevng).
r

Hrani¢ni varia¢ni formulace tlohy (N1) zni: najdi @ € HY/2(T') takové, Ze

(DT, v)p + (@, 1) (v, 1) = (31 = K')h,v) +a(v,1)p Vv e HY2(T).|(VNI)

(@, 1) (v, 1); ... regulariza&ni &len



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
~ D T ha ) by
i=1

coz vede na soustavu

(Dh-l—Rh)ﬁ (%Mh—Kh)Th—&-avh,




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Iy

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

coz vede na soustavu

kde
@ Dpli,j] == (Dyj, @i)r, Rali,j]:= (@i, 1) {0j. )¢



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
U~ E ﬂf(p,‘, h~ E h;’(ﬂ,‘,
i=1 i=1

coz vede na soustavu

(Dh + Rh)ﬁc = (%Mh — Kh)T h + avy,

kde
@ Dyli,j] :== (Dyj, @i)r,  Rali.j] :== (pi, 1) (@j, 1)
@ h[i]:=hi, wvu[i] == (i, 1);



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
U~ E ﬂf(p,‘, h~ E h;’(ﬂ,‘,
i=1 i=1

coz vede na soustavu

(Dh + Rh)ﬁc = (%Mh — Kh)T h + avy,

kde
@ Duliij]:= (Dyjpidr, Ralivj]:= (@i r (#j: Ly
o h[i] ;== h;, vp[i] == (pi, 1)
@ Dy ... SPSD matice, D,1=0



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
U~ E ﬂf(p,‘, h~ E h;’(ﬂ,‘,
i=1 i=1

coz vede na soustavu

(Dh + Rh)ﬁc = (%Mh — Kh)T h + avy,

kde
@ Duliij]:= (Dyjpidr, Ralivj]:= (@i r (#j: Ly
@ h[i]:=hi, wvu[i] == (i, 1);
@ Dy ... SPSD matice, D,1=0
@ D, + Ry ... SPD matice



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Pro p¥iblizné YeSeni (VNI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
U~ E ﬂf(p,‘, h~ E h;’(ﬂ,‘,
i=1 i=1

coz vede na soustavu

(Dh + Rh)ﬁc = (%Mh — Kh)T h + avy,

kde

[

Dali ] := (Dej,pidr, Raliij] = {pi L (), Lr
h[i] := hi, vali] == (i, Dr

@ Dy ... SPSD matice, D,1=0

@ D, + Ry, ... SPD matice

©

@ D, =T, VT, , kde T} je vhodn4 ¥idka transforma&ni matice



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)

@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)

@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy

@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)
@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy

@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1

@ Pfedepsand Neumannova stopa h:




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)
@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy
@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1

@ Pfedepsand Neumannova stopa h:

2 Q Tex(x) :i=x1




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)
@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy

@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1

@ Pfedepsand Neumannova stopa h:

2 Q Tex(x) :i=x1

0 U, (x) =Tux(x)+ ¢




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)

@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy

@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1

@ Pfedepsand Neumannova stopa h:

2 Q Tex(x) :i=x1




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Numerické vysledky pro vnitéini Neumannovu dlohu (1)

@ Zvolme 2D L-shape oblast jako u vnit¥ni Dirichletovy tlohy

@ Pro uniformni déleni ' s délkou elementu h mame (p;, 1) = h, tj. R, = h?1

@ Pfedepsand Neumannova stopa h:




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni Neumannovu dlohu (2)

o pimy Yedi¢ (Ize i CG, PCG, ...)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni Neumannovu dlohu (2)

o pimy Yedi¢ (Ize i CG, PCG, ...)

@ Gaussova kvadratura s 8 uzly



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni Neumannova tloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni Neumannovu dlohu (2)

o pimy Yedi¢ (Ize i CG, PCG, ...) N=M err(u®,us,Dy+Rp)
@ Gaussova kvadratura s 8 uzly 16 6,310
32 1,5-10712

64 1,6-10712

128 1,3-10712

256 9,7-10713

512 6,5-10713

1024 42.10713



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni smiSend dloha
I'p, n ... nepFekryvajici se tseky tvofici rozklad

Au=0 vQ
You=g nalp, geHY3(p) | (MI)
vu=h naly, hEe L2(FN)




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni smiSend dloha
I'p, n ... nepFekryvajici se tseky tvofici rozklad

Au=0 vQ
You=g nalp, geHY3(p) | (MI)
vu=h naly, hEe L2(FN)

Z véty o reprezentaci:

u(x) = /’ylu(y)U(X,y) ds, — /A/ou(y)ylva(x,y) ds,, x€Q, tj.
r r



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni smiSend dloha
I'p, n ... nepFekryvajici se tseky tvofici rozklad

Au=0 vQ
You=g nalp, geHY3(p) | (MI)
vu=h naly, hEe L2(FN)

Z véty o reprezentaci:

u(x) = /’ylu(y)U(X,y) ds, — /A/ou(y)ylva(x,y) ds,, x€Q, tj.
r r

u(x) = /ylu(y)U(x,y) ds, + /h(y)U(x,y)dsy -

' My

—/g(y)vl,yU(XYY)dSy - /VoU(y)w,yU(X,y)dSy, x€q
o My



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnitfni smiSend dloha
I'p, n ... nepFekryvajici se tseky tvofici rozklad

Au=0 vQ
You=g nalp, geHY3(p) | (MI)
vu=h naly, hEe L2(FN)

Z véty o reprezentaci:

u(x) = /’ylu(y)U(X,y) ds, — /A/ou(y)ylva(x,y) ds,, x€Q, tj.
r r

u(x) = /ylu(y)U(x,y) ds, + /h(y)U(x,y)dsy -

' My

—/g(y)vl,yU(XVY)dSy - /VoU(y)w,yU(X,y)dSy, x€q
o My

t:=yu=7?7 nalp a Tw:=2u=77 naly



d do (klasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Steklov-Poincaré operétor:
Su=t nal



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Steklov-Poincaré operétor:
Su=t nal

Hrani¢ni variagni formulace dlohy (MI) zni: najdi @ € Hl/z(l_) takové, Ze

G=gnalp a [(ST,v)p=(hv), VYveH*(Tp)| (VMI)

Hé/z(r, Mp):={veHY>(T): v=0naTlp}.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Steklov-Poincaré operétor:
Su=t nal

Hrani¢ni variagni formulace dlohy (MI) zni: najdi @ € Hl/z(l_) takové, Ze

G=gnalp a [(ST,v)p=(hv), VYveH*(Tp)| (VMI)

Hé/z(r, Mp):={veHY>(T): v=0naTlp}.

Bud' déle h nulové rozéiteni h na T, tj.

h=nh naly a h=0 nalp.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Vnit¥ni smi¥ena dloha

Steklov-Poincaré operétor:
Su=t nal

Hrani¢ni variagni formulace dlohy (MI) zni: najdi @ € Hl/z(l_) takové, Ze

G=gnalp a [(ST,v)p=(hv), VYveH*(Tp)| (VMI)

Hé/z(r, Mp):={veHY>(T): v=0naTlp}.

Bud dale A nulové roz&ieni h na I tj.
h=h na ly a h=0 na M.
Pro pfiblizné YeZeni (VMI) pouZijeme Galerkinovu metodu s

M N
TRy Tipi, hRY hivn, g g

i=1 i=1 i=1



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,

kde
o Suli,j]:=(Spj @i Sh=Dn+ (EMy+Kp) TV, (EMy + Kp)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,

kde
o Suli,j]:=(Spj @i Sh=Dn+ (EMy+Kp) TV, (EMy + Kp)

~

o h[i] := h,



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,

kde
) Sh[i,j] = <5<,9j, go,-)r, Sy, =Dy + (%Mh + Kh)TV,Tl(%Mh + Kh)
o h[i] := h,
e Bpli,j]€{0,1}, gli]:=g



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,

kde
o Suli,j]:=(Spj @i Sh=Dn+ (EMy+Kp) TV, (EMy + Kp)
o h[i] := h,
e Bpli,j]€{0,1}, g[]:=g
@ S, ... SPSD matice, S,1=0



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Vnit¥ni smi¥ena dloha

To vede na FeSeni soustavy

Sku=M/h somezenim Bpu=g,

kde
o Suli,j]:=(Spj @i Sh=Dn+ (EMy+Kp) TV, (EMy + Kp)
o h[i] := h,
e Bpli,j]€{0,1}, g[]:=g
@ S, ... SPSD matice, S,1=0

Neumannovu stopu dopoéteme jako FeSeni soustavy

Vit = (%Mh+ Kh)ﬁ.




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni smiSenou dlohu (1)

0 g(x):=2x ;
o 0 prox =0
9 h(x):= { ~2 pro s = 05 2
9 Ue(X) = 2x 0
® Te(Xx) = 2x 0 2
9 to(x) = (n(x), Vuex(x)) (viz obrizek) Q 0
In




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni smiSenou dlohu (1)

0 g(x):=2x .
o h(x) ;_{ _g pro i =0 05|
9 Ue(X) = 2x 0
9 Tex(x) = 2x 0 2
9 to(x) = (n(x), Vuex(x)) (viz obrizek) i Q 0
0 o 05 X

@ pfimy ¥esi¢ po ,,zahrnuti Dirichletovy
podminky do soustavy" (alternativné
dudlni formulace + SMALE, ...)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Numerické vysledky pro vnit¥ni smiSenou dlohu (1)

0 g(x):=2x .
o h(x) ;_{ _g pro i =0 05|
9 Ue(X) = 2x 0
9 Tex(x) = 2x 0 2
9 to(x) = (n(x), Vuex(x)) (viz obrizek) i Q 0
0 o 05 X

@ pfimy ¥esi¢ po ,,zahrnuti Dirichletovy
podminky do soustavy" (alternativné
dudlni formulace + SMALE, ...)

@ Gaussova kvadratura s 8 uzly



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vnit¥ni smi¥ena dloha

Numerické vysledky pro vniténi smi¥enou tlohu (2)

N=M err(U,te,SM) err(t, tex, Vi)

16 1,8-10°13 1,9-10712
32 1,9-10713 2,4.10712
64 1,6-10"13 2,3.10712
128 1-10713 2,1-10712
256 57-10714 1,9-10712
512 3,2-10714 1,8-10712

1024 19-10714 1,8-10712



Uvod do (klasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

&ta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Necht
@ Q C R® ... omezend oblast s lipschitzovskou hranici [, Q¢ :=R3\ Q

n

(2D analogie)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Necht
@ Q C R® ... omezend oblast s lipschitzovskou hranici [, Q¢ :=R3\ Q

1
o ue HLX(Q%): [Ju(x) — wl| =0 (||x> pro ||x|| = oo



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Necht
@ Q C R® ... omezend oblast s lipschitzovskou hranici [, Q¢ :=R3\ Q

1
o ue HLX(Q%): [Ju(x) — wl| =0 (||x> pro ||x|| = oo

radiaéni podminka , ug€R pevné



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Necht

@ Q C R® ... omezend oblast s lipschitzovskou hranici [, Q¢ :=R3\ Q

1
o ue HLX(Q%): [Ju(x) — wl| =0 (||x> pro ||x|| = oo

Definujme dale:

o YSu(x):

@ Yfu(x):

radiaéni podminka , ug€R pevné

Qea)?llgw et u(X) ... operator ,vn&jsi* stopy

lim  (n(x), Vu(X)) ... operdtor ,vn&jsi" normalové derivace
Qesx — xel



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Necht
@ Q C R® ... omezend oblast s lipschitzovskou hranici [, Q¢ :=R3\ Q

1
o ue HLX(Q%): [Ju(x) — wl| =0 (||x> pro ||x|| = oo

radiaéni podminka , ug€R pevné

Definujme dale:

o u(x) = Qea)?ligw et u(X) ... operator ,vn&jsi* stopy
@ Yfu(x) = Qes;lim Xer(g(x), Vu(X)) ... operdtor ,,vn&j3i" normalové derivace

»Vné&j§i" véta o reprezentaci

Pomoci véty o reprezentaci (x) pro Q Ize dokazat tuto analogii pro Q¢:

) = o+ [~Bu() UG y)dy =~ [ruly)Ux ) ds, + [rutrns, Ulx ) ds,,
Qe r T

x € Q°. (o)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Pokud je u € H*(Q¢) spliiujici radiagni podminku navic ¥e¥enim Laplaceovy rovnice
v Q% tj. Au=0v Q¢ pak (z (0)):

u(x) = up — /’yfu(y)U(x,y) ds, + /’ygu(y)fyfyU(x,y) ds,, xe€Q°f (o00)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Pokud je u € H*(Q¢) spliiujici radiagni podminku navic ¥e¥enim Laplaceovy rovnice
v Q% tj. Au=0v Q¢ pak (z (0)):

u(x) = up — /’yfu(y)U(x,y) ds, + /’ygu(y)fyfyU(x,y) ds,, xe€Q°f (o00)

Aplikaci operatorii 7§ a v§ na (oo) dostaneme (podobng& jako v p¥ipadé omezené
oblasti Q) systém hrani¢nich integralnich rovnic

i+ Kk -V YSu u
—( 2 0 0
)= (5 e )R )+ (8) mr



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Steklov-Poincaré operdator =, Dirichlet-Neumann map"

u € HY(Q°)
Au=0 vQ° =
ux) = woll = O (1) pro x| > oo

IxIl

Yiu=—SSu+ (31— K')V-lu

nal

Se:=D+ (-3 +K)V (-3 +K)




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

. Vn&j3i" véta o reprezentaci, hrani¢ni integralni rovnice a Steklov-Poincaré operator

Steklov-Poincaré operdator =, Dirichlet-Neumann map"
u e HY(Q°) .
u=—-S¢u+ (31 — K'YV 1y
Au=0 vQ° N M1 Yo (2 ) o
ux) = woll = O (1) pro x| > oo nat

Se:=D+ (-3 +K)V (-3 +K)

@ S¢: HY2(I') s H=Y/2(I') ... omezeny, linedrni, symetricky, semi-elipticky

.. Hy/2(T", T p)-elipticky pro T C T nenulové miry



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Vnégjsi Dirichletova tloha

0
g
lu() = woll = O () pro

x|| = 00, wup €R pevné




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Vnégjsi Dirichletova tloha

Au=0 vQe:=R\Q
Wu=g nal, geHY(T) (DE)
[|lu(x) — wol| = O ”71”) pro ||x]| = oo, up € R pevné

Z véty o reprezentaci:

) =t~ [ruly)Ux ) ds, + [y, Ulxy)ds,, x e 9
r r



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Vnégjsi Dirichletova tloha

Au=0 vQe:=R\Q
Wu=g nal, geHY(T) (DE)
[|lu(x) — wol| = O ”71”) pro ||x]| = oo, up € R pevné




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Vnégjsi Dirichletova tloha

Au=0 vQe:=R\Q
Wu=g nal, geHY(T) (DE)
[|lu(x) — wol| = O ”71”) pro ||x]| = oo, up € R pevné

Z1 hir.: 1
Vie = (fil +K)g+u nal.



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Vnégjsi Dirichletova tloha

x|| = 00, wup €R pevné

0
g
lu() = woll = O () pro

Z1 hir.: 1
Vie = (fil +K)g+u nal.

Hrani¢ni varia¢ni formulace tlohy (DE) zni: najdi t& € H=/2(T") takové, ze

(Vte, v)p = (3! + K)g + uwo, v), VYveHY2).| (VDI




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Iy

Pro p¥iblizné YeSeni (VDE) pouZijeme Galerkinovu metodu s

N

M
x>t gx Y g
i=1

i=1

coz vede na soustavu

Vpte = (—iMp + Kp) g8 + uo wh,

kde wy[i] := (¢, 1),



Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)
e Q:=B51(0)={xeR: |x|| <1}




Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)

e Q:=B51(0)={xeR: |x|| <1}
0 g(x):=-1, w:=1



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)
e Q:=B51(0)={xeR: |x|| <1}
0 g(x):=-1, w:=1
@ uk(x) = —ﬁ +1



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu dlohu (1)
e Q:=B51(0)={xeR: |x|| <1}
0 g(x):=-1, w:=1
@ uk(x) = —ﬁ +1
@ t5(x) = (n(x), Vuex(x)) = 2



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)
e Q:=B51(0)={xeR: |x|| <1}
0 g(x):=-1, w:=1
@ uk(x) = —ﬁ +1
@ t5(x) = (n(x), Vuex(x)) = 2

o P¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)
0 Q:=B(0)={xeR3: |x]| <1}
0 g(x):=-1, w:=1
@ uk(x) = —ﬁ +1

t&(x) = (n(x), Vuex(x)) = 2

¢

[

P¥imy ¥esit (Ize i CG, PCG, ...)

Vy¢isleni matic s pouZitim semi-analytického pFistupu (Rjasanow & Steinbach)

[



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (1)
0 Q:=B(0)={xeR3: |x]| <1}
0 g(x):=-1, w:=1
@ uk(x) = —ﬁ +1

t&(x) = (n(x), Vuex(x)) = 2

¢

[

P¥imy ¥esit (Ize i CG, PCG, ...)

@ Vytisleni matic s pouZitim semi-analytického pFistupu (Rjasanow & Steinbach)
N M err(te, tS,, Vp)
48 26 56102
180 92 1,7-1072
390 197 7,8-1073
720 362 4,3.1073

1104 554 3,1-1073



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (2)

Dopotteni ¥eseni v Q¢



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (2)

Dopotteni ¥eseni v Q¢

@ Oba potencidly v reprezenta&ni vété vycisleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (2)

Dopotteni ¥eseni v Q¢
@ Oba potencidly v reprezenta&ni vété vycisleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly

™ . x2:=(16,3,1981)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tlohu (2)

Dopotteni ¥eseni v Q¢
@ Oba potencidly v reprezenta&ni vété vycisleny Gaussovou kvadraturou s 8 uzly
° . x2:=(16,3,1981)

N M lu | )f(uex)(‘ ) [uCe)—e(0)|
48 26 2,2-1072 8,7-107°
180 92 7,2-1073 2,9-107°
390 197 3,4-1073 1,4-10°°
720 362 1,9-10°3 7,7-10°°
1104 554 1,3-10°3 54-.1076




Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)

o Q:=,3D L-shape"”
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Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)

o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)
o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!

0 g(x):= —2 41, =1

IR



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)

o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!
0 g(x):= —ﬁ +1, u:=1

9 ue(x) = —ﬁ +1



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu dlohu (3)

o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!

0 g(x):= —ﬁ +1, u:=1
9 ue(x) = —ﬁ +1
o t5.(x) = (n(x), Vuex(x)) = HXZH%(X n(x))



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu dlohu (3)

o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!
0 g(x):= —ﬁ +1, u:=1

9 ue(x) = —ﬁ +1

o t5.(x) = (n(x), Vuex(x)) HXZH:% (x,n(x))

o P¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)

e Q:=,3D L- shape“; dékuji Alexovi za vygenerované geometrie!
0 g(x):= IXH +1, =1
0 Ue(x) = HXH +1

@ t.(x) = (n(x), Vuex(x)) HXZH:% (x,n(x))

(4

P¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...)

@ Vyiisleni matic s pouZitim semi-analytického pfistupu (Rjasanow & Steinbach)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Vn&j3i Dirichletova tloha

Numerické vysledky pro vn&jsi Dirichletovu tdlohu (3)
o Q:=,3D L-shape”; d&kuji Alexovi za vygenerované geometrie!
0 g(x):= —ﬁ +1, u:=1
9 ue(x) = —ﬁ +1
@ t5.(x) = (n(x), Vuex(x)) = 15 (x, n(x))

(4

P¥imy ¥esi¢ (Ize i CG, PCG, ...)
@ Vyiisleni matic s pouZitim semi-analytického pfistupu (Rjasanow & Steinbach)

N M err(ts s, Vy)
44 24 1,7-1071
176 90 7,9-1072
396 200 4,4.102
704 354 2,8-1072

1100 552 1,7-1072



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

e v 4 7
Shrnuti a moZnost vylepseni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)

@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)

@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—),



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM
o Navdazanost na itera¥ni fesi¢ (CG, GMRES, ...)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni
BEM

@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)
@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)

@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM
o Navdazanost na itera¥ni fesi¢ (CG, GMRES, ...)

@ Vyéisleni ndsobeni matici tuhosti: O(Nlog N) = Npax ~ 10°



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici

Shrnuti a mozZnost vylepSeni

BEM
@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)

@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)
@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM
o Navdazanost na itera¥ni fesi¢ (CG, GMRES, ...)

@ Vyéisleni ndsobeni matici tuhosti: O(Nlog N) = Npax ~ 10°

@ Adaptive Cross Approximation (ACA)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
e v 4 7
Shrnuti a moZnost vylepseni

BEM
@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)

@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)
@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM
o Navdazanost na itera¥ni fesi¢ (CG, GMRES, ...)

@ Vyéisleni ndsobeni matici tuhosti: O(Nlog N) = Npax ~ 10°
@ Adaptive Cross Approximation (ACA)
@ Fast Multipole Method (FMM)



Uvod do (Kklasickych) Boundary Element Methods pro 2D a 3D Laplaceovu rovnici
e v 4 7
Shrnuti a moZnost vylepseni

BEM
@ Hrani¢ni formulace vede ke snizeni dimenze diskrétni dlohy (+)

@ PouZiti pro vngjsi dlohy/dlohy tvarové optimalizace (+)
@ Presnost vypottu ,druhotnych® prom&nnych (+)
@ Husté matice tuhosti (—), vy&isleni: O(N2) = Npax ~ 10*

@ Nutnost znalosti fundamentalniho Feseni (—)

Fast BEM
o Navdazanost na itera¥ni fesi¢ (CG, GMRES, ...)

@ Vyéisleni ndsobeni matici tuhosti: O(Nlog N) = Npax ~ 10°
@ Adaptive Cross Approximation (ACA)
@ Fast Multipole Method (FMM) D&kuji!
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