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Abstrakt

Polynomialni interpolace je vhodnou metodou pro aproximaci funkce ¢i prolozeni diskrétnich
hodnot néjaké funkce (ziskanych napi. mérenim) polynomem. Mohou nastat pripady, ve kterych
bude chyba interpolace prilis vysoka. V téchto situacich je vhodnou alternativou polynomialni in-
terpolace po ¢astech. Tato metoda spociva v rozdéleni intervalu, ve kterém funkci interpolujeme,
na nékolik podintervalti. Nasledné se na kazdém podintervalu provede polynomidlni interpolace
tak, aby vyslednd aproximujici funkce byla spojita. Cilem této prace je nastudovat a zpracovat
teorii k Lagrangeové a Hermiteové polynomialni interpolaci a k polynomialni interpolaci po ¢és-
tech. Vyznamnou soucasti prace je také prezentace reseni vhodnych a zajimavych tdloh tykajicich

se této problematiky.

Klicova slova

Polynomiélni interpolace, Lagrangeova interpolace, Hermiteova interpolace, Polynomialni

interpolace po ¢astech, Linearni splajn, Kubicky splajn

Abstract

Polynomial interpolation can be used to approximate a function or to create a polyno-
mial that agrees with some information about a function (for example discrete values obtained
by some measurement). There may be cases in which the interpolation error is too large.
In these situations piecewise polynomial interpolation is a suitable alternative. This method
consists of dividing the interval in which the function is interpolated into several subintervals.
Subsequently, polynomial interpolation is performed on each subinterval so that the resulting
approximating function is continuous. The goal of this thesis is to study and elaborate on the
topic of Lagrange and Hermite interpolation as well as on piecewise polynomial interpolation.
An important part of the thesis is also the presentation of solutions to suitable and interesting

problems related to this topic.
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Seznam

R+
R*

R™n

pouzitych zkratek a symbolu

mnozina vSech realnych c¢isel

mnozina vSech kladnych realnych ¢isel

R U {—00, 400}

mnozina vSech prirozenych ¢isel

Nu {0}

mnozina vSech realnych matic typu (m,n)

mnozina vSech n-rozmérnych realnych vektoru
prirozena ¢isla (nebude-li feceno jinak)

mnozina vSech redlnych polynomi stupné nejvyse n
mnozina vSech funkei n-krat spojité diferencovatelnych na intervalu
(a,b)

prstencové okoli bodu a

prstencové okoli bodu « s polomérem § > 0
restrikce funkce f na interval (a, b)

maximova norma funkce f

definitorické = (pouzité v ptripadé, kdy by mohlo dojit k nedorozu-
meéni)

mnozinovy rozdil

pocet operaci v pohyblivé radové carce

konec ptikladu

konec dikazu

konec tlohy



Kapitola 1
Uvod

Polynomy jsou funkce s fadou vyhod, kterymi jsou napriklad jejich nekonec¢na diferencovatel-
nost nebo jejich specifikace koneéné mnoha koeficienty (a tedy obecné rychly vypocet funkénich
hodnot). Méme-li zadanou funkci, jejiz hodnoty jsou ndro¢né pro vycisleni, je slozité ziskat jeji
derivaci (nebo nelze derivovat vitbec) nebo bychom z jinych diavodu radéji pracovali s polyno-
mem, muzeme tuto funkci aproximovat polynomem, se kterym se nam bude pracovat vyrazné
lépe. Obdobné v pripadé, kdy ziskdme néjakym méfenim body, které potrebujeme prolozit spo-
jitou funkei, je vhodné tyto body prolozit polynomem. Uloha aproximace zadané funkce & pro-
loZzeni bodt polynomem se nazyva polynomialni interpolace. Samoziejmé bude dochazet k urcité
chybé, kterou ale (jak si ukdzeme) lze dobte popsat.

Miize nastat pripad, kdy bézné polynomialni interpolace generuje prilis veliké chyby, nebo in-
terpola¢ni polynom nabyva prilis vysokych radta. V takovém pripadé se jako vhodna modifikace
polynomidlni interpolace nabizi polynomidlni interpolace po ¢astech. Pti pouziti této metody
se interval, na kterém chceme funkci aproximovat (¢i prolozit dvojice bodu spojitou funkei),
nejprve rozdéli na nékolik podintervali a poté se provede polynomidlni interpolace pro kazdy
podinterval zvlast. Vysledna funkce bude (dle oéekavéani) po ¢astech polynom spliujici vSechny
potfebné podminky, ktery se nazyva splajn. Pomoci polynomialni interpolace po c¢astech lze
(oproti bézné polynomiélni interpolaci) ¢asto ziskat splajn nizkého Fadu pfi soucasném zmen-
Seni chyby interpolace [1].

Cilem této prace je nastudovat a zpracovat teorii k polynomidlni interpolaci a nasledné
k polynomidlni interpolaci po ¢astech. Dilezitou ¢asti je také vyreseni vhodnych uloh tykajicich
se dané problematiky.

V kapitole 2 projdeme piislusnou teorii k polynomidlni interpolaci, konkrétné k interpolaci
Lagrangeové a Hermiteové, kterou potiebujeme k porozumeéni polynomialni interpolace po ¢as-
tech. Kapitola 3 obsahuje teorii k linearnim a pfirozenym kubickym splajniim. Teorie vychazi
primarné z kapitol 6 a 11 v knize E. Siiliho a D. F. Mayerse [1]. Mnoho informaci 1ze také nalézt
v knihdch W. Shen [2], C. De Boora [3] nebo ve skriptech M. Embrecho z univerzity Virginia
Tech [4] nebo V. Vondraka a L. Pospisila [5].



V obou kapitoldch se nachdzi sekce s fesenim zajimavych tloh z knihy [1], které ukazuji
moznosti vypoctu danych interpolac¢nich funkei a dale zkoumaji jejich vlastnosti a souvislosti.
Na modrém pozadi je vzdy zadani ptislusné tlohy, které je nésledovano jejim fesenim. V kapito-
lach se také nachézi priklady, které jsou vétsinou ukazkou prislusné metody interpolace a casto

jsou doplnény nazornymi grafy.



Kapitola 2

Polynomialni interpolace

V této kapitole budeme vychézet z knihy E. Siiliho a D. F. Mayerse [1], z knihy W. Shen [2]
a také ze skript M. Embreeho z univerzity Virginia Tech [4] a ze skript V. Vondraka a L. Pospi-
sila [5].

Problém nalezeni polynomu, ktery zahrnuje urcity typ informace o funkci f, nazyvame poly-
nomidalni interpolaci. Jsou-li informace ve tvaru hodnot funkce f v n rtiznych bodech z mnoziny
{xg,21,...,2,}, nazjvdime hledany polynom Lagrangetiv interpolaéni polynom. Casto jsou
tyto hodnoty ziskdny néjakym méfenim, typicky v pravidelnych casovych tsecich. Informace
mohou byt také obohaceny o hodnoty derivace funkce f v téchto bodech. V tomto pripadé je
hledany polynom nazyvan Hermitetv interpolac¢ni polynom.

V pripadé, ze zndme hodnoty f(zo), f(z1),-.., f(zs), je cilem polynomiélni interpolace najit
polynom p, ktery bude témito body prochézet. Polynomiélni interpolace tedy umoziuje aproxi-
movat funkci f polynomem na urc¢itém intervalu. Jelikoz je polynom specifikovan pouze konecné
mnoha koeficienty, je vypocet jeho funkéni hodnoty obecné rychlejsi nez vypocet funkéni hodnoty
samotné funkce f, kterd mize byt na vycisleni velmi naroc¢na.

Obecné se bude interpola¢ni polynom p od funkce f lisit, ¢imz vznikne chyba, pro jejiz

velikost je vhodné urcit meze.

2.1 Lagrangeova interpolace

Nejjednodussim prikladem problému polynomialni interpolace je pripad, kdy mame zadany
dvé hodnoty xg,30 € R a chceme nalézt polynom py € Py takovy, ze po(xo) = yo. Rese-
nim je samozrejmé pg = yo. Obecné lze problém zadat nasledovné: Predpokladejme, ze mame
g € R: x; # xzjproi#jay €R, kdei,je{0,...,n}. Cilem je nalézt interpola¢ni
polynom p,, € P, takovy, ze

pn(z;) =y; pro véechna i€ {0,...,n}. (2.1)
Tyto podminky nazyvame interpolacni podminky.
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2.1.1 Existence a jednoznacnost Lagrangeova interpolacniho polynomu

Abychom ukézali, Ze problém Lagrangeovy polynomiélni interpolace ma jednoznac¢né feseni,

uvedeme dulezitou vétu.

Véta 1 Ewistuji polynomy Ly, € Py, k € {0,...,n}, takové, Ze plati

1 pro 1=k,
Ly(zi) = (2.2)
0 pro i#k,
z; € R, 1 €{0,...,n}. Polynomy Ly nazgvime kardindlni funkce. Navic polynom
n
Pu(@) = Li(x)yk, (2.3)
k=0

yr € R, k€ {0,...,n}, spliuje interpolacni podminky (2.1).

Dikaz [1] Ukdzeme jen konstrukéni dukaz existence kardindlnich funkei Ly (2.2). Tvrzeni (2.3)
je pak dokézdno napi. v [1] v kapitole 6.2. Pro kazdé pevné k takové, 7ze 0 < k < n, se musi

polynom L rovnat 0 v pravé n bodech, takze nabyva tvaru

Lk(:c) = Ck H(CE — $i)7 (2.4)
ik

kde Ci € R je konstanta. Konstantu Cj spoc¢teme po dosazeni Li(x) = 1 za Li(x) (viz (2.2))
do (2.4):

2 1

o =11

i=0
itk

xk—xi'

Po dosazeni této rovnosti do (2.4) ziskdvame predpis pro kardinalni funkce

n
Tr — I
Li(x) = . 2.5
@ =17 (2.5)
i#£k

O

Na obrazku 2.1 jsou znazornény kardinalni funkce pro 6 ekvidistantnich interpolac¢nich uzla

na intervalu (—1,1).

Priklad 1 Sestrojte Lagrangetv interpola¢ni polynom stupné 2 pro funkci f(z) = e®cosh(x)

na intervalu (—2,2) se 3 interpolaénimi uzly xg = —2, 1 =0, x93 = 2.
- . 2 _9 . - 2 _y4
Lo(z) = (x —21) (7 — 22) _z 33’ Ly(2) = (x — xo)(x — x2) o ,
(170 —$1)(£U0 —{L‘Q) 8 (:El —SL‘(])(Z‘l —I‘Q) —4

10
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Obrazek 2.1: Kardinalni funkce na intervalu (—1,1)

Lo(x) (x — zo)(x — 1) 2?4 2z
xTr) = =
2 (2 — o) (22 — 1) 8
22 -2r 22-4 2?4 2z

p2(z) = e 2cosh(—2) + e?cosh(2)

8 4 8

Na obrazku 2.2 je zobrazena funkce f modfre a interpolacni polynom po Cervené. Zelené jsou
znazornény hodnoty funkce f v interpolac¢nich uzlech. Graf 2.2a odpovidd zadanému prikladu,
v grafech 2.2b a 2.2c¢ bylo pouzito vice ekvidistantnich uzld pro vypocet interpola¢niho poly-
nomu vyssiho stupné. Chyba interpolace pro tuto funkci je graficky znazornéna v kapitole 2.3.1

u piikladu 4 na strané 25.

30 30 30

25

20

Obrazek 2.2: Interpolace funkce ve 3 bodech (a), 4 bodech (b) a 6 bodech (c)

Véta 2 Necht x; € R, kde i € {0,...,n}, jsou riznd ¢isla a y; € R, i € {0,...,n}. Potom

existuje prave jeden interpolacni polynom py, € Py, ktery spliuje interpolacni podminky (2.1).

Diukaz Existence je ddna vétou 1. Diukaz jednoznacénosti 1ze najit napt. v [6] v kapitole 2.3. O
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Definice 1 Necht a,b € R, z; € R, ¢ € {0,...,n}, jsou riznd c¢isla a y; € R. Polynom py,

definovdn jako

Z Li(2) Yy, (2.6)

kde Ly, je ddano pomoci (2.5), nazjvame Lagrangeovym interpolac¢nim polynomem stupné

n pro mnoZinu bodi {(z;,y;): i =0,...,n}. Cisla z; nazgvdime interpolacni uzly.

Definice 2 Necht f € C({a,b)), a,b € R. Body x; € {a,b), kde i € {0,...,n}, xg = a, x, = b,

jsou ruzné interpolacni uzly. Pak je interpolacni polynom p, definovdn jako
n
=Y Li(x) f(xx) (2.7)
k=0

nazyvan Lagrangeovym interpolacénim polynomem stupné n funkce [ s interpolac¢nimi
uzly ;.
2.1.2 Chyba Lagrangeova interpolacniho polynomu

V bodech, které nejsou interpola¢nimi uzly, se funkce f a Lagrangetv interpola¢ni polynom
pr, mohou vyrazné lisit. Proto je pfirozené ptat se na velikost chyby f(z) —p,(z) v pfipadé, ze =
neni interpolacni uzel. Nésledujici véta ndm déva odhad interpolaéni chyby pro = € (g, x,),

kde x¢ a x, jsou nejmensi a nejvétsi interpolacni uzly.

Véta 3 Necht a,b € R, f € C""((a,b)). Pak Vx € {(a,b) 3¢ = £(x) € (a,b) takové, Ze

fForE) &

—pnlz) = — ). 2.8
$o) =) = TS T - 0 (2.8
Navic Vz € (a,b) plati
@) o) < I | IR (2.9
~ (n+1)!
Diukaz Lze najit napt. v [1] v kapitole 6.2. O

Informace ziskané z prvni ¢asti véty 3 nelze v praxi prilis pouzit (typicky nezndme hodnotu &
a pritbéh interpolované funkce f), ale pokud dokazeme shora omezit maximum |f*1| na (a, b),

pak ziskdme horni mez velikosti chyby interpolace.

2.1.3 Konvergence

Zabyvame-li se urcovanim interpola¢nich polynomu pro funkci f na néjakém intervalu, je
dulezité polozit si otdzku, zda posloupnost interpola¢nich polynomu (p,) pro spojitou funkei f
konverguje k této funkci f s rostoucim n. Tento problém nezavisi jen na n, ale také na rozdéleni

interpolacnich uzla v intervalu.
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Necht a,b € R, f € C({(a,b)) a p, € P, je interpolacni polynom s ekvidistantnimi uzly

v, ER, x; =a+i(b—a)/n, i€ {0,...,n}. Chtéli bychom zajistit, aby p, =% f na (a,b).} Z véty
3 vime, ze

| B I Dllos
Ve e () Ipa(@) = J@) < TeE e -l

Tuto nerovnost muzeme upravit:

0 < max |pp(z) — f(x)| < M max H\a:—:cll
z€(a,b) B (n+1)! z€(a

2

7 véty o sevieni® vime, ze pokud

lim M max H|x—xz\ =0, (2.10)
n—00 (n+1)' z€{a,b)

pak

lim max |p,(z) — f(z)] =0, a tedyp, = fna (a,b).

n—0o0 g (a,b)

Bohuzel existuji funkce, pro které posloupnost

(n+1) 0 Imax - T — T
(\f oo ma, I o~

konverguje k oo s rostoucim n rychleji, nez posloupnost (1/(n -+ 1)!) konverguje k 0, takze (2.10)
nebude platit.

10° 2
» /.\'
o At
LR S 15
1007 oo g™ ® ~
1 9
[
« !
£ sl TN
5 10°7 | -~
2 | v
5 i \
K \ L
g 1 ) -
S1070) | b et
15}
= ! | )
£ | e
L e e
R | e — & —cos(pi'x) -
10715} e e e S L antn | o5f Pg
,.—C:s(x) B ! p11
X ¥
% — & ~Runge IRy -=-Pys
10" | | | . I | | | : . .
0 5 10 15 20 25 30 4 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
X
(a) (b)

Obrazek 2.3: Chyba interpolace danych funkei (a) a interpolace Rungeovy funkce (b)

'Viz definici stejnomérné konvergence A.1.2.
*Viz vétu A.2.2.
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Na obrazku 2.3a je jasné vidét, ze se chyby interpolace ,rozumnych® funkci zmensuji do né-

jakého n. Avsak napi. pro Rungeovu funkci definovanou predpisem

1

f(l') - mv TE <_171>7 (211)

mé chyba interpolace (dokonce) rostouci tendenci se zvétsujicim se n. Toto je priklad funkce,
ktera nespliiuje podminku (2.10). Lze si také vSimnout, Ze od jistého n zacinaji chyby interpolace
,rozumnych* funkei znovu rist. Toto je zptisobeno zaokrouhlovaci chybou pocitace. Na obrazku
2.3b je znazornéna Rungeova funkce a nékteré jeji interpola¢ni polynomy. Je ziejma velka chyba
interpolacnich polynomti Rungeovy funkce na okrajich intervalu pti pouziti ekvidistantnich in-
terpolac¢nich uzli. Tuto chybu je mozné zmensit pouzitim vhodnéjsiho déleni intervalu. Bude-li
cetnost interpolacnich uzlti u okraji intervalu vyssi nez v jeho zbytku a budou-li uzly vhodné
zvolend (napi. Cebysevovy uzly?), bude chyba interpola¢niho polynomu mensi (s rostoucim po-
¢tem uzll v intervalu se bude chyba zmensovat). Casto jsou ale body ziskdny jako vysledky
méteni v pravidelnych casovych intervalech, takze neni mozné zvolit optimalni déleni intervalu.
V takovém pripadé je vhodné pouzit jinou interpola¢ni metodu (napf. splajny, o kterych si po-
vime vice v kapitole 3). Zévérem lze tedy Fict, Ze obecné nelze zarucit stejnomérnou konvergenci

pn k f na (a,b) a zvySovani n muze byt dokonce kontraproduktivni.

2.1.4 Derivovani interpolantu

Méme-li dany Lagrangeuv interpola¢ni polynom p,, € P, pro funkci f (definovany v (2.3)),

pak jednoduse ziskdme polynom p/, derivovanim jednotlivych ¢lent:
n
pu(x) =D Li(2) f(2k) € Pa-1,
k=0

ktery pouzijeme k aproximaci funkce f’. Pro vypocet chyby f’ — p), zkusme vyuzit odhad (2.8)

z véty 3, ktery zderivujeme:

(n41) (¢ 1
() ) = (ﬁn Il m) .
© =0

Tuto derivaci vsak jednoduse nevypocitame, protoze obsahuje mimo jiné derivaci funkce ¢ = &(x),
kterd je zavisla na x, ale nevime jakym zpisobem. Postup, jakym vypocist chybu f' — p/,, ndm

déva nasledujici véta.

Véta 4 Necht a,b € R, f € C""((a,b)), z; € {(a,b), i € {0,...,n}, a p, je Lagrangeiv
interpolacni polynom funkce f v wuzlech ;. Pak existuji rizné body ni,...,m, € (a,b) takové,

Ze plati:
(Ve € (a,)) (B € (a,)) : f(2) — ply(a) = (z — m). (2.12)
1

FIE)

n! ;
(A

3Déleni Cebysevovymi uzly je popsano napf. v [7] v kapitole 3.2.
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Diukaz [1] Funkce f — p, ma kofeny v n + 1 bodech z;, i € {0,...,n} (dle interpola¢nich
podminek (2.1)). Funkce f/—p/, ma dle Rolleovy véty* n kofentl v intervalu (a, b), které oznacime
ni, © € {1,...,n}. Plati tedy f'(n;) — pl,(n:;) = 0. Je-li © = n;, pak jsou obé strany (2.12) rovny

0 a dand rovnost tedy plati. Je-li « # n; libovolné pevné, definujeme pomocnou funkci

w0) = 7(t) — () — LD =@ Ty
];[ (z — 772) i=1

Funkce x je nulova v bodech 7; a také v bodé z. M4 tedy n + 1 kofent v (a, b). Po opakovaném
pouziti Rolleovy véty zjistime, Ze funkce x(™ mé jeden kofen v (a,b), ktery ozna¢ime &. Plati

tedy
f'(@) = pn(2)

X(€) = FDE©) =i (©) — nl =0,
) [1(x—mn)
i=1
¢imz po preusporadani dostavame pozadovanou rovnost (2.12).
O
Diusledkem véty 4 je odhad
@) ) < Ol
[/ (2) — P ()] H\w mil-
Protoze vyraz |z — n;| muzeme shora omezit hodnotou b — a pro kazdé i € {1,...,n}, plati
/ K n
s [(0) = (@) < P b - a)”

Tzn. pro f € C*({(a,b)) plati, ze m(a);:)) |f'(x) — pl,(x)] — 0 pro n — oo, takze posloupnost
z€{a,

polynomii (p!,) konverguje stejnomérné® k f’ na intervalu (a, b).

Pi#iklad 2 [1] Necht h € R*, f € CY({(—h,h)), p1 € Py je Lagrangetv interpola¢ni polynom
funkce f v interpolac¢nich uzlech g = —h a x1 = h. Funkéni hodnoty v interpola¢nich uzlech
zndme, ale jen s chybou (data jsou zasuménd). Mame tedy hodnoty f(—h)+e_ a f(h) + ;.

Lagrangetv interpola¢ni polynom (viz obrazek 2.4) musi mit smérnici W Ma4 tedy tvar

f(h) = f(=h)

D+ 0+ (D).

pi(x) =

Derivaci Lagrangeova interpola¢niho polynomu ziskame

f(h) = f(=h)

o € Po.

pi(z) =

Viz vétu A.2.4.
5Viz definici A.1.2.

15



-h 0 h
X

Obrazek 2.4: Graf polynomu p; na intervalu (—h, h)

Touto hodnotou budeme aproximovat funkei f’ na (a,b), a tedy i v bodé 0:

i L0+ R) = FO) + F(0) (0~ B) _
h—0t 2h

1 SO -0 fO - fO-R) | _
=3 h]i)r(r)l+ n + h =f (0)
—f1(0) —f(0)

Pro vypocet limity jsme vyuzili znalost aproximace derivace pomoci dopredné a zpétné diference.
Protoze méame k dispozici jen zasSuménd data, musime pracovat s hodnotou
(f(h)+eq) = (f(=h)+e) _ f(h)—f(=h) ey —e_

2h N 2h + 2h

Z tohoto tvaru aproximace je ziejmé, Ze pro h — 07 bude W — f1(0) a F5= — o0

— —o00. Pro vyjimecny ptipad ey — e = 0

pro e, —e_ > 0. Pro ey —e_ < 0 bude platit =5~
bude nahrazeni samozfejmé bezchybné. Pro h vyrazné mensi nez |e; — e_|, bude chyba apro-
ximace velikd, a pro h vyrazné vétsi nez |ey — e_|, bude chyba ,rozumna“ Je tedy zjevné,
ze pro dosazeni co nejmensi chyby aproximace musime vhodné volit interpolacni uzly (v této

tloze krok 2h) v zavislosti na velikosti Sumu.

Pi#iklad 3 Necht h € RY, f € C3((—h, h)). Navazeme na pifklad 2 a ozna¢ime chybu aproxi-
mace funkce f’ v bodé 0:
(f(h) +et) = (f(=h)+e) f(h) = f(=h) ey —e

B(h) = - o) = TR L S ),

Pomoci Taylorova rozvoje® funkce f v bodé 0 zapiseme

F(B) = F(0) +Rf(0) + SH2F(0) + Shf"(€r), € € (0,h),

5Viz Taylorovu vétu A.2.5.
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F(=h) = F(0) = hf(0) + SH2"(0) = G (&), & € (=h,0),

Muzeme tedy psat
FB) = F(=h) = 2hF(0) + SH((60) + (@)

Protoze f" je spojitd na (—h, h), existuje £ € (—h, h) takové, zZe W = f"(£). Chybu
E(h) muzeme tedy zapsat jako

Ey —E—

B(h) = R (6 + T

Polozme nyni ¢ = max{|e |, |e_|}. Pomoci trojtihelnikové nerovnosti a definice maximové normy”
dostavame:
€
7
1

Na zavér jeSté vypolteme, ve kterém bodé nabyva funkce e(h) = ¢h?|f"||ls + £ minimum

1
E®)| < Zh21F" oo +

na R* tj. nalezneme ,,optimalni“ volbu h. Najdeme tedy stacionarni bod(y) h:

1

1 15 ~ 3e 3

"(h) = =h||f"||c — = =0 h:<) .
)= Zhl e = 5 =0 = e

Uvédomime-li si, Ze funkce e(h) je konvexni na R™, pak je bod R uréité globalnim minimem funkce
e(h) na mnoziné R*. Vypocetli jsme tedy nejlepsi volbu kroku h tak, abychom minimalizovali

chybu aproximace.

2.2 Ulohy k Lagrangeové interpolaci

V této kapitole vyfesime vybrané ulohy z kapitoly 6 v knize [1]. Nékteré tilohy jsou vhodné

upraveny nebo doplnény.

Uloha 2.1

(i) Sestrojte Lagrangeuv interpola¢ni polynom p; € P; pro spojitou funkci f definova-
nou na intervalu (—1,1) s interpola¢nimi uzly o = —1, z; = 1. (ii) Ukazte, ze je-li
f € C?((—1,1)), pak plati

Mo

7@ - m@) < S~ < 2, we{-11), (213)

=2
2
kde My = max |f”(z)|. (iii) Najdéte piiklad funkce f a bodu z, pro které nerovnosti

ze(=1515
(2.13) pfechézeji v rovnosti.

"Viz definici A.1.3.
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Reseni: (i) Sestavime kardindlni funkce dle pfedpisu (2.5) a Lagrangetiv interpola¢ni polynom

dle (2.7):

(= 2)(x — 1) ——1;1:— o) = (x — z0)(x — z2) :lx
L0($) - (l’o — 331)(330 — xg) N 2( 1)7 Ll( ) (3?1 — xg)(acl — .%'2) 2( + 1)
pi(@) = 5@~ VA1) + o+ DF) = g2 (F0) = F(-1) + 3 (F-1) + F(1)).

Spravnost vypoc¢tu muzeme oveérit také graficky (viz obrézek 2.5), obdobné jako v piikladu 2.

(ii) Druha nerovnost v (2.13) je zfejma. Z tvrzeni (2.9) ve vété 3 vime, ze v piipadé n =1
plati
My
/@)~ m(@)| < 2l + )1

Pro dokazani prvni nerovnosti tedy staci ukézat, ze (x + 1)(z — 1) = (22 — 1) < 0. Toto plati,

2 a nerovnost plati.

protoze x € (—1,1). Misto |22 — 1| tedy miZeme psit 1 — x
(iii) Pro funkci f(z) = ax+b, a,b € R, tedy linedrni funkci, plati zfejmé, 7e p; = f a My =0,
plati tedy prvni rovnost v (2.13) pro libovolnou volbu z € (—1,1).
Pro kvadratickou funkci f(z) = ax? +bx +c, a,b,c € R, a # 0, ukdzeme, Ze rovnosti v (2.13)

nastanou pouze pro x = 0:
1 1
pl(x):—iw(a—b%—c—a—b—c)%—§(a—b+c+a+b+c)::Ub+a—|—c,

() =2ax +0b, f'(x)=2a,

2 2
£(2) ~ (@) = Jas? + b o~ ba—a— o < ol (1 - 42) < 24,

lal(1 = 2%) < la|(1 - 2?) < al.

Druhé nerovnost prechazi v rovnost pravé tehdy, kdyz x = 0.

Obrazek 2.5: Graf polynomu p; na intervalu (—1,1)
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Uloha 2.2

(i) Sestrojte Lagrangetv interpolacni polynom stupné 1 pro funkci f(x) = 3 s interpo-
laénimi uzly z9p = 0, 1 = a € RT. Dokazte vétu 3 pro f piimym vypoctem. Ukazte,
Ze v tomto pripadé je £ jednoznacné pro kazdé x € (0, a). (ii) Zopakujte vypocet pro funkeci
f(x) = (22 — a)*. Ukazte, Ze v tomto piipadé pro kazdé z € (0,a) mlze & nabyvat pravé

dvou hodnot.

Reseni: (i) Lagrangetv interpolaéni polynom méa dle (2.7) tvar

r—a x—0
Pl(fﬁ)zo_a +a_0a3:a2x.

Po dosazeni do (2.8) dostavame pro kazdé = € (0, a)

1
tedy x+a=3£ aproto &= §(x +a) € (0,a).
(ii) Lagrangetv interpola¢ni polynom mé dle (2.7) tvar

T —a z—0
pi(x) = 0_aa4+a_0a4:a4.

Po dosazeni do (2.8) plati pro kazdé = € (0,a)

(192¢% — 192a¢ + 480%) 2(x - a),

N =

(2z —a)t —a' =
Po tpravach plati pro kazdé x € (0, a):

1 (x —a)? + 22
2 _ 1 (92 2 -
(26 —a) —3(230 2ax+a>, 26 —a=+ 3 ,

fzg:i: (x —a)? + 22

5 12 € (0,a).

Zkoumané £ muze tedy nabyvat pravé dvou hodnot.
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Uloha 2.3

Jsou dény razné body z;,y; € R, i € {0,...,n + 1}. Necht ¢ je Lagrangeuv interpola¢ni

polynom stupné n pro mnozinu bodu {(x;,y;) : i =0,...,n} a r je Lagrangeuv interpola¢ni
polynom stupné n pro mnozinu bodu {(x;,y;) : i =1,...,n + 1}. Definujme
p(m) _ (CC - xO)T(‘T) — (-77 - xn—i—l)Q(x) . (2'14)
In+1 — Zo

Ukazte, ze funkce p je Lagrangetv interpola¢ni polynom stupné n + 1 pro mnozinu bodu
{(zs,y:) :i=0,...,n+1}.

ReSeni: Ovéiime, ze funkce p dana (2.14) spliiuje Lagrangeovy interpolaéni podminky (2.1)
nejprve pro mnozinu bodu {(x;,y;) : ¢ = 1,...,n}. V téchto bodech plati q(z;) = v; a r(z;) = v,

a proto

p(:c,) _ (961 - on)yi - (sz - $n+1)yi - y.
Tn+1 — X0

Vidime, ze podminky (2.1) jsou splnény. Nyni ovéfime podminky proi=0ai=n+ 1.

ZTo — Xo)r(To) — (Lo — Tn+1)Y0
p(xo):( )r(zo) — ( n+1) .
Tn+1 — X0

p(Emsr) = (Tnt1 = 20)Ynt1 = (Tnt1 — Tnt1)q(Tnt1) _—
Tn+1 — X0

V obou pripadech je funkce, o které v daném bodé mnoho nevime (tedy ¢ a r), vyndsobena

nulou.
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Uloha 2.4

(i) Body z; € R jsou na intervalu (—1,1) rozlozeny ekvidistantné, presnéji

2, .
xizgz—l, i€40,...,n}.

Ukazte, ze

e 1 2n)!
H(l___%) :_i.
. n i gl
(ii) Pouzitim Stirlingova vzorce

1 —
n! =~ v2mn"T2e™™ pron — oo,

def. . S22 v
kde a, =~ b, <= lim %= = 1, ovérte, ze
n—oo bn

1
i 1 ontzem
l—-———z )| —, n— 0.
=0 n

(2

. n

Reseni: (i) Ukazujeme vlastné chovan{ [] (z —=;), kde z = 1— 2, tzn. « se nachézi ,na pravém
i=0

okraji* intervalu (—1,1). Plati:

H<1—1—xi> :]'[2"_1_%:n:+1(2n—1)(2n—3)-~3.1-(—1):

=0 n 1=0 n

1 (2n)! (2n)! B (2n)!

1 2n(2n—2)(2n—4)---4-2  prtl2np(n—1)(n—2)---2-1  prtlonp!

H( 1 .>_ (2n)!  _ V2r(2n)P e

l———z; )| =— - - =
i=0 " 120! 2npntly/2rntae—n
1 1
22n+5n2n+ e 2n+§e n
- _ . — pro n — oo.
Ny 2ty n

Poznamka k uloze 2.4:

Po upraveni si vSimneme, ze

1(-5) == ()
H l———z | = —— (- pro n — oo,
n n \e

1=0



dominantni ¢len tedy urcuje (%)n = 0,7", protoze s rostoucim n klesa rychleji, nez % Pro elimi-
naci ristu chyby interpolované funkce na okrajich intervalu (napt. Rungeovy funkce (2.11)) toto
nestaci. P¥i zkoumani CebySevovych uzlii (napi. tvrzeni 3.2 na str. 17 v [7]) zjistime, Ze domi-
nantni fad urcuje (%)n = 0,5". Pti pouziti tohoto rozlozeni uzli jiz chyba interpolace pti okrajich

intervalu konverguje k 0 s rostoucim n.

Uloha 2.5

Necht x; € (=1,1), z; = 2(i/n) — 1, i = {0,...,n}. Funkce p,, je Lagrangeuv interpolacéni
polynom funkce f(x) = cos(x) s interpola¢nimi uzly z;, i = {0,...,n}. Konverguje posloup-
nost (p,) stejnomérné k f na intervalu (—1,1)? Definice stejnomérné konvergence A.1.2 je

uvedena v priloze A.

Reseni: Ukazeme, 7e Jim zen?_al)fn |pn () — f(z)| = 0.8 Pouzijeme odhad (2.9):

£ Voo .

(n+1)! xg{?{fDH\x—xi\.

0< max |pp(x)— f(z)] <
) i=0

ze(—1,1

n
Nyni vyuzijeme odhad? Vo € (—1,1) : ] |z — 2] < 2(2)"™'n! a dostavame

=0

max |pa(x) — f(x)] < -

”f(n+1)Hoo 1 (2>n+1 '
_— nl.
ze(-1,1) (n+1)! 4

Funkce f(*1) mfize byt pro viechna n pouze 4sin nebo +cos, takze || f("+V]||o < 1. Plat{ tedy

nl 12\ 1 oy
hax Ipn(x) — f(2)| < [CESP! (n) T An+1) (n)

Zjevné m — 0pron - ocoapron > 3 plati 0 < (%)n < (%)n — 0 pro n — oco. Posloupnost

(%)nH lze zapsat jako (%) (%)n, takze nlggo (%)n—H = 0. Plati tedy, Ze
‘ 9 n+1
i ()0

Pomoci véty A.2.2 jsme ukéazali, ze r?aicn |pn(x) — f(x)] = 0 pro n — cc.
re(—1,

Viz vétu A.2.1.
Viz vétu 2.4.2 v [6].
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2.3 Hermiteova interpolace

Jednou z moznosti ipravy Lagrangeovy interpolace je rozsifeni interpolacnich podminek.
Od interpola¢niho polynomu miizeme, kromé nabyvani dané hodnoty v odpovidajicim bodé,

pozadovat také nabyvani ur¢ité hodnoty jeho prvni derivace v tomto bodé.

2.3.1 Kardinalni funkce

Méjme tedy ruzné interpolacni uzly z;, kde i € {0,...,n}, a dvé mnoziny redlnych ¢isel
{yi i =0,...,n} a{z :i=0,...,n}. Hleddme interpola¢ni polynom pa,+1 € Pan+1 spliujici

interpola¢ni podminky

pont1(zi) =yi  a phy () = 2. (2.15)

Pro konstrukei takového interpolacniho polynomu jsou potieba (na rozdil od Lagrangeovy in-
terpolace) dvé mnoziny kardinalnich funkci Hy a Ky, k € {0,...,n}.

Na obrazku 2.6 jsou znazornény kardinalni funkce Hjp a Kj pro ekvidistantni body z;,
i € {0,...,5}, na intervalu (—1,1) a na obrdzku 2.7 jsou znazornény derivace téchto funkei.

Kardinalni funkce si 1épe popiseme v nasledujici kapitole.

05¢
, 05 M \ v, A
o A Zi V
0.5 v
‘ ‘ : 05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.6 1 -1 06 02 0.2 0.6 1
(a) (b)

Obrazek 2.6: Funkce Hy (a) a K (b)

2.3.2 O existenci a jednoznacnosti Hermiteova interpolac¢niho polynomu

Véta 5 Necht x; jsou riznd redlnd cisla, kde i € {0,...,n}. Jsou-li ddiny mnoZiny redlngch cisel
Yi a zi, kde 1 € {0,...,n}, pak existuje jednoznacny polynom poni1 € Popt1 spliujici podminky
(2.15).

Dikaz [1] Nejdiive dokdzeme existenci interpolacniho polynomu jeho konstrukci. Vytvofime

polynomy Hy a Kj pro k € {0,...,n} pomoci Lagrangeovych kardinalnich funkeci (2.5):
Hy, = [Lp(2))” [1 = 2L}, (zx) (x — 21)] € Pont1, (2.16)
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(a) (b)
Obrézek 2.7: Funkce H}, (a) a K}, (b)

Ky, = [Li(@))? (z — 21) € Pani1, (2.17)

Pro i # k plati
Hy(x;)) =0, Kp(x;) =0,

Hy(w;) = 2Lk (i) L (25) [1 = 2L () (i — )] + [L(@s)]® [-2L5 (z5)] = 0,
K (i) = 2Ly (i) Ly () (i — ax) + [Li(2:)]* = 0.

Pro i = k plati
Hi(zp) =1, Kp(zr) =0, Hy(zg) =0, Kp(zg) =1

Nyni sestavime interpolac¢ni polynom

n

Poni1(x) = > [Hi(2)yr + K () 2] (2.18)
k=0

a ovéfime, Ze spliuje podminky (2.15):

n n
P (e) = D Hi(wh)yr = Yrs  Phprr(x) = Y Hp(wr)yn + Ki(2n) 2, = 25
k=0 k=0

Pro dikaz jednoznaé¢nosti interpola¢niho polynomu py, 11 predpoklddejme (pro spor), ze exis-
tuje polynom qop41 € Popy1 razny od polynomu po,y1, ktery spliiuje interpolacni podminky
(2.15). Polynom pon+1 — gan+1 mé n + 1 kofenu v uzlech z;, ¢ € {0,...,n}. Podle Rolleovy
véty!® musf platit, Ze ph, | — ¢h,41 ma n kofent lezicich mezi kazdou dvojici po sobé jdoucich
uzli z;, @ € {0,...,n}. Navic, dle interpola¢nich podminek, je polynom ph, ,; — ¢, nulovy
v bodech z;, i € {0,...,n}. Polynom ph, 1 — ¢5,1 € Pon ma tedy 2n + 1 kofent, takze musi
byt identicky nulovy. Funkce pan11 — ¢on41 musi byt tudiz konstantni. Z interpolaénich pod-

minek ale vyplyva, ze (pan+1 — gan+1)(x;) = 0 pro i € {0,...,n}. Polynom pani+1 — qant1 je

10Vig vétu A.2.4.
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tedy identicky nulovy, coz je v rozporu s predpokladem, Ze papt1 & gopy1 jsou razné polynomy.

Hermitetv interpolacni polynom po,+1 je tedy jedinecény.

Definice 3 Necht x;, i € {0,...,n}, jsou riznd redlnd cisla a y;,z; € R, i € {0,...,n}. Poly-
nom (2.18), kde Hy, a Ky, jsou definovdiny v (2.16) a (2.17), nazjvime Hermiteovym inter-

polacénim polynomem stupné 2n + 1 pro mnoZinu bodi {(x;,y;,2) :i=0,...,n}. Cisla
zi, 1 € {0,...,n}, nazgvame interpolacni uzly.
Definice 4 Necht x; jsou riznd redlnd c¢isla z intervalu {(a,b), i € {0,...,n}, a,b € R, a funkce

f € C'({a,b)). Polynom pany1 definovdn jako

n
pont1 =, [Hi(@) f (k) + Ki(2) f (x1)] (2.19)
k=0
nazyvame Hermiteovym interpolacnim polynomem stupné 2n + 1 funkce f s interpo-

laénimi uzly x;, i € {0,...,n}.

Piiklad 4 Sestrojte Hermiteuv interpolacni polynom pro funkci f(z) = e®cosh(z) se 3 interpo-
laénimi uzly zg = =2, 1 =0, 9 = 2.
Tento priklad je analogii prikladu 1 na str. 10 z kapitoly o Lagrangeové interpolaci. Hodnoty
Ly, L1 a Ly budou tedy stejné:
_3:2—23: 2 —4 z? + 2z

Lo(l‘) = 8 s L1 (m) = _ 5 L2($) = 8 .

Nyni vypocteme hodnoty Hermiteovych kardindlnich funkci Hy a Kj:

332— $2 11721'— 2 €T 1‘2:1:— 2(17
o) = B (14 S0 )| = TEEZBEEE gy - =2
LUQ— 2 €T 233— 2 T — 21: 2.’E
ey = VP ) @t
1’2 3:'2 1'2[13 2 — o 1’2$ 21'—
H2($):(Jgf)[1_;>(x_2)]: ( +21)28(8 ) e = X +2)4( 2)

a sestavime vysledny Hermitetv interpola¢ni polynom

2?(x —2)%(3z + 8)
128

22(z — 2)%(x + 2)+

ps(z) = e 2cosh(—2) + e 2 [sinh(—2) + cosh(—2)]

(x+2)%(x—-2)2 (r—-2)%(z+2)%
16 + 16 +
2?(x + 2)%(8 — 32) 22(x 4+ 2)%(x — 2)
128 64 ’

Na obrazku 2.8a je zndzornéna modre funkce f a cervené Hermitetv interpola¢ni polynom ps

+e%cosh(2) + e [sinh(2) + cosh(2)]

pro tuto funkci v interpola¢nich uzlech zy = —2, 1 = 0, 2 = 2 (zelené jsou vyznaceny hodnoty

25



funkce f v interpola¢nich uzlech). Na obréazku 2.8b je modie znézornéna derivace funkce f a
oranzové derivace interpola¢niho polynomu ps. Pro pripad se ¢tyfmi interpola¢nimi uzly jiz neu-
vidime v grafu rozdil mezi interpolacnim polynomem a interpolovanou funkci. Na obrazku 2.8c¢ je
srovnani chyby Lagrangeova a Hermiteova interpola¢niho polynomu. Vidime, Ze pro Hermiteovu
interpolaci se chyba zmensuje rychleji nez pro interpolaci Lagrangeovu. Stejné jako na obrazku

2.3a na strané 13 je rust chyby od jistého n zpusoben zaokrouhlovaci chybou pocitace.

30 60 10?
N
\.\K‘
25 50 100 A %y
e
* N .
\

20 40 L . e ‘
S \ , »
=3 N\ »

S 10 . b ¢

15 30 g \ '\ e
g A \ »

e 10 \ bl 1

10 20 g » > v
£ \ o« A

10 \ ”
5 10 . >\
. »
\ »* .
10 \ Phd
1 A v \‘ .
f——— o v -
L 0 A

Obréazek 2.8: Interpolace f(z) = e*cosh(x) (a), odpovidajici derivace (b) a srovnéni chyb (c)

2.3.3 Chyba Hermiteovy interpolace

Nyni jesté uvedeme vétu analogickou k vété 3 v kapitole o Lagrangeové interpolaci na strané

12 pro odhad velikosti chyby Hermiteovy interpolace.

Véta 6 Necht a,b € R, f € C*2((a,b)), pans1 € Pany1 je Hermiteiv interpolacni polynom
funkce f v interpolacnich uzlech x; € R, i € {0,...,n}. Pak pro kazdé x € (a,b) existuje
& =¢(x) € (a,b) takové, Ze

(2n+2) n
Jz% - 2(;5!) il;[o($ — ;)% (2.20)

f(x) = pong1(z) =

Navic pro kazdé x € (a,b) plati

1/ - 2
|f(x) = pang1(z)] < W g(m —;)°. (2.21)
Dikaz [1] Rovnost (2.20) plati pro z = z;, i € {0,...,n}, viz interpola¢ni podminky (2.15).
Dokazeme tedy, ze (2.20) plati pro = € (a,b) : = # =z;, i € {0,...,n}. Pro prehlednost ozna-
¢ime z jako t. Nejdiive sestavime Hermitelv interpola¢ni polynom po,io € Ponio v riznych

interpolacnich uzlech xy, ..., z,, x € (a,b):
n
Panya(t) = pansa (t) + X[ (6 — 20)?,
i=0
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kde A € R. Polynom pa, 12 zjevné spliuje interpola¢ni podminky pro body =z, ..., x,. Aby spl-
nioval podminky také pro z, tedy aby papt2(x) = f(z), zvolime

f(x) - p2n+1(x) .

n

[T(x — ;)2

1=0

A=

Nyni mizeme zadefinovat pomocnou funkci

() = F() — ponar (t) — L@ P2 @y 2

[T(x—a24)? i=0

i=0
kterd ma vyznam chyby aproximace funkce f v interpola¢nich uzlech x, . .., z,,z € {(a,b) pomoci
polynomu pay,+2. Funkce 1 mé tedy n+ 2 kofenti v bodech g, . . ., z,, z. Dle Rolleovy véty'! m4

funkce 1’ koreny v n + 1 bodech lezicich mezi kazdou dvojici po sobé jdoucich bodu z mnoziny

{zo,...,2Tn,z}. Funkce ¢/ ma tvar

(1) = /(1) — Py (1) — L) P201(2) [ﬁ(t - x>] .
ll;[()(a,’ — .%'Z')Q 1=0

n n

Zapiseme-li [] (t — x;)? jako (t — )2 H(t — 2;)?, pak podle pravidla pro derivovani soucinu

1=0 i=0
ik
=:a(t)
plati: ,
[H(t - :ci)2] - [(t — z)? ak(t)}/ = 2(t — zp)ag(t) + (t — zp) 2k (1)
=0

Je tedy zjevné, Ze funkce ¢’ mé kofeny v bodech zx, k € {0,...,n}. M4 tedy celkové 2n + 2

kofenu v (a,b). Nyni pouZijeme opakované Rolleovu vétu a zjistime, ze ¥(2"+2) m4 jeden kofen
n

v intervalu (a,b), ktery oznacime &. Rozmyslime-li si, ze [] (t — z;)? ma tvar t2"*2 + go,, 41 (1),

=0
kde gon+1 € Pon+1, pak vidime, ze

0 = D) = fen2 () _ pmid ) S ZPnn(@) o oy

Plati tedy, ze
(2n+2) n
f (g) (.%' _ l’i)Q.

f(@) = panta () = (2n+2)! 25

1vig vétu A.2.4.
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2.4 Ulohy k Hermiteové interpolaci

V této kapitole vyfesime vybrané ulohy z kapitoly 6 v knize [1]. Nékteré tlohy jsou vhodné

upraveny nebo doplnény.

Uloha 2.6

(i) Ukazte, Ze maximum funkce |¢| na intervalu (0, 1) lezi v bodé %, je-li

q(x) ==z <x2 — 1) <x2 — 4) (z —3).

(ii) Hodnoty funkce f(x) = sin(z) jsou dény v ekvidistantné rozdélenych uzlech
x; = ig, % € Z.Zvolime nyni z € R a uvazujme k € Z takové, ze plati zp < z < Tp11.
Funkci f interpolujeme lokalné pomoci Lagrangeova interpolantu « v interpolacnich uzlech

ZTk—92, Tk—_1,---,Tkr3. Pro libovolnou volbu z odhadnéte chybu interpolace |f — u.

Reseni: (i) Zkusime ovéfit, zda je graf funkce ¢ na intervalu (0, 1) osové soumérny podle pFimky

T = %, tj. ovéfime, zda plati ¢(z) = ¢(1 — x):

g1 —2z) =1 —z)(2? — 2z) (2% — 22 — 3)(—z — 2)
=(1—-z)z(x—2)(x+1)(x —3)(—x — 2)
=z(2? — 1) (22 - 2)(z — 3) = q(x).

Nyni jesté ovéfime, zda je funkce ¢ na intervalu (0,1) ryze konvexni (nebo ryze konkévni).!'?

Pro druhou derivaci ¢” plati
q¢"(x) = 30z* — 602 — 602° + 902 +8 >0 prox € (0,1).

Funkce ¢ je tedy na intervalu (0, 1) ryze konvexni. ProtozZe je funkce ¢ na intervalu (0, 1) nekladna,

ryze konvexni a jeji graf je osové soumérny podle piimky z = 1, m4 v bodé z = % minimum,

2
a tedy funkce |¢| ma v bodé x = 1 maximum, jehoz hodnota je

2
(1) 225
\2)|7 61"
Funkce |q| je zndzornéna na obrazku 2.9 a je zfejmé, Ze nase uvahy byly spravné.

(ii) Nejprve si uvédomime, ze x m4 tvar
T
r =)+ txg, tz € (0,1).

Zavedme transformaci

§(0) =an+tg, te(-23),

127koumén{ pribéhu funkce je popsano napf. v [8] v sekci H na strané 62.

28



ktera zobrazuje interval (—2,3) na (xp_o, Txt3). Funkci f a interpolant u muzeme tedy zapsat

jako
| u(@(t) = u (on o5 ) = a0, €)= f (o015 ) =

a u je tedy interpolantem fv uzlech —2,—1,0, 1, 2, 3. Nyni vyuzijeme odhad z véty 3 na strané 12,
a jelikoz t, € (0,1) a &(t,) = x, dostaneme

) max [FO(1)]
u(z) — f@)] = [a(ts) — Fta)] < S22 T e —il.

!
6! iy

Podle pravidla o derivaci slozené funkce uréime hodnotu derivace: f)(¢) = —sin(&(¢)) (%)6.
Zjevné tedy plati

~ 6
mae |FO(0)] < (”) .

te(—2,3 8

3
Po rozepsani [] |t —i| si vSimneme, Ze soucin m4 stejny tvar, jako funkce |q(t)| z ¢asti (i) této
i==2
tlohy. Pro ¢, € (0,1) tedy muzeme psét

ﬁ [ty —i| < 22—5.
, ~ 64
1=—2

Chybu interpolace tedy shora omezime a vSimneme si (jak 1ze ocekavat), Ze nezavisi na volbé x:

(£)°225  225q5
6! 64  1656!

u(z) = f(z)] < <18-107°.

225/64

0 12 1
X

Obrazek 2.9: Graf funkce |¢(z)]
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Uloha 2.7

(i) Interpolaéni uzly xp € R, k € {0,...,2n — 1}, jsou riuzné a pro kazdé j € {0,...,n — 1}
plati z,4; = z; + ¢, ¢ € RT. Polynom py,_1 € Pap—1 je Lagrangetv interpolaéni polynom
pro funkei f € C({wg, xon—1)) v uzlech xy, k € {0,...,2n — 1}. Ukazte, ze ¢leny polynomu
pan—1 obsahujici f(x;) a f(2,+;) mohou byt zapsany jako

2l TN ek’ B S e e
epj(z;) soj(:chre)f( e 0;(x; —5)f( i (2.22)
kde -
pj(x) = H(ﬂﬁ—x,)
=

(ii) Najdéte limitu funkce s predpisem (2.22) pro ¢ — 04 a pevné x € R.

ResSeni: (i) Lagrangetv interpola¢ni polynom po, 1 mé dle (2.7) tvar
2n—1 n—1
Pan—1( Z Li(x = > [Lj(@) f(x)) + Lot (@) f(2nij)]

§=0

Ozna¢me @;(z,e) = Lj(x)f(xj) + Lnyj(x)f(xj +¢€). Pro j € {0,...,n — 1} tedy plati

by r—az ey
Li(z) = i 7 i
J() z’l;[oxi_xl H:Bj—:mgirj—%
i#] i#]
—H T r—mi—c _ ¢(@) gz —e)(w—x;—e)
0Ti— T T —xi—€  pi(z)) —epj(z; —¢)
1#]
2n—1 T — 1 . 2n—1 T — 1
n+5(2) z’l;[o Tpij — T Harj—l—s—xz El Tj+e—x;
i#ntj i#n+j

n—1 n—1
H T — x; ]___[ T —x;—€ :goj(:x)(x—:z:j)@j(:n—s)
zite—xi spxjte—xi—e  epilzite)  pi(x))
i

=0

Plati tedy

@j($7€) _ (pj(x)@j(x _ 5) r—Zj

epj(x;) pj(z;+¢) fles+e) =
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(ii) Nyni vypocteme limitu ®;(x,¢) pro e — 04 a pevné x € R. Uvédomime si, ze pro e — 04

plati p;(z —e) = ¢;(z). Plati tedy

lim ®;(x,¢) = lim djj(e).
e—0 j(xj) =04 €

Pro € — 04 zjevné plati ¢j(e) — 0,4, takze mizeme zkusit pouzit ’Hospitalovo pravidlo:'3

2
lim ®;(x,¢) = ey @)]” lim
e—0, j(xj) e=04

¥j(e).
Podle pravidla o derivaci podilu spoc¢teme @ZJ;:

() = pj(xj +e)(w — ) f(wj + ) — Pyl +e)(@ —xy) f(zj +e)
’ [pj(z; +€)]?

@) |(@ = 25 = )@ — 2) — gj(x; — )]
[oj(z; — )]

a upravime pro € — O4:

im0 (e) = (g P @ =) l%(%)(x—l‘j) (@ —zy)e)(a)) — @j(wj)] ‘
B, e =L e T T eer o3

Nyni mizeme dopocist pozadovanou limitu

ei@) ] i@ |*[, ¢
lim ®;(z,¢) = | 25| (@ —aj) f/(x5) + | =2 1-220" 2 —2))| fz)).  (2.23)
=0y 7 l%(ﬂ«"j) P gy(a) pj(x;) ’ ’
A
Poznamka k udloze 2.7:
Rozmyslime-li si, ze Lagrangeova kardinalni funkce mé pro uzly xq,...,r,—1 pri zdpisu po-
moci ¢; tvar Lj(z) = ;07((50?), muzeme vidét shodu mezi (2.23) a tvarem Hermiteova interpo-
I\

la¢niho polynomu (2.19). Timto jsme tedy ukézali, Ze Hermiteuv interpola¢ni polynom v n in-
terpolacnich uzlech je limitnim pripadem Lagrangeova interpola¢niho polynomu v 2n specidlné

rozdélenych uzlech.

Podivejme se jesté blize na rozdéleni uzlu zy, k € {0,...,2n — 1}, které je zndzornéno
na obrazku 2.10. Mizeme si vS§imnout, ze diky podmince z,1; = z; +¢, j € {0,...,n — 1}, je
vzdalenost mezi uzly z; a x,,4; vZdy €. Distribuce uzli zo, . .., z,—1 je tedy stejna jako distribuce
uzld Ty, ..., Ton_1.

BViz vétu A.2.3.
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Obrazek 2.10: Distribuce uzlu x;

Uloha 2.8

% v interpolac¢nich

Vytvoite Hermiteuv interpolaéni polynom stupné 3 pro funkci f(z) = =
uzlech zp = 0 a 21 = a € RT. Ovéite vétu 6 ze strany 26 pifmym vypoctem a ukaZte, Ze & je

jednoznaé¢né pro kazdé x € (0, a).

ReSeni: Nejprve si viimneme, ze f(z9) = 0 a f'(z¢) = 0, takZe nemusime pocitat Hy a Kj.
Spoc¢teme tedy jen polynomy H; a K; dle (2.16) a (2.17):

Lifw) = 2= =%, Hi(x) = zj [1 - %(x - a)}  Ky(z) = ‘Zi(x _a).
Nyni uré¢ime Hermiteuv interpola¢ni polynom ps dle (2.18):
p3(x) = Hy(z) f(x1) + K1 (2) f'(21) = - - - = 323a® — 222>,
Pro chybu interpolace plati
f(z) = p3(z) = 2° — 3a%2> + 2a32°.
Ukazme nyni platnost véty 6, tj. zvolme = € (0,a) a piSme
f(z) —ps(x) = f(j'(f) (x —x0)*(x —21)* = %aﬁ(w —a)* =5¢ (334 — 202> + a2332) )

Délenim polynomi tedy vyfesime rovnici
2% — 3?23 + 2a32% = 5¢ (£U4 — 2ax> + a2zv2) .
Pro krajni piipady * = 0 a = a bychom mohli volit £ libovolné, musime tedy uvazovat z

v intervalu (0, a). Pro kazdé z € (0,a) tedy existuje pravé jedno £ = 1(x + 2a) € (0,a) takové,

ze plati rovnost (2.20) z véty 6 na strané 26.
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Kapitola 3

Polynomialni interpolace po castech

V této kapitole budeme vychdzet opét z knihy E. Siliho a D. F. Mayerse [1], z knihy
W. Shen [2] a také z knihy C. De Boora [3] a ze skript V. Vondréka a L. Pospisila [5]. V pred-
chozi kapitole jsme se zabyvali Lagrangeovou a Hermiteovou interpolaci, tedy hleddnim inter-
pola¢niho polynomu dané funkce, ktery je definovan stejnym predpisem na celém interpola¢nim
intervalu. Tyto zpusoby interpolace maji ale nékolik nedostatkti. Mohou se naptiklad vyskyt-
nout veliké chyby interpolacni funkce na okrajich intervalu (napf. v pripadé Rungeovy funkce
(2.11)), nebo muze interpolaéni polynom nabyvat velmi vysokych radu (coz muze zpusobit veliké
,rozkmitani“ polynomu mezi interpola¢nimi uzly). Jednou z vlastnosti polynomu je nekonecnd
diferencovatelnost (tedy vysoky stupen hladkosti), kterd ale ¢asto neni potieba. Pfi polynomiédlni
interpolaci po ¢astech nejprve interval rozdélime na nékolik podintervalii a interpolaci provadime
na kazdém podintervalu zvlast. Po interpolac¢ni funkci, kterou budeme nazyvat splajn, pozadu-
jeme rozumnou tridu hladkosti a presnou interpolaci v krajnich bodech podintervali. Interpo-
la¢ni uzly zna¢ime z; € R, i € {0,...,m}, a pozadujeme a = 29 < 1 < -+- < zp, = b, a,b € R.
Znédme také body y; € R, i € {0,...,m}, tedy funkéni hodnoty interpolované funkce v interpo-
la¢nich uzlech. Hleddme tedy splajn s takovy, ze s(z;) = y; pro kazdé i € {0,...,m}.

Definice 5 Funkce s se nazjvd splajn vddu n, jestlize s € C" ((a,b)), a,b € R, z;,y; € R,
ie€{0,...,m}, a

Vie{0,...,m}: s(zi)=y; a Vie{l,...,m}: s| ) € Phn. (3.1)

Ti—1,T5

3.1 Linearni splajny

Nejjednodussim pripadem interpolace po c¢astech je interpolace linearnim splajnem. Takovy
interpola¢ni splajn mizeme popsat jako spojitou, po ¢astech linearni funkci, tedy lomenou ¢aru.

Nejdiive uvedeme presnou definici linearniho splajnu.

Definice 6 Necht z; € R, i € {0,...,m}, a =29 < x1 < -+ < Ty, = b, a,b € R, m > 2,

jsou interpolacni uzly a y; € R, i € {0,...,m}, jsou hodnoty funkce f v téchto uzlech. Linedrni
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splajn s;, interpolujici funkci f v interpolacnich uzlech x; je definovdn jako

_ Yi+1 — yi(

x_xz)'i_yla x€<xia$i+l>a 26{0’)m_1}
Ti+1 — T4

sp(z)
Tento tvar linedrniho splajnu je zjevny také z obrazku 3.1.
Uvedeme také Lagrangetiv tvar linearniho splajnu, ktery odpovidé predpisu pro Lagran-
geovu interpolaci pro 2 uzly uvedeny v definici 1 v kapitole 2.1.1 na strané 10:
Tit1 — T €T — T

= j it1, 1 €40,...,m—1}. 3.2
s1(z) $¢+1—5Biy2+$i+1—l‘iyz+1 Pet " J (3.2)

Lagrangetiv tvar linedrniho splajnu s;, bude dilezity v nasledujici kapitole pro odvozeni kubic-

kého splajnu.

i+1 [

X

Obrazek 3.1: Linedrni splajn sz, na intervalu (z;, x;y1)

Véta 7 Nechta,b € R, f € C?({a,b)) a s, je linedrni splajn, kterj interpoluje funkci f v uzlech
i €R,1€{0,...,m}, a=x0 <1 < <y =b. Pak plati

1

||f - SLHOO < §h2‘|f”‘|007
kde h = max{z; —x;—1: i=1,...,m}.
Diukaz [1] Budeme uvazovat podinterval (z;_1,x;), i € {1,...,m}. Dle véty 3 uvedené v pod-

kapitole 2.1.2 na strané 12 plati Vo € (z;_1, x;):

Len
[f(@) = s1.(2)] < 51" lool® = @ialle — @il

mi%m . Maximum

Vsimneme si, ze minimum kvadratické funkce (x — x;_1)(z — z;) lezi v bodé
funkce |2 — z;_1||z — ;| na intervalu (z;_1, z;) bude tedy také v bodé Z=1F¢ a hodnota tohoto

(zi—mi—1)> (zi—zi—1)?
4 4

maxima je . Rozsifime-li interval na (a,b) muzeme hodnotu shora omezit

jako %2. Na intervalu (a,b) tedy plati

7(@) — s0(@)] < g 17"k
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3.1.1 Bazové funkce linearniho splajnu

Linearni splajn sy, interpolujici funkci f v uzlech z;, i € {0,...,m}, jsme v definici 6 urcili

predpisem na kazdém podintervalu (x;_1,2;), i € {1,...,m}. Jind moZnost popisu linedrniho

splajnu je jeho vyjadfeni vhodnou linedrni kombinaci bazovych funkei ¢;:
m
sp(z) =) fl@)pi(x).

=0

(2

Funkce ¢; jsou po ¢astech linedrni a spliuji podminky ¢;(z;) = 1, kde i € {0,..

. 7m}7

a pi(xj) = 0proi#j, kdei,je{0,...,m}. Naobrazku 3.2 je znazornéna bazova funkce ¢;,

ie{l,...,m—1}.

Obréazek 3.2: Bazova funkce ¢; linedarniho splajnu sy,

Zapiseme si nyni predpisy bazovych funkci ¢;. Oznac¢ime h; = x; — x;-1, @ € {1,...

ary = a, Ty =>b,a,beR. Proie{l,...,m— 1} bude tvar ¢; nasledujict:

0 pro a<z<xi—1 V b>z>uzi,
pi(z) = h%(ﬂf — 1) pro € (Ti-1,%;),
(x40 —x) pro € (x5, xip1).

hit1

Bazové funkce ¢ a ¢, maji tvar

po(z) = {

{hlm(a:—xm_l) pro = € (xTy,_1,b),

0 pro a <z < Xpm—_1.

|~

-(r1 —x) pro z € (a, 1),

S

pro b>x > x1,

om(z) =
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3.2 Ptirozené kubické splajny

Necht a,b € R, f € C({a,b)), z; € R, i € {0,...,m}, a =x9 < -+ < 2, = b. UvazZujme
mnozinu S obsahujici funkce s € C?({a,b)) spliujici podminky (3.1). Funkce s jsou kubické
splajny, které nejsou dany jednoznacné (jak si ukdzeme pozdéji v tloze 3.1 na strané 46).
Pro jednoznacnost nam chybi 2 podminky, které vhodné zadédme.

Jednim z nejcastéjsich kubickych splajni je prirozeny kubicky splajn s, pro ktery jako

dvé dodate¢né podminky pouzijeme

s5(a) = s5(b) = 0. (3.6)

3.2.1 Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Oznacéme
o; = sy(z;), i€{0,...,m},

ah;, =x;, —xi_1, i € {1,...,m}. Z podminek (3.6) vime, ze o9 = o, = 0. VSimnéme si, ze s}
je linedrni funkce na kazdém podintervalu (x;_1,x;) a mizeme ji vyjadrit pomoci Lagrangeova
tvaru linedrniho splajnu (3.2) na kazdém podintervalu (z;_1,z;) jako

Ty — & r — T;—1

Gy =T L P,
1 (2

Integraci s ziskdme

poy i (@i—a)? oi(@—wi)?
shla) = —Z ST 4 PRSI o (3.7)

kde a; — (; je integracni konstanta, «;, B; € R. Opétovnou integraci ziskame

o (@i oifwmwia) (24—
Py 5 +hi 5 + ai(r —xi—1) + Bi(x — ). (3.8)

so(x) =
Na podintervalu (z;_1, ;) musi platit interpola¢ni podminky so(z;) = f(z;) a se(xi—1) = f(zi—1).
Po dosazeni z; a z;—1 do (3.8) ziskdme rovnice

0i—1

6

gi
so(x) = Eh? + aihi = f(zi), sa(zi—1) = h? + Bihi = f(wi—1).

7 téchto rovnic muzeme vyjadiit «; a [5;:

~ flw)

4 flio1)  oima
o = 3

h; 6

- %hu Bi = hi, (3.9)

které dosadime zpét do predpisu (3.7) a (3.8) pro sg a sb:

g 0 oilm i)’ [f(:”) - Uihl} (z—ai_1)+ {f(””‘l) — I (i—a),

hi 6 + hi 6 hi 6 hi 6
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poy O (@i—2)?  oi(@—wi)? | fzi) — fl@ic) oi—oi1,
So(x) = » 5 + 3 5 + > 5 hi. (3.10)

=i

Od splajnu sy pozadujeme spojitost az do 2. derivace véetné na intervalu (a, b). Spojitost sj jsme
zarudili konstrukei, zapiSeme tedy podminky pro spojitost s5 na intervalu (x;_1, ;). Spojitost
zarué¢ime rovnost{ levé a pravé derivace ve vnitinich interpola¢nich uzlech, tedy sh(x; ) = sh(z;),

i€{l,...,m — 1}. Derivace zleva sh(x; ) ma tvar

— 0; 0 — 04—1

sy(x; ) = Ehi + 79— 5 hi.

Pro ziskani piedpisu pro sh(x;

T) musime nejdifve uréit tvar sj na intervalu (x;, v;41):!

o; (Tig1 — )% i1 (@ — x)?

Oit+1 — 0i
sy(x) = — h
2(7) it 2 hiv1 2

+ Yit1 — g b

Nyni mtzeme zapsat:
O Oi41 — 05
= _Ehzﬁrl + Yit1 — Thiﬂ-

Pozadujeme platnost rovnosti sh(x; ) = sh(x]), i € {1,...,m — 1}, tedy sh(x; ) — sh(z]) = 0:

0; — 0i_1 o;
————hi + Elhz‘ﬂ — Vi1 +

Tl — Tiy
6

G i+1 = 0.

0
—hi+7i—
2

Po vynasobeni obou stran ¢islem 6 a drobnych tpravach ziskdme m — 1 rovnic

hioi—1 + 2(hi + hiz1)oi + hig10ip1 = 6(Yie1 — ), i€ {l,...,m—1}. (3.11)

Tuto soustavu linedrnich rovnic mizeme zapsat také maticové:

_2(h1+h2) ho 0 0 1 -(71- I Y2 — M 1

ha 2(hg + h3) hs 0 P! Y3 — 72

0 h3 2(h3 +hy)  hyg o3| =6 m—73 |. (3.12)
L Pm—1 2(hm-1+ hm)_ | Om | |Ym — Tm—1]

Vidime, ze matice soustavy (3.12) je ¢tvercovd, tfidiagonélni, symetrickd a ryze radkové
diagonalné dominantni.? Ze symetrie matice vyplyva, Ze spektrum matice je redlné.?> Z Gersgo-
rinovy véty? plyne, Ze spektrum matice je v RT, matice je tedy pozitivné definitni, a tedy také
regularni.®
Nyni vime, Ze soustava (3.12) je jednoznac¢né fesitelna. Po vyTeseni soustavy ziskame hodnoty

oi, i € {1,...,m — 1}. Hodnoty og, o, a h;, i € {1,...,m}, zndme, mame tedy vsSe pro sesta-

Vychazime z tvaru (3.10) s posunutou indexaci.
*Viz definici A.1.4.

*Viz vétu A.2.7.

*Viz vétu A.2.9.

®Viz vétu A.2.10.
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veni prirozeného kubického splajnu s, dle (3.8). Hodnoty «; a f;, ¢
predpisi (3.9).

Priklad 5 Interpolujme funkci f(x) = cos(x) v uzlech zy = —m, 1 = —

T4 7 prirozenym kubickym splajnem ss.

€ {1,...,m}, ziskdme z

us —

§,$2 —

0, T3

s
2

Interpolaéni uzly jsou rozlozeny ekvidistantné, vSechny kroky h; budou tedy stejné a ozna-

¢ime je h = 7. Nejprve spoc¢teme hodnoty 71, . .

_ fla) — flwo) _ cos(=F) —cos(—m) _ 2 _ 2
7= = T = 2= I3
h 5 7r 7r
Nyni vytvorime soustavu dle (3.12):
2r 50 o1 0
5 2m 5| |o2| =6 —%
0 5 2| |o3 0
a vyresime ji:
Y ] 24 96 24
ol=—5, 02=—7—, 03=—5
L 2 s T 72
Protoze hledame prirozeny kubicky splajn, mame dano o9 = o4 =
koeficienty a; a f3;, i € {1,...,4}, dle (3.9):
cos(r1) o1m 2 22 2
(0% :7———:—7’ (0% :—’ (0% :——’
! T 62 7 P T T m
cos(z 2 2 22
/81 = 7(r 0) = T /82:_77 63:7’ 54:
5 T T T

Méme tedy vSe potfebné pro sestaveni kubického splajnu sy dle (3.8):

48(z+7)3 2(x+m 2 —g—a:
_451;”3) 19_2@(—7%); ) ;(ig; . .
sao(x) = 42;:2(;790)?2”3 3+ 2(7;:+ﬂ)+ Z(Efx) o
- 4227r3 + igfr:* - 77r2 + 727r pro 0
_T
Bl - ME e pro. 3

.,74 dle predpisu v; = %{(I“l) (viz (3.10)):

2 2
_7T 7T.

y V4= —

0. Ted muzeme dopocist

2
Qy = ——,
T

2
T

Tento interpolac¢ni splajn je zndzornén na obrazku 3.3 cervené spolu s interpolovanou funkei

f(z)

uzlech.

cos(z) (modfe). Zelené jsou vyznaceny hodnoty funkce f v zadanych interpolacnich

Priklad 6 Na obrazku 3.4 je zndzornéna interpolace funkce e” cosh(x) na intervalu (—2,2) v 4,

5 a 6 ekvidistantné rozloZenych interpola¢nich uzlech (interpolovand funkce modfe, interpolacni

splajn Cervené).
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Obrazek 3.3: Interpolace funkce cos(z) na intervalu (—m, )

25 25 25
20 20 20

y15 y15 y15

Obrazek 3.4: Interpolace funkce e” cosh(z) ve 4 bodech (a), 5 bodech (b) a 6 bodech (c)

Priklad 7 Na obrazku 3.5 je znazornéna interpolace Rungeovy funkce mﬁ na intervalu
(—1,1) v 5, 7 a 9 ekvidistantné rozloZenych interpola¢nich uzlech (interpolované funkce modre,
interpola¢ni splajn c¢ervené). Vidime, ze nedochdzi k velikym chybdm na okrajich intervalu,
které jsme pozorovali u polynomialni interpolace na ekvidistantni siti uzla v kapitole 2.1.3
na strané 14.

08 0.8 0.8

0.6
0.6 0.6
y y y
0.4
0.4 0.4
0.2
0.2 0.2

0 0
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
X X X
(a) (b) ()

Obrézek 3.5: Interpolace Rungeovy funkce v 5 bodech (a), 7 bodech (b) a 9 bodech (c)
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3.2.2 Hiladkost pfirozeného kubického splajnu

Véta 8 Necht a,b € R, f € C?({a,b)) a sy je prirozeny kubicky splajn interpolujici funkci f
na intervalu {(a,b) v uzlech x; € R, i € {0,...,m}, a =xo <1 < -+ < zp, = b. Pak

[ sentar < [ 1) e

a

Dikaz [1, 2] Definujme chybovou funkci

e(z) = f(z) — s2(z), = € (a,b).

Vime (z interpola¢nich podminek (3.1)), ze e(z;) =0, i € {0,...,m}, a funkci f zapiSeme jako
f(x) = so(x) + e(x). Pak
(@) = sy(x) + €' ()

[f"(@)]? = [s5(2))” + 285 ()" (x) + [¢"(x)]°.

Nyni muzeme vyjadrit integral:
b ) b ) b b )
/ [f"(z)] dx:/ [s5 ()] d:c+2/ sg(x)e"(:c)dx+/ [¢"(x)]” d.

Funkce [¢”(z)]® je nezéporna, bude tedy platit f; [¢/(z)]*dz > 0, a stad] proto ukazat,

ve [P s(x)e” (x)dz > 0. Integral vypoiteme pomoci metody per partes:©

u=sy(xz) v=¢€'(x)
w'=s)'(x) v'=e"(x)

b
= [sh(x)e'(x)]" — / S (2)e (x)dx.

a

/ab so(z)e (r)dx =

Po rozepsani [sé’(m)e’(m)]z = sh(b)e'(b) — sh(a)e'(a) = 0, protoze dodateéné podminky piiro-
zeného kubického splajnu jsou sh(a) = 0 = s4(b). Protoze také vime, Ze s2 je na intervalu

(a,b) po castech kubickd funkce, je s po ¢astech konstantni. Plati tedy Vo € (z;_1,2;) :

sy'(x) = ¢, 1€{1,...,m}, ¢; € R. Muzeme tedy psat

/: so(z)e’ (z)dx = —iz:ci/x

—/._/
=[e(x)]zi_,=0

Z ¢ (z)dz = 0.
i—1

Poznamka k vyznamu 2. derivace:

Geometricky vyznam prvni derivace funkce f v bodé xq je smérnice tecny ke grafu funkce f
v bodé (zg, f(z¢)). Druha derivace urcuje, jak se méni smérnice tecny ke grafu f, jinymi slovy
nam tika, jakou kiivost ma funkce f. Napiiklad uvazujeme-li spojitou, ryze konvexni funkci,

smérnice tecen s rostoucim z také rostou a druhd derivace funkce je kladna. Uvazujeme-li

5Viz vétu A.2.11.
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funkci ryze konkdvni, smérnice klesaji a druha derivace funkce je zaporna. Na obrazku 3.6a
je znzornéna funkce f(x) = 52? (Cervené) a teény ke grafu této funkce v bodech dotyku
{(z, f(z)) : v =-2,—-1,0,1,2}. Druh& derivace této funkce je f”(x) = 10. Na obrazku 3.6a
je znazornéna stejna funkce, jen s opa¢nym znaménkem: f(r) = —5z2. Druhd derivace této
funkce je f”(x) = —10. Na obrdzcich 3.7a a 3.7b jsou znézornény funkce ,s mensi kiivosti“
f(x) = £0,322. Druhé derivace téchto funkei jsou f”(x) = +0,6. Vidime, Ze ¢im mé funkce
,vetsi krivost®, tim rychleji se méni smérnice tecen ke grafu této funkce a druhd derivace funkce
mé vyssi (respektive nizsi) hodnoty. Smérnice funkce s mensi kivosti se méni pomalu a hodnoty
druhé derivace této funkce jsou nizsi (respektive vyssi). VSimnéme si také, ze v pripadé linearni
funkce, kterd ,nema zadnou kiivost®, je jeji druha derivace nulova.

Vratme se nyni ke splajnim. Véta 8 nam tedy v jistém smyslu fika, ze prirozeny kubicky

splajn ma na intervalu (a,b) ,mensi kiivost“ nez interpolovana funkce f.

25 10
—f(x)=0.3x°
20 —t, 5r
t T
15F 2 0
J— [3
10 'l 5
y i y —f(x)=-0.3x2
5 -10 —t,
t,
2
0 -15
J— [3
5 -20 L
‘5
10 25
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 2 4 6

Obrazek 3.7: Ryze konvexni (a) a ryze konkavni (b) funkce s te¢nami

3.2.3 Bazové funkce kubického splajnu

V této kapitole, obdobné jako v kapitole 3.1.1, kde jsme definovali linedrni splajn jako linedrni
kombinaci bazovych funkci a tyto bazové funkce jsme odvodili, ukazeme, jak definovat bazové

funkce pro kubicky splajn.
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Pro jednoduchost budeme uvazovat ekvidistantni déleni uzla, tedy xp = kh, k € {0,...,m},

h € RT. Nejdiive uvedeme potfebnou definici.

Definice 7 Pozitivni édsti funkce (x — x)" je funkce (v — )"t definovand jako

($—$k)+ =
0 pro z < xy.

Funkce (z—x)"} je zjevné po ¢astech mnohoclen. V bodé x, jsou vSechny jeji derivace az do fadu
n — 1 véetné rovny nule, a proto jsou v tomto bodé spojité. V bodé x; vsak n-ta derivace funkce

(x — x)"t neni spojitd (protoze derivace zleva je rovna nule, ale derivace zprava je n!).

2

Obrazek 3.8: Pogzitivni ¢asti funkci z, z° a =

Véta 9 Bud P € P,,. Pak pro kazdé r € {1,...,n} je funkce

Q) = 3 (-1) (};)Pw— kh) (3.13)

k=0

polynomem stupné n —r a Q1) =0 na R.

Diukaz [1] Nejdiive si zopakujeme definici kombina¢niho ¢isla:

n n!
vk N >k =
e = (k:) R(n — k)

v jinych pfipadech neni kombinacni ¢islo definované. Pfipomeneme si také nékteré vlastnosti

kombinacnich ¢isel:”

1:<8>:<Z>Z<Z>’ (Z)*(kﬁJ:(nZl) pron >k > 1, (3.14)
(Z)ZZ@:D pron =2k 2 1. (3.15)

"Kombinaéni &isla jsou blize popsana napt. v [9].
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Dukaz provedeme indukci. Pro r = 1 plati

Quy(a) = (g)m - (1)% —h) = P(z) - P(a - h).

Q1) je tedy polynom stupné n — 1. Pfedpoklddejme nyni, Ze pro néjaké r € N je Q(,;) polynom
stupné n — r. Pak Q. (x) — Q(y(z — h) je polynom stupné o 1 nizsi, tedy n — (r + 1).* Cilem
je ukézat, ze Q11 je polynom stupné n — (r + 1). RozepiSeme dle (3.13)

Qo) — Qo — 1) = 3 (-1) @P(x ~ kh) - i(—l)k@mx ~ (k+ 1)

k=0 k=0

7 prvni sumy oddélime ¢len pro k£ = 0 a upravime indexy druhé sumy:

r r r+1 r
Q) = Quy (2 = h) = Plx) + (- 1)* <k>P<x — kh) = 37 (-1 (k " 1>P<:c ~ kh) =
k=1 k=1

= P(x) + (=1)" " P(z — (r + 1)h) + er(—n’f <;> P(x — kh) + ZT:(—N( " )P(a: — kh) =

k=1 k=1

= P(a) + (-1 P — (D) + Y (<) Pl — ) ( i 1) _
k=1

r+1 r
— Z(_l)k< Z 1) P(z — kh) = Q41)(z),
k=0

tj. Qr41) € Pn—(r4+1)- Pomoci matematické indukce jsme tedy ukézali, Ze Q)(,) je polynom stupné
n—rpror € {1,...,n}. Polynom Q) je tedy stupné 0.
Vime, ze plati

VreR: Q(r-i—l) (.f(}) = Q(r) (.%‘) — Q(,,)(ac — h)

Polozime-li r = n, plati

VreR: Q(n+1) (1‘) = Q(n) (.’L‘) — Q(n) (.Z' — h) =0,

jelikoZ Q(y,) je konstantni funkce.

O
Véta 10 Pro kazdé n € N je funkce
n+1
n+1 n
Stmy() =Y _(-1) ( P )(f — kh)% (3.16)
k=0

po castech mnohoclenem stupné n. Mnohoclen se meéni v ekvidistanine rozloZenych uzlech kh,

ke {0,...,n+1}. Ddle Sp,) € C"=1 g je identicky nulovd mimo interval (0, (n + 1)h).

8P¥i odedten{ polynomt se Eleny s nejvyssi mocninou odeétou a vysledkem je polynom stupné o 1 nizsi.
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Diikaz [1] Funkce S(,) je linedrni kombinaci po ¢dstech mnohoclenti (které jsou znazornény

na obrazku 3.9), je tedy také po ¢astech mnohoclenem.

I
0 h 2h nh (n+1)h
X

Obréazek 3.9: Ilustrace po ¢dstech mnohocleni tvoricich funkci S,

Kazd4 pozitivni ¢ast v (3.16) je tifdy C~1)| tj. vysledna funkce S(ny musi byt také tifdy
cn=1),

Pro kazdé x < 0 je (v — kh)} = 0, funkce S, je identicky nulovd na intervalu (—oo,0).
Pro x > (n+ 1)h je (x — kh)t = (x — kh)", tedy

n+1
Sy(@) = 3 (=1)" (”Z 1) (x — kh)".
k=0

Protoze (x — kh)" je polynom stupné n, je S(,)(x) = Q41)(7) = 0 pro kazdé z > (n + 1)h
dle véty 9. O

Nyni mame vse potiebné k sestaveni bazovych funkci linearniho i kubického splajnu. Dle pred-
pisu (3.16) ziskdme
Say(@) = (@)+ —2(x — h)4 + (z — 2h) .

X

Obrazek 3.10: Funkce S(l)

Podivame-li se na obrazek 3.10, vidime, ze pro ziskdni bazové funkce linearniho splajnu ¢y,

ke {1,...,m—1}, popsané v kapitole 3.1.1 na strané 35, musime bod z = 0 pfesunout do bodu
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x = x_1 a funkci normalizovat (maximalni hodnota funkce musi byt 1 v bodé = = xy):

1
ve(@) = 7S (@ —ap-1), ke{l,...,m—1}.

Nyni jesté doplnime predpis pro g a ¢m,. Po kratkém rozmysleni miizeme definovat

1
=Sy (x+h) prox € (0,21),
po(r) = {h W

0 jinak,
om(z) = {

Dosazenim odpovidajicich hodnot snadno ovéfime, ze opravdu plati p(xg) = 1 a vySe uvedené

Sy — (m —1)h) prox € (Tm-1,Tm),

S =

jinak.

predpisy se shoduji s predpisy (3.3) - (3.5) na strané 35.
Nyni se pokusime ziskat predpis pro bazové funkce kubického splajnu. V predpise (3.16)

polozime n = 3:

S(g)(z) = (2)% —4(x — h)% +6(x — 2h)3 — 4(z — 3h)3 + (z — 4h)3.

andr 1

1/4

Obrazek 3.11: Funkce S(3) (a) a bazovd funkce v kubického splajnu (b)

Obdobné jako u bazovych funkci linedrniho splajnu musime funkci normalizovat a presunout
bod x = 0 do bodu x = wg_». Z obrazku 3.11a vidime, Ze graf funkce S(3) je osové soumérny
podle ptimky z = 2h. Déle z véty 10 vime, zZe S(3) € C? a S3) = 0 na R\ (0,4h). Mtazeme
si také rozmyslet, ze funkce S(3) je rostouci na intervalu (0,2h). Maximum funkce S(3) tedy
musi byt v bodé 2k a hodnota maxima je S(3)(2h) = 4h3. Po normalizaci tedy ziskame pedpis

pro bazové funkce kubického splajnu

1
¢k($) = Th?’S(g) (x — iL'k,Q).
pro k € {2,...,m — 2}. Tato funkce je zndzornéna na obrazku 3.11b. Funkce v je nulova

mimo interval (zy_q9,Zg12), coz plyne z véty 10. Funkce vy je také nezdporna na celém R a jeji
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graf je osové soumérny podle primky x = x;. Toto rozebereme také v poslednich dvou tlohach
nésledujici kapitoly.
,Okrajové“ bazové funkce 19, Y1, ¥m—1 a ¥y, bychom definovali obdobné jako u bazovych

funkei linearniho splajnu.

3.3 Ulohy ke splajniim

V této kapitole vyfesime vybrané tlohy z kapitoly 11 v knize [1]. Nékteré ulohy jsou vhodné

upraveny nebo doplnény.

Uloha 3.1

Interpolac¢ni splajn stupné n musi mit spojité derivace az do stupné n — 1 vcéetné v interpo-
lac¢nich uzlech. Kolik podminek bychom museli dodat k tloze interpolace splajnem stupné

n, aby byl interpolacni splajn dan jednoznacné?

Reseni: Splajn mé na kazdém podintervalu (z;_1,z;), i € {1,...,m}, tvar polynomu stupné n:
s(x) = abx™ +al,_x" 4 4 ab.

Ma tedy n + 1 nezndmych koeficienti® na kazdém podintervalu. Celkové musime tedy urcit
m(n + 1) koeficientti. Z podminek interpolace s(z;) = y; dostdvame pro kazdy podinterval
2 podminky, celkové tedy 2m podminek. Déale vime, ze splajn mé v uzlech z1,...,z,_1 spo-
jité vsechny derivace az do tadu n — 1 véetné. V kazdém uzlu tedy ziskdme n — 1 podminek
pro spojitost derivaci. Mame tedy dalsich (m — 1)(n — 1) podminek.

Celkové méame 2m + (n — 1)(m — 1) podminek a m(n + 1) nezndmych koeficientu. Chybi
nam tedy n — 1 podminek pro jednoznacné urceni splajnu. Toto odpovidé definici ptirozeného
kubického splajnu (viz kapitola 3.2 na strané 36), kde jsme pro jednoznacénost doplnili 2 pod-
minky (3.6).
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Uloha 3.2

(i) Necht f € Py a sy, je linedrni splajn interpolujici funkci f v uzlech z;, i € {0,...,m}.
Ukazte, ze plati s, = f. (ii) Necht f € P35 a sy je Hermiteuv kubicky splajn interpolujici
funkci f v uzlech z;, i € {0,...,m}. Ukazte, ze plati sy = f. Hermitetiv kubicky splajn
je definovan podobné, jako prirozeny kubicky splajn. Presnou definici mizeme najit naprt.
v knize [1] v kapitole 11.5 na strandch 300 - 302. (iii) Necht f € Ps. Ukazte, Ze pro pfirozeny

kubicky splajn sy interpolujici funkci f v uzlech x;, i € {0,...,m}, obecné neplati sy = f.

Reseni: (i) Protoze je sy, linearni splajn, plyne odpovéd pifmo z odhadu 2.8 ve vété 3 na strané 12.

Na podintervalech (x;_1,x;) tedy existuje £ € (x;—1,x;) takové, ze

Vo € (zi—1,x;) : f(z) —sp(x) = %f”({)(:c —zi—1)(z—x), 1€{l,...,m}.

Funkce f je linearni, jeji druhd derivace je tedy nulova a plati sy, = f.
(ii) Obdobné jako v predchozim bodé plati pro kazdy podinterval odhad chyby Hermiteovy
interpolace (2.20) z véty 6 na strané 26:

FO()
24

(x —2i 1) (x —2;)%, i€{l,...,m}.

f(x) = su(x) =

Protoze je funkce f polynom stupné 3 je jeji ¢tvrta derivace nulova a plati sy = f.

(iii) Dle definice pfirozeného kubického splajnu plati dodatecné podminky (3.6):
s5(x0) = s5(xm) =0,

které obecné nemusi platit pro polynomy 3. stupné, napiiklad pro funkeci f(z) = 23 plati

f"(x) = 6z, coz se nemuze rovnat nule pro dvé ruzna &isla xg a x,,, a tedy so Z f.
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Uloha 3.3

Necht sy je kubicky splajn interpolujici funkci f(z) = 23 na intervalu (0,1) v ekvidistantné
rozlozenych uzlech x; = ih,i € {0,...,m}, h = 1/m. (i) Ukazte, Ze jsou-li splnény doplnujici
podminky

o0 =3550)=0 a o,=s5(1)=0,

pak plati so #Z f na intervalu (0, 1). (ii) Ukazte, Ze jsou-li splnény dopliujici podminky
g0 =53(0) = f"(0) =0 a on=s5(1)=f"(1) =6,

pak plati so = f na intervalu (0, 1).

Reseni: (i) Vypoéteme f”(x) = 6z. V bodé = = 1 tedy plati f”(1) = 6 # s4(1) = 0. Nemiize
tedy platit so = f na intervalu (0, 1).
(ii) Nejdrive ukazeme, ze o; = f”(x;), i € {1,...,m—1}, je FeSenim soustavy (3.11). Protoze

jsou uzly rozlozeny ekvidistantné, polozime h = h;, i € {1,...,m}. Soustava ma tedy tvar

f@iv1) = fl@)  f(@i) — f(@iz1)
h h ’

ho;—1 + 4ho; + hoj1 =6 iE{l,...,m—l}.
Vime, Ze z; = ih, f(z;) = 2} = ih® a 0; = 62; = 6ih, a i-t4 rovnice soustavy tedy vypadd

nasledovné:
(i + 1)3h3 — i3h3 B ish3 — (1 — 1)3h3
h h ’
=6ih2

6(i — 1)h? + 24ih* +6(i + 1)h> =6

=36ih2

tj. 0; = f"(x;) Tesi soustavu (3.11). Proi € {0,...,m} tedy plati s§(x;) = f”(x;). Nyni ukdZeme,
ze jsou funkce f a s opravdu identické. Na podintervalu (z;_1,z;), i € {1,...,m}, m4 splajn s
tvar

so(x) = a;x® + bix? + ez + d;,

a proto
so(x) = 6a;x + 2b;.
Protoze musi na kazdém podintervalu (z;_1,z;) platit s§(xz;) = f"(x;) = 6x; a také
sh(zi—1) = f"(xi—1) = 6x;_1, dostdvame dvé rovnice o dvou nezndmych a; a b;:

6a;r; + 2b; = 6x;, 6a;x;_1 + 2b; = 6x;_1.

7 téchto rovnic dopoc¢teme hodnoty a; = 1 a b; = 0. Nyni vime, zZe splajn s ma na podintervalu
(xi—1,x;) tvar
so(x) = 2% + iz + d;.
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V interpola¢nich uzlech x; musi byt splnény interpolaéni podminky, tedy ss(z;) = f(z;) = o3
a sa(zi—1) = f(wi—1) = 23, na podintervalu (x;_1,z;). Znovu tedy dostévame dvé rovnice
o dvou neznadmych ¢; a d;:

l‘? +cr;+d; = 1:?, ﬂz?_l +cirio1+di = 55?—1'

7 téchto rovnic dopocteme hodnoty ¢; = d; = 0. Splajn so ma na vsech podintervalech, tedy

i na celém intervalu (0, 1), tvar so(z) = x3. Plati tedy s = f na (0, 1).

Uloha 3.4

(i) Po c¢astech linedrni funkce s je na intervalu (0, 1) vyjddfena pomoci bazovych funkei ¢y,

linearniho splajnu jako

s(z) =Y orpr(). (3.17)
k=0

Misto pozadavku interpolovat funkei f v interpolacnich uzlech (jako linearni splajn), funkce
s minimalizuje hodnotu fol (f(x) — s(z))? dz. Ukazte, ze vektor koeficientl ay, je FeSenim

soustavy linedrnich rovnic Ao = b, kde

1 1
Ay = [ pi@eade a b= [ @@

(ii) Necht jsou interpolacéni uzly rozloZeny ekvidistantné, tj. zx = kh, k € {0,...,m},
kde h = 1/m. Ukazte, Ze matice A je t¥idiagonalni, a urcete vSechny nenulové prvky této
matice.

Reseni: (i) Oznacme F(ag,...,qn) = 01 (f(x) — s(z))* dz. Nejprve si rozepiSeme:

1 m 2
F(ao, ..., o) :/0 [f(fU) - Zak@k(x)] dr =
k=0

2

= [ @) 263 awpto) + .
0 k=0

f: k()
k=0

S vyuzitim linearity urcitého integralu muizeme psat:

2

1 1 m 1
F(ao,...,am):/o f2(:z)dx—2/0 f(x)lg)akgpk(x)dx—k/o dz.  (3.18)

Z apr ()
k=0

=w(Qo,...,Qm,T)
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Hleddme koeficienty «;, i € {0,...,m}, minimalizujici funkci F'. Z nutné podminky existence
extrému se musi parcidlni derivace funkce F' podle o, i € {0,...,m}, v bodé a rovnat 0, jelikoZ je
funkce F' diferencovatelna. Pro urceni této parcialni derivace nejdiive spocteme parcialni derivaci

¢lenu fol v(g, ..., Gy, x)dz. Plati

(g, .y Qupy ) = i [i [ajgoj(m)akapk(m)]]
j=0 Lk=0

a s vyuzitim linearity urcitého integralu muzeme psét:

/01 v(ag, ..., am, z)dr = i li [ajak /01 (pj(a:)wk(;c)dx” —

=0 Lk=0
= ag é Qg /01 cpo(x)gok(az)dx} + 4 amé {ak /01 Om(x)pr(z)dz| .

Derivace bude mit tedy tvar:

9 [l 1 1
5 / v(ag, ..., Qp,x)de = ao/ vo(x)pi(z)dr + -+ 4+ a;—1 / vi—1(x)pi(z)dx+
@i Jo 0 0

+ kf:o |:Oék /01 SOk(x)SDi(x)dx] + 205 /01 wi(x)?dz + iy /01 Qir1(x)pi(z)dz + - -+

ki
1
+am/0 Om(x)pi(z)d.
Po kratkém rozmysleni zjevné plati:
o ! m 1
5 / v(ag, ..., Qp,x)de =2 Z [ak/ gok(ﬂs)cpi(a:)dx} . (3.19)
a; Jo P 0

Nyni muzeme spocist derivaci funkce F' podle «; (viz (3.18) a (3.19)):

9 Fag, ...y ) = —282% ,i) {@k /01 f(x)gok(x)dx} + o /01 f(z)pi(x)dx| +

ki

too [ o)z =2 [ f@)pi(e)de + 22 o [ ert)gatzra] =0

Vidime, zZe posledni rovnost presné odpovida maticovému zapisu Aa = b ze zadani tlohy.
(ii) Prvky matice A jsou A;; = fol @j(x)pi(x)dz. Dle definic bazovych funkei (3.3) - (3.5)
budou prvky A;; nulové, pokud |i — j| > 1 (dle obort, ve kterych jsou bazové funkce nenu-

lové). Matice A je tedy tiidiagonélni. Dle definice prvki A; ; je matice A také symetrickd. Nyni
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spoc¢teme diagonalni prvky A;;, i € {1,...,m}:

1
A= /0 @2 (x)dz.
Protoze je funkce ¢? nenulové pouze v intervalu (z;_1,x;11) miizeme A;; zapsat jako

T _ . 2 Ti41 . _ 2
Au:/ @=zic)® [T @i =)

' i—1 h2 X4 h2
I O N ) ol A W NP ) Lh_2y
 h? 3 o, P2 3 .33 37

Pfi vypoctu jsme vyuzili informaci o ekvidistantnim rozlozeni uzlu (vzdélenost mezi sousednimi

uzly je vzdy h). Nyni spocteme prvek A o:

1 1 _ 2 1 _ 3771 1
A070:/0 go%(a:)d:n:/o de:_ l(xlx)] -}

2 2
h h 3 0 3
a prvek Ay, m:
1 Tm (2 — Tpq)? 1 [(@—zm)3]™ 1
Amm:/ 2 (z)d :/ T = | = —h.
; 0 P (x)da _— h2 x 12 3 o 3

Zbyva spocist nenulové prvky na vedlejsich diagonaldch. Vime, Ze je matice symetrickd, staci

tedy urcit prvky A;;41, 1 € {0,...,m —1}:

Aijit1 = /01 vi(z)pit1(z)dr = /:Hl (Tit1 — ) (x — xi)dx _ /:H'l _ [z — (z; + h)](z — xi)dx _

i h h . h?2
/xiﬂ (x_xi)2+h(xi_x)d L [(@—w)®  h—=z)*|™" 1,
= — T = —— — = —h.
@ h? h? 3 2 N 6
Matice A tedy vypadd nasledovné:
(A R 7 - -
hohg 210 0
h 2h h
s 35 % O 1 41 0
h 2h h
Ao 0 5 % & _h|0 14
6 L
h 2n h
6 3 6 L4
h h
i 0 & % i 0 1 3

Poznamka k tloze 3.4:

Pro feseni soustav linearnich rovnic s matici A (napf. soustavy v nasledujici tloze) je mozné

pouzit Thomasiv algoritmus popsany v priloze B. Matice A je ¢tvercova a tridiagonalni. Navic
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je symetricka, mé tedy realné spektrum,? a je ryze fadkové diagonalné dominantni'® - spektrum
matice je tedy v RT. Matice je proto pozitivné definitni, a tedy také reguldrni.'’ Podminky

pro pouziti tohoto algoritmu jsou splnény.

Uloha 3.5

(i) V navaznosti na predchozi tlohu polozme f(z) = z. Ovéite, Ze o; = ih je FeSenim
soustavy Aa = b. Ukaite, ze s = f v intervalu (0, 1). (ii) Obdobné polozme f(z) = .
Ovéite, ze a; = (ih)? 4+ Ch?, kde C € R je konstanta, je feSenim soustavy Aa = b a urcete
hodnotu C. Ukazte, ze s(z;) = f(z;) + Ch? proi € {0,...,m}.

Reseni: (i) Soustava Ao = b (z pfedchozi tilohy) mé tvar

non g 17071 [ Jiovola)ds |
§F 6 Jo wr(2)da
: : = : . (3.20)
% % % 1-h fol TPm—1(x)dz
_ 0§ 3L 1 ] [Jfrem@)de ]
Nejprve musime urcit prvky vektoru b. Pro i € {1,...,m — 1} pouzijeme predpis pro bazovou

funkci (3.3). Plati tedy

T x—l"fl Tit+1 €T 1 —x
b; :/ 7Z:cdx—l-/ Sl da
Ti_1 h T; h

Pomoci substituéni metody snadno dopocteme

h h
b; = 7 {/0 u[u + (i — 1)h|du +/O ul—u+ (i + 1)h]du} =

h
1
= = h%i.
0

Obdobné dopocteme by a by, (pouzijeme predpisy pro bazové funkce (3.4) a (3.5)):

hh—2 1 |22 B0 R
"0—/0 h xdx_hlzh_3]0_6’

h

+
0

ud u?

E‘F?h(l—l)

u3 2

u
T N
3+2h(z+)

YViz vétu A.2.7.
10Viz definici A.1.4.
1vig vétu A.2.10.

92



L e 1 [h 1w w2 h h K2
b= [ ETEm e — l-hydu=- |y Cq-p| =22
J e = g ]t 1= h[3+2( =275

Nyni ovéfime, ze «o; = ih je opravdu feSenim soustavy (3.20) tak, Zze vyndsobime matici A

s vektorem «. Na prvni pohled vidime, Ze pro ,,nultou”“ rovnici soustavy plati

Pro ,i-tou” rovnici, kde ¢ € {1,...,m — 1}, plati

6+3+6

(i—l 2i i+1)h2:z‘h2:bi.

Konecné pro ,,m-tou“ rovnici plati

= bm.-

h h h h2
i h r_ L
6( )+3 2 6

Ukéazali jsme tedy, ze a; = ih je opravdu Fesenim soustavy (3.20).

Vime, Ze po ¢astech linedrni funkce s ma dle (3.17) tvar

s(x) =Y aipi(x) = ihp(x).
i=0 i=0

Pro x = x; plati

s(x;) = Z arpr(z;) = a; = th = z; = f(z;).
k=0

Protoze je s po Castech linearni funkce, pro ¢ € {0,...,m} plati s(x;) = f(x;) a f je linedrni

funkce, musi platit s = f na intervalu (0, 1).

(ii) Stejné jako v predchozi ¢asti tlohy si pripomeneme soustavu Aa = b:

5 &0 1T e ] [ Jo2?el@)de |

§ 5 % (1+c)h? Jo #*e1(x)dz

. : _ : , (3.21)
©F b |a-n2ren|  |fy2tonoi(z)da

i 0 b i 1ten? || [ aPem(@)de |

Nejprve spocteme prvky vektoru b. Pro i € {1,...,m — 1} plati

s x_xA_l Ti41 €T 1 —
b; :/ 7Zx2dx+/ Sl 2dg
Ti—1 h T; h

Pomoci substituéni metody dostavame

b=+ {/Oh ulu+ (i — 1)h]*du + /Ohu[—u+ (i + 1)h]2du} =
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h

+
0

1 i 42 1 i 42 1
I B v 3( - - v :3 - -2
=h (12 3+2>+h (12+3+2> h<6+’>'

Obdobné dopocteme by a by,:

hh—x 1|23 I4h h3
bo = e =—|=h—-—| ==
’ /o ot hl3 410 12’

h T—Tm—1 9 1 h ) hS h2 b
bm_/l—th dx—g/o u(ut+1—h)du= 75 — o+ 5.

ut 203 u?
— — —h(i+ 1)+ =h2(2+2i+1
1 3h(z+)+2h(z+z+)

ut 2u? u?
. - y 1 . 2 '2 _ 2' 1
1 + 3 h(i —1) + 5 h=(i i+1)

1
h

Ovétime, 7e a; = (ih)? 4+ Ch? je opravdu feSenim soustavy (3.21). Pro ,nultou” rovnici plati

h3 h3 C 1\ 4
—_— 71 = _— — = .
3C+6(+C’) <2+6)h bo

Odtud C' = —%. Pro ,i-tou” rovnici plati

W 2 21’ W 2 32 1
E{(z—l) +C}+T(z +C)+€[(H—1) +C|=h (z +3+C>_bi.

Rovnost zjevné plati pro volbu C = —%. Pro posledni ,,m-tou* rovnici plati
h3 h3 m> m 1 C
—|(m =12 +C|+(Mm*+C)=h*| — =+ -+ = | =bm.
& |(m =1’ 0]+ 5 (m*+C) 5Tty =bm
Rovnost opét plati pro C' = —%. Ukézali jsme, ze o; = (ih)? — %ﬁ je TeSenim soustavy (3.21).

Pro x = x; plati

m 2 2
) = 3 onepu(e) = 00 = (i) — & = flag)
k=0

Poznamka k uloze 3.5:
Pro vyfeseni soustav (3.20) a (3.21) lze efektivné pouzit Thomastv algoritmus popsany
v priloze B. Matice A je tridiagonalni a regularni, splnuje tedy vsechny podminky pro pouziti

tohoto algoritmu.
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Uloha 3.6

(i) Ukazte, ze plati
(neN)(Vz €R): (z—a)(z —a)} = (z —a)Tt?, (3.22)
kde a € R. (ii) Ukaste také, 7e plati
(Vn € N) (Vz € R) : 254, (x) + [(n + 2)h — 2] Sny(z — h) = S(ny1)(2), (3.23)

kde S(,) je definovano ve vété 10 na strané 43. (iii) Dale ukazte, ze S,y > 0 na R.

ResSeni: (i) Dle definice pozitivni ¢asti funkce 7 na strané 42 rozdélime feSeni na dvé Casti.
Pro z < a plati

(:15—(1)(36—@)1:():(ac—a)iJrl
=0

a pro x > a plati

)n+1 — ( a)nJrl.

T—ajy

(x—a)(zr—a)i =(x—a)(r—a)"=(z—-a

Tvrzeni (3.22) tedy plati pro vsechna n € N a pro vSechna = € R.
(ii) Dle predpisu (3.16) na strané 43 pro S(,) rozepiSeme

TSy (x) + [(n + 2)h — 2] Sy (x — h) =

n+1 n n+1 n
:Z(_uk( ']:1> x — kh)" Z ’f( “)[(n+2)h—x](x—(k+1)h)i.

k=0
Po upraveni indexii druhé sumy tak, abychom sc¢itali od k =1 do kK = n + 2, a po ,sjednoceni

sum“ dostavame

Sy (@) + [(n +2)h — 2] Sy (x — ) =

=x(x)} + (=)™ [(n+2)h — 2] (x — (n + 2)h)" +

n+1 n+1 n
( ! )a:— (k—l) [(n+2)h—x]] (x —kh).

S vyuzitim tvrzeni (3.22) z ¢asti (i) tlohy muzeme vyraz upravit:

28y (@) + [(n + 2)h — 2] Sy (z = h) = (@)1 + (=1)" (2 — (n+ 2)h)} '+

n+1 n+1 n
( . )x— (kz—l) [(n+2)h—x]1 (x —kh)T.
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Zbyva upravit sumu tak, aby méla pozadovany tvar

n+1
> (1) (”;2) (x = k)L,
k=1

S vyuzitim vlastnosti kombina¢nich ¢isel (3.14) muzeme psat

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

( K )x(k_l>[(n+2)hx]:< i >x+<k_1>x<k_1>(n+2)h:
n+ 2 n+1\n-+2 n 4+ 2 n -+ 2 n -+ 2

(e () e (e (e (e

Ukéazali jsme tedy, ze Vn € N a Vo € R plati

2S(m (@) + [(n+2)h — 2] Sy (x — h) = ()1 + (=1)" P (z — (n+ 2)h) T+

n+1 n n+2 n
+Z<—1>k< ;2><x—kh>iﬂzz<—1>k( ;2><x—kh>1“=smﬂ><x>.

k=1 k=0

(iii) Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei. Nejprve ukazeme, Ze tvrzeni plati pro n = 1.

Dle predpisu (3.16) rozepiseme

2
Sy () = S (-1)* (2) (2 — kh)y = (2)4 — 2(a — h)s + (2 — 2h);.

Dukaz rozdélime na 4 ¢asti:

prox <0: Sy(r) =0,

pro0 <z <h: Sy(z)=2>0,

proh <z <2h: Sy(z)=z-2(r—h)=—-2+2h>0,
prox >2h: Syy(zr) =2 —2(z —h)+ (x — 2h) = 0.

Nyni predpokladejme, Ze pro n¢jaké r € N plati S,y > 0 na R, a dokazme, Ze plati S(,41) > 0
na R. Dle (3.16) rozepiseme

r+1
Sy (@) = 32 (-1) ( . 1) (o — kh)S.

k=0

Vsimnéme si, ze dle véty 10 na strané 43 je funkce S(,) nulovd mimo interval (0, (r + 1)h).

Vyuzijeme tvrzeni (3.23) z predchozi ¢asti tlohy, tedy ze
Vo € R: Sppny (@) =250y () + [(r + 2)h — 2] Sy ( — h).
Ukazeme-li, Ze oba cleny tohoto souctu jsou nezdporné, bude i jejich soucet, tedy S, 1), neza-
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porny. Pro z < 0 je (dle véty 10) S, (z) = 0, tedy i 5(,)(z) = 0. Pro # > 0 je (dle indukéniho
piedpokladu) S (z) > 0, a tedy také xS, (z) > 0. Obdobné pro x > (r + 2)h je (dle véty 10)
Siy(x —h) =0, tedy i [(r+2)h — 2] S(y(x — h) = 0. Pro z < (r + 2)h je [(r +2)h —x] > 0
a (dle indukéniho predpokladu) plati S,y (x — h) > 0, tedy [(r + 2)h — ] S,y (z — h) > 0. Plati
tedy

Ve € R: Si,qp(x) > 0.

Tj. pro kazdé n € N je S(,) nezdporna funkce.

Uloha 3.7

Dokazte, ze kazdé funkce S(,) je symetrickd, tj. plati
1 1
Ve € R: Sy §(n—|—1)h+:c = Sn) §(n—|—1)h—x . (3.24)
Vyrok (3.24) ndm vlastné ikd, ze graf funkce S(,) je osové soumérny podle pifmky

z = 3(n+1)h

Reseni: Provedeme ditkaz matematickou indukei. Nejdifve si rozmyslime, #e rovnost (3.24) plati
pro n = 1. Podivame-li se na obrazek 3.10 na strané¢ 44, vidime, Ze graf funkce S(;) je osové
soumérny podle pfimky x = h.

Nyni predpokladejme, ze pro néjaké r € N plati
1 1
Ve € R: S <2(r +1)h+ :c> = St (2(7’ +1)h — :Jc> , (3.25)
a ukazeme, ze plati také
1 1
Ve €R: Sy (2(7“ + )k + a:) = S (2(7" + )k — x) | (3.26)
Vyuzijme tvrzeni (3.23) z predchozi tlohy a rozepisme

1
S(r+1) <2(7" +2)h+ 95) =

= (;(T—G—Q)h—{—x) Sy <;(r—|—2)h—|—x) + [(7‘+2)h— ;(r+2)h—x} S (;rh—!—x) =

1 1 1 1 1
(r +2)h +x> St (20“ + DRtz 2h> + (2(7“ L)k — :c) Sen (2(7« Dt 2h) |

I
S
N =

(3.25) 1 1 (3.25) 1 1
=S4y (3 (r+1)h—2—1h) =780y (3 (r+1)h—a+1h)
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Nyni obdobné pomoci (3.23) zapiSeme
1
Seay (Gr+2)h—z) =

_ <;(r + k- x) S0 (;(r+ Dh— o+ ;h> 4 (;(w 2)h + x) St (;(r +1)h - - ;h> :

Vidime, ze rovnost (3.26) plati, ¢imz jsme ukazali platnost (3.24).
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Kapitola 4

Zaveér

Ve 2. kapitole jsme se sezndmili s teorii ohledné Lagrangeovy interpolace. Dozvédéli jsme
se, ze Lagrangeova interpolace je pomérné jednoduchym a efektivnim zptsobem interpolace
funkce, m4 ale své nedostatky — nemusi nutné platit, ze s rostoucim stupném interpola¢niho
polynomu se zmensuje chyba interpolace. Ukéazali jsme pripad interpolace Rungeovy funkce,
pro kterou chyba interpola¢niho polynomu vyrazné roste v pripadé ekvidistantné zvolenych
uzld na okrajich intervalu interpolace. Zminili jsme také vétu, diky které dokdzeme odhadnout
maximum chyby derivaci interpolované funkce a interpola¢niho polynomu a ukazali jsme, ze pro
nekonecné diferencovatelnou funkci konverguje posloupnost derivaci interpola¢niho polynomu
k derivaci funkce s rostoucim stupném polynomu. Spocetli jsme také nékolik zajimavych uloh,
ve kterych jsme blize prozkoumali nékteré vlastnosti Lagrangeovy interpolace.

Seznamili jsme se také s Hermiteovou interpolaci, ktera je upravou Lagrangeovy interpolace
s rozsitenymi interpola¢nimi podminkami. Zjistili jsme, ze Hermitetv interpolac¢ni polynom mé
(pro stejny pocet interpolacnich uzlu) vyssi fad nez Lagrangeuv interpolacni polynom a jeho
vétu o odhadu chyby Hermiteovy interpolace a tuto vétu jsme dokazali. Vypocetli jsme také
nékolik dloh ukazujicich souvislost mezi Lagrangeovou a Hermiteovou interpolaci.

V kapitole 3 jsme uvedli teorii k linedrnim a prirozenym kubickym splajnim a uvedli jsme
zpusob konstrukce prislusnych bazovych funkei i samotnych splajni, pii kterém jsme si museli
zopakovat nékterd tvrzeni z linearni algebry. Zjistili jsme, zZe v pripadech, kdy neni mozné zvolit
vyhodnéjsi (napt. Cebysevovo) rozloZeni interpolac¢nich uzli (typicky méame-li data ziskand mé-
fenim v danych casovych intervalech), jsou splajny dobrou modifikaci polynomidlni interpolace.
Pripomnéli jsme si také geometricky vyznam 2. derivace, diky ¢emuz jsme zjistili, Ze prirozeny
kubicky splajn méa ,mensi krivost“ nez interpolovand funkce. Nakonec jsme vypocetli nékolik
tloh, ve kterych jsme se seznamili s dalsimi vlastnostmi splajnii a jejich konstrukce. Narazili

jsme také na Thomasuv algoritmus, ktery je popsan v priloze B.
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Priloha A

Pojmy a tvrzeni z matematické analyzy

a linearni algebry

Definice a tvrzeni v této pfiloze jsou ¢erpany primdrné ze skript J. Bouchaly [10] a skript
Z. Dostala a V. Vondréka [11].

A.1 Neékteré potrebné definice

Definice A.1.1 Necht (f,) je posloupnost funkci, kde f, : R — R. Ddle necht f : R - R
a ) # M C R. Rekneme, Ze posloupnost (f,) konverguje bodové k f na mnoZiné M, pokud

(Ve e RY)(Vz € M)(3np e N)(Vn € N, n > ng) : |fu(z) — f(2)| <.

Znacime f, — f na M.

Definice A.1.2 Necht (f,) je posloupnost funkci, kde f, : R — R. Ddle necht f : R — R
a® #M C R. Rekneme, Ze posloupnost (f,) konverguje stejnomérné k f na mnoziné M,

pokud
(Ve e RT)(3ng e N)(Vn €N, n > ng)(Ve € M) : |fu(z) — f(z)] <e.

Znacime fp, = f na M.

Definice A.1.3 Mazximovou normu funkce f na intervalu {(a,b) znacime ||f||~ a definujeme

pomoct

£l = mase |(@)]

Definice A.1.4 Matice A = {a;;}};—; € R™™ se nazjvd ryze rddkové diagondiné domi-

nantni, jestlize plati

n
Z la; j| < laii|, prokazdé ie{l,...,n}.
i=1
JFi
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Definice A.1.5 Necht A € R™"™. Jestlize existuje matice B € R™" takovd, ze AB = BA =1,
kde I je jednotkovd matice, pak B nazyvdme inverzni matici k matici A. Pokud k matici A
existuje inverzni matice, nazyvd se A reguldrni matici, jinak ji nazjvdme singuldrni matici.

Inverzni matici k A znacime A™L.

Definice A.1.6 Matice A € R™" je pozitivné definitni, jestlize
(Ve € R", z #0) : 2T Az >0,

kde o je nulovy vektor v R™.

Definice A.1.7 Necht A € R™", Jestlize existuje nenulovy vektor e € R™ a cislo X € R takové,
ze Ae = Xe, pak se A nazjvd vlastni ¢islo matice A a e se nazyvd vlastni vektor matice A.

Mnozina vsech vlastnich c¢isel matice A se nazyvd spektrum matice A a znaci se o(A).

A.2 Neéktera potiebna tvrzeni

Véta A.2.1 Posloupnost funkci (fy,) konverguje na intervalu (a,b) stejnomérné k funkci f prdavé
tehdy, kdyz
lim max> |fr(z) — f(2)] =0

n—o0 e {a,b

Véta A.2.2 (o sevreni) Uvazujme funkce f,g,h : R — R a body ¢ € R, a € R*. Necht

(3P(x0))(Vx € P(x0)) : f(z) < h(x) < g(x) a lim f(z)= lim g(x) = a.

T—T0 T—T0

Pak lim h(z) = a.

T—T0

Véta A.2.3 (I’Hospitalovo pravidlo) Nechl zp,a € R* a necht bud 1Lm lg(z)] = oo nebo
T—xTo
f'(=x)

wlggo f(z) = 361520 g(x) = 0. Potom existuje i :clggo 7(z) @ Plati
/
lim f(z) =
z=zo g (x)

Véta A.2.4 (Rolleova) Necht f € C'((a,b)) a f(a) = f(b) = 0. Pak 3¢ € (a,b) : f'(£) = 0.

Véta A.2.5 (Taylorova) Necht f : R — R je (n+1)-krdt diferencovatelnd funkce v bodé a € R.
Pak pro kazdé x € P(a,d) plati:

f™(a)

n!

f"(a)
2!

f) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z—a)*+-+ (& = a)" + hps1(2)(z — a)"
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kde

_fE
hny1(z) = m
pro néjaké & leZici mezi body x a a. Polynom
" (n)
L) = f(@) + F@)a—a) + 7@ ap o T D gy

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f n-tého stupné v bodé a.

Véta A.2.6 Nechtb € R™ a matice A € R™" je requldrni. Pak soustava Ax = b md pravé jedno

reseni x = A 1b.
Véta A.2.7 Necht A € R™" je symetrickd matice. Pak o(A) C R.

Véta A.2.8 Je-li matice A € R™™ pozitivné definitni a symetrickd, pak md véechna vlastni ¢isla
kladnd.

Véta A.2.9 (Gersgorinova pro redlné symetrické matice) Necht A = {a;;}';—; € R™"

je symetrickd matice a necht

i = laga| + laig| + -+ lagi-1| +laiiea| + -+ lainl, i€ {1,...,n},

Si={zxeR: |z —a;| <r}, 1€{l,...,n}.

Pak
O‘(A)CSlLJSQU'--USn.

Véta A.2.10 Je-li matice A € R™" symetrickd a pozitivné definitni, pak je také requldrni.

Véta A.2.11 (metoda per partes pro urcity integrdl) Necht funkce f,g € C*({(a,b)). Pak

[ 1@ @z = @) - [ gtaa
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Priloha B

Thomasiv algoritmus

Algoritmus vysvétleny v této piiloze je popsdn napf. v knize E. Siiliho a D. F. Mayerse [1]
v kapitole 3.3. Pro prehlednost nebudeme v nasledujicim textu uvadét nulové prvky v maticich.
Thomastv algoritmus je metoda pro vypocet soustavy linearnich rovnic Tx = r, kde T' € R™"
je tiidiagonalni regularni' matice a r € R™. Prvni krok algoritmu spo¢ivé v zapsani matice T
jako T'= LU, kde L € R™" je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle a U € R™"

je horni trojihelnikovd matice. Matice T" méa tvar

by ¢
az by ca
az bz c3

an-1 bp—1 cp1

- an bn -
Matice L a U jsou pasové a maji tvar
[ 1 | _ul V1 1
62 1 Uz V2
L = 63 1 s U =
Up—-1 Un—1
i b 1] i Up, |

Pro urceni prvkia matic L a U tyto matice nejdiive vynasobime a sou¢in polozime roven T

(1 U1 by
louy  lav1 + uz v az by co
LU = f3u9 l3v9 + us V3 = ag by c3
L enun—l gnvn—l + un_ L Qnp, bn_

Wiz definici A.1.5.
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Vidime, ze plati
Vj = Cj, je{l,...,n—l}.
Nésledné musi platit a; = £ju;_1, tedy
a;

L = , JE€42,...,n}.
J w1 jed }

Plati také b; = £;v; 1 + uj, tedy
’U,j:bj—ﬁjvjfl, jG{Q,...,n},

a navic u; = b;. Jednoduse tedy ziskdme vSechny prvky matic L a U v n iteracich.
Dalsim krokem Thomasova algoritmu je samotné feseni soustavy T'x = r. Soustavu zapiseme

s vyuzitim asociativity ndsobeni matic jako

a vyresime nejdrive soustavu Ly = r pomoci dopfedné substituce a poté soustavu Uz = y

pomoci zpétné substituce. Soustava Ly = r vypada nésledovné:

1 1 [v1] [y ]

lr 1 Y2 9
l3 1 ys| = |73

L en 1_ LYn | [T |

Je zjevné, ze y; = r1. Po kratkém rozmysleni si vSimneme, Ze

yj =r; —4yj—1,  jE{2,...,n}.

Nyni mtzeme vytesit soustavu Uz = y:

uy v €1 U1
Uz V2 €2 Y2
Up—1 Un-—1 Tn—1 Yn—1
L U”VL i L xn i L yTL h

Nejdifve urc¢ime hodnotu x,, kterd je zjevné x,, = 2. Ddle plati
n

Yj — UjTj+1

€r, =
J
U

, je{n—-1,... 1}

Bézny LU rozklad plné matice mé slozitost fadové %n?’ FLOPS (bez reseni soustavy ). Rozklad
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pomoci Thomasova algoritmu ma slozitost fadové pouze 3n FLOPS. Celkové mé tedy feseni
soustavy T'x = r pomoci Thomasova algoritmu slozitost fadové pouze 8n FLOPS.
B.0.1 Thomasiiv algoritmus v Matlabu

V této priloze je uvedena implementace feseni soustavy Tz = r pomoci Thomasova algoritmu

v MATLABu. Vstupni parametry funkce jsou t¥idiagondlni matice T a vektor 7.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

function x = ThomasuvAlgoritmus(T, r)

sn je dimenze Ctvercové matice T

n = size(T, 1);

Adinicializace vektori

1 = zeros(n, 1);

u = zeros(n, 1);

zeros(n-1, 1);

A%

Jziskani vektord a, b, ¢ z matice T
a = diag(T, -1);

b = diag(T);

c diag(T, 1);

Avgpocet prvkid 1, u, v

vV = C;
u(l) = b(1);
for j =2 :n
1(j) = a(j-1) / u(j-1);
u(j) = b)) - L(G)*v(j-1);
end

sTesent soustavy Ly=r
y = zeros(n, 1);
y(1) = r(1);
for j =2 :n
y(3) = (3 - 1(*y(G-1);

end

Aredent soustavy Uz=y
x = zeros(n, 1);

x(n) = y@@ / uln);
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35

36

37

38

39

40

41

42

43

for j =n-1 :-1: 1
x(3) = (y(G) - v(P*x(G+1)) / u(j);

end

Zkontrola Tedeni x
norm_solution = norm(T\r - x);
if norm_solution < 1le-13
disp('x ¥e8i soustavu Tx = r')

end
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