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Abstrakt

Pro nalezeni piibliznych hodnot funkce na daném intervalu se v numerice po-
uziva metoda s ndzvem polynomialni interpolace. Jeden ze znamych zpusobi jeji
realizace je Lagrangeova interpolace. Cilem této prace je sezndmeni se
s barycentrickou variantou Lagrangeovy interpolace, kterd nam poskytuje lepsi
vypocetni vlastnosti, jako je stabilita, flexibilita a mensi ¢asova naroc¢nost. Tato
varianta se pak da ddle roz§itit pomoci barycentrické raciondlni interpolace,
jejiz interpolant ma tvar zlomku s polynomem v Citateli i jmenovateli.

Klicova slova

Polynomialni interpolace, Lagrangeova interpolace, Newtonova interpolace, ba-
rycentrickd Lagrangeova interpolace, raciondlni interpolace, barycentricka ra-
cionalni interpolace

Abstract

In numerical mathematics, the method used for approximating function values
on a given interval is called polynomial interpolation. One of its implemen-
tations is known as Lagrange interpolation. The goal of this thesis is to learn
about the barycentric form of Lagrange interpolation, which provides better
computational properties such as stability, flexibility and lesser complexity. This
variant can be expanded further with the use of barycentric rational interpo-
lation, which interpolant takes form of a fraction with a polynomial in numerator
and denominator.

Keywords
Polynomial interpolation, Lagrange interpolation, Newton interpolation, bary-

centric Lagrange interpolation, rational interpolation, barycentric rational in-
terpolation



Seznam znaceni

P, prostor vSech realnych polynomu stupné nejvyse n

JIR, prostor vSech raciondlnich funkei P/Q, kde P € P,,,, Q € P,
C™({a,b)) prostor vsech n-krét spojité derivovatelnych funkei na (a,b)
O(f(n))  asymptotickd slozitost v zdvislosti na n

[1f]loo maxee (q,py | f(£)], maximovd norma
sgn funkce signum, znaménkova funkce
0 nulovy sloupcovy vektor

\ mnozinovy rozdil

A konec ptikladu

O konec dikazu

Seznam zkratek

FLOP operace v plovouci fddové ¢drce (FLoating-point OPeration)
SLR systém linearnich rovnic
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Kapitola 1
Uvod

Existuje fada metod k nalezeni feSeni ulohy interpolace, tj. k nalezeni funkce,
jejiz graf prochazi zadanou mnozinou bodu. Kazda z nich disponuje svymi vy-
hodami i nevyhodami, mohou se li§it zejména vypocetni naroc¢nosti, stabilitou
¢i flexibilitou. Zakladn{ metody interpolace (napf. Lagrangeova interpolace nebo
Newtonova interpolace) ndm poskytuji kvality, se kterymi se ob¢as nemusime
spokojit. V této praci si ukazeme metody a formy interpolace, které tyto vlast-
nosti postupné vylepsuji.

Barycentrickd Lagrangeova interpolace je flexibiln{ a stabiln{ [3]. Nezédvislost
barycentrickych vah na slozce y ndm umoznuje jejich znovupouziti pro nékolik
souboru dat s totoznym rozdélenim uzli na vodorovné ose. U polynomialni
interpolace hraje rozlozeni uzlu velkou roli na velikosti maximalni chyby inter-
polace, piicemz Cebysevovo rozdéleni ndm poskytuje nejlepsi vysledky. Bary-
centrickd racionélni interpolace obecné nepotiebuje specidlni rozlozeni uzla pro
dobré vysledky. Spravnou volbou barycetrickych vah pak muzeme zabranit exis-
tenci bodu nespojitosti [6] a tyto vdhy lze déle volit tak, abychom interpolant
vuci interpolované funkci vice zpiesnili [7].

V kapitole 2 si definujeme pojem polynomidlni interpolace a budeme se
zabyvat dvémi jejimi metodami, a to Lagrangeovou interpolaci a Newtono-
vou interpolaci. Ukazeme si, ze kazdé tloze nalezeni polynomidlni interpolace
nélezi pravé jedno feseni. Vysvétlime si, jak odhadnout maximalni chybu in-
terpolace a jak ji lze pomoci vybranych rozlozeni uzlu ovlivnit. Kapitola 3
bude vénovana vylepSeni Lagrangeovy interpolace do barycentrického tvaru,
ktery nam poskytne fadu vyhod oproti metodam z kapitoly 2. Definujeme si tzv.
barycentrické vahy a ukézeme, jak vypadaji pro konkrétni rozlozeni uzli.. Ctvrté
kapitola objasni tlohu raciondlni interpolace. Predvedeme si, ze pokud FeSeni
této tlohy existuje, tak neni v jistém smyslu jednozna¢né. Odvodime si také
zpusob nalezeni feSeni pomoci metody inverznich diferenci. V posledni kapitole
definujeme pojem barycentrické racionalni interpolace a ukazeme si, ze vhodnou
volbou barycentrickych vah se zbavime nechténych bodl nespojitosti v feseni.
Konec kazdé kapitoly obsahuje numerické pokusy daného zpusobu interpolace.
V piiloze A jsou zminéné metody interpolace implementovany v MATLABu.



Kapitola 2

Polynomialni interpolace

V této kapitole si ukdzeme zdklady polynomidlni interpolace, které muzeme
nalézt v knihdch W. Shen [1], J. Stoera a R. Bulirsche [4].

Mgjme jako vstupni data ddno n + 1 bodu (z;,y;), kde vSechna z; jsou
navzajem ruznd (n € N, ¢ € {0,1,...,n}). Cilem interpolace je nalézt vhod-
nou funkci f, kterd témito body prochazi, tedy pro kazdé x; a y; plati tzv.
interpolacni podminky

f(xi):yi, ’L'Zo,l,...,n. (2.1)

V metodach interpolace, kterymi se budeme v této kapitole zabyvat, je hledand
funkce ve tvaru redlného polynomu, jehoz stupen je nejvyse n:

f(x) = apz™ +ap_ 12" 4+ + a1z +ag €P,.

2.1 Lagrangeova interpolace

Definujme pro kazdé ¢ € {0,1,...,n} Lagrangeovy bdzové funkce L; nésledovné:
. r — Tk
L; = . .
@ =] 22
k=0
ki

Tyto funkce disponuji dulezitou vlastnosti. Lze vidét, ze dosazenim z; za =
ziskame po vykraceni zlomku hodnotu 1. Dosazenim jiné hodnoty ze vstupnich
dat ndm vSak vyjde 0 z duvodu nulovosti jednoho ¢lenu v Citateli, tj.

1, j=4, . .
LL(JZJ):{ 07 ‘3#27 ’L,jE{O,l,...,’I’L}.

Tato kvalita ndm umozni sestavit Lagrangeuv interpola¢ni polynom ve tvaru

L(z) = Z Li(z)y;. (2.3)
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Funkénif hodnota L(x;) v jednom ze zadanych bodu pak bude obsahovat jenom
Jj-ty ¢len sumy, ostatni ¢leny budou nulové. JelikoZ je navic tento clen roven y;,
interpola¢ni polynom spliiuje podminky (2.1).

Tato metoda méa nevyhodu v tom, ze pokud bychom ziskali pfidavné vstupni

vvvvv

béazové funkce vypocitat znovu, tj. metoda neni flexibilni. Pokazdé tedy musime
poéitat s naroénost{ na vypocet v fadu O(n?) FLOP. Néasledujicf metoda tento
problém mit vSak nebude.

2.2 Newtonova forma interpolace

Za¢néme od piikladu s jednim vzorkem dat (z, yo). Interpolaéni polynom volime
jako konstantni funkci s hodnotou yjp:

No(z) = yo.

Pro nésledujici vzorek (x1,y;) pfiddme novy ¢len polynomu tak, aby v bodé xg
byla zachovéna puvodni hodnota yo:

Ni(z) = No(z) + a1 (z — x9).

Ze ¢lenu (x — xp) je zachovani hodnoty v xg zfejmé. Nyni potfebujeme zvolit
¢islo a; tak, aby byla splnéna interpolaéni podminka Ny (z1) = y, ¢ili dosadime
x1 a dostaneme

Ni(x1) = No(21) + a1(z1 — z0),
Ni(z1) — No(21)

a; =
Tr1 — XTo
_ % =Y
T — o

Obdobnym postupem pokrac¢ujeme déle. Pro novy vzorek (z2,y2) opatiime po-
lynom élenem, ktery nezmeéni hodnoty v zédném predchozim x;, i € {0, 1}, tedy

Ny(z) = Ni(z) + az(z — x0)(x — 21).
Z interpola¢ni podminky Na(x2) = y2 vypocteme as:

Na(x2) = Ny(22) + ag(x2 — xo) (22 — 1),
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a proto

No(x2) — Ni(x2)

(z2 — 20)(T2 — 71)

Y2~ Y% — ﬁ(ﬂcz—xo)

(z2 — 20)(z2 — 71)

_ _ Yi1—%Yo _ _
Y2 II_IO(@ T 41 — 20)

(z2 — 20)(T2 — 71)

Y2~ Yo — ﬁ(iﬂz — 1) — ﬁ(% — )

(SUQ - xo)(zz - $1)
_ V2% - B (22 —21) — 41 + Yo
(z2 — @0) (72 — 21)
I S e CPR Y
($2 - l”o)(l‘z - 171)

Y2—Y1 _ Yi—Yo
T2—T1 T1—To

To — X9

ag =

Stejné bychom postupovali pii pfidavani dalsich dat. Obecné muzeme zapsat
rekurentni vztah pro Newtonuv interpola¢ni polynom s k 4+ 1 vzorky:
No(z) =

ao = Yo, (2 4)
Ni(z) = Np—1(x) + ag(z — zo) (x — 1) - - (¢ — 2p—1), '
kde koeficient aj je roven

Yk — Nip—1(xp)
(p — z0) (T — 1) - (T — »’U/c—l)7

ap = keN.

Sepsanim vztahu (2.4) do jednoho vzorce ziskdme predpis
Ni(z) =ao+ar(x —xo) + - +ar(x —xo)(x — 1) -+ (& — xp—1),  (2.5)

jehoz vyéisleni m4 slozitost O(k?) FLOP. Postupnym vytykanim élenti (z — ;)
dostaneme tzv. vnofeny tvar polynomu

Ni(z) = ao + (z — mo)(a1 + (z — @1)(az + - + (x — xp—1)(ar))),  (2:6)

ktery se pouziva pii vypoctech, jelikoz jeho vyéisleni stoji oproti (2.5) jen O(k)
FLOP.

Piedvedme si nyni algoritmus, kterym se daji vypocist koeficienty a;, i €
{0,1,...,k}. Pro tento ucel si definujme specidlni funkci f, tzv. podilovou dife-
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renci:
flzol = yo,
flo,an] = Ll = Flwl.
1 — X
flxo, 1, x2) = fler, xo] — f[3307$1]’
T2 — X0
flzo, 21, 22, 3] = flz1, 2, x3] — f[fo,xl,xQ]’
r3 — Xo
flzr, xoy .oy xk] — flxo, 21, oy Tr—1]

f[l‘o,ﬂ?l,...,xk]: .
T — X9

Vytvofime trojuhelnikovou tabulku (k + 1) x (k 4+ 1) (viz tabulku 2.1),
ve které budeme zleva po sloupcich vyéislovat hodnoty podilovych diferenci.
Hodnoty na diagonéle pak budou odpovidat koeficientum a;, 7 € {0,1,...,k}.

zo | flzo]

r1 f[xﬂ f[xmxl]

T2 f[ﬂfz} f[3?17 xz] f[3307 1, 172]

i | flew] | flew—1, 2k | flor—2, C;Cszh xr) | .o | fleo, @, ..o 2]

Tabulka 2.1: Tabulka podilovych diferenci

Sestaveni kompletn{ tabulky vyzaduje O(k?) FLOP.

Zminme jesté detaily o flexibilité. Pfi prfiddvani nového vzorku (211, Yr+1)
k souboru jiz zpracovanych bodu zvysime rozmér tabulky o 1. Novy fadek na-
plnime hodnotami podilovych differenci, na vzniklém diagondlnim prvku pak
ziskdme koeficient ay41. K puvodnimu interpola¢nimu polynomu pak jen pii-
¢teme ¢len agy1(z—x0)(z—21) - - - (x—xg). Slozitost sestaveni nového polynomu
pouzitim vnofeného tvaru (2.6) pak ¢ini O(k) FLOP.

2.3 Existence a jednoznacnost interpolacniho po-
lynomu

Ukazme nyni, ze polynomidlni interpolant na zvoleném souboru dat vzdy exis-
tuje a je unikatni.

Existence interpolantu plyne z platnosti vztahu (2.1) jak u Lagrangeovy
metody, tak u Newtonovy metody. Umime pomoci nich sestrojit polynom vy-
hovujici interpolaénim podminkdm (2.1), proto musi existovat.

Nyni predpoklddejme, ze existuji dva ruzné interpolacni polynomy p, ¢ € P,
pro stejnd vstupni data. Jelikoz prokliaddme n + 1 bodu, tak funkce

r(z) = p(e) — q(x)
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musi mit alesponl n + 1 kofent, a to v bodech z;, protoze plati:
p(xi) = q(z:), i€{0,1,...,n}.

Funkce r jisté nalezi do P,,. Podle zakladni véty algebry ovSem identicky ne-
nulové funkce z P, ma pravé n kofenu (véetné ndsobnosti). Proto r musi byt
identicky nulova, tj. pro vSechna x € R plati:

0= p(x) — q(x),
p(x) = q(z).

Polynomy p a g tedy nemohou byt ruzné. Ukézali jsme si tedy, Ze interpolaéni
polynom existuje jednoznac¢né.

2.4 Odhad chyby interpolace

Nésledujici véta nam popise chovani chyby, které se dopoustime pfi interpo-
lovani funkce polynomem.

Véta 2.4.1. Méjme funkci f € C"F1({a,b)). Méjme polynom p € P, interpo-
lugéct f v bodech (z4,y:), © € {0,1,...,n}, kde vsechna x; € {(a,b) jsou navzdjem
riuznd. Definujme chybovou funkci e = f —p. Pak pro vsechna x € {(a,b) existuje
éislo € € {(a,b) takové, Ze

(nt1)(¢) 7
mn(aj—xl) (2.7)

=0

e(r) =

Diikaz. Pro x = x; je tvrzeni trividlni, jelikoz e(z;) = 0. Zaméime se tedy
na piipad, kdy x # x;. Oznacme
n

w(t) = H(t — ;) € Py,

kde x € (a, b) je libovolné fixni &islo.

Ziejmé, ¢ € C"T1((a,b)). Viimnéme si, Ze dohromady n + 2 kofent funkce
¢ jsou v bodech xzg,x1,...,2, a také v z. Derivaci ¢ snizime pocet kofenu
o jeden, coz zjistime, kdyz na kazdé dva sousedni kofeny aplikujeme Rolleovu
vétu. (n + 1)-nf derivaci ¢ vznikne funkce ¢(*1) s jednim kofenem v (a,b).
Tento kofen nyni oznac¢me symbolem &. Plati

g

x) — plx (n+1)
(CELOWY

w(z)

S () = (f(t) () -

= i) = e r) - LR oy
— f(n+1)(t) —0— f(x) — p(l’)

(@) (n+ 1)
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Dosadime &: f) @
x) —p(z

0= f(n+1) (5) - ’LU(Q?)

(n+ 1)L
Osamostatnénim f(x) — p(z) dostaneme

A3
f(z) —p(z) = mw(x)

_ @ _
" n+1) Z_Zo(xﬂ“)'

O

Vztah (2.7) ndm pomuze pfi minimalizaci odchylky interpolantu od sku-
tecnych hodnot funkce f, jelikoz nam #ikd, na ¢em tato chyba zavisi. V dalsi
Casti se budeme vénovat jednomu z téchto faktoru, a to konkrétné optimédlnimu
rozlozeni uzlu x;, které ovliviiuje hodnotu sou¢inu

n

H(:,E —x;). (2.8)

=0

2.4.1 Ekvidistantni uzly

Uzly s ekvidistantnim rozlozenim na intervalu (a,b) rozumime hodnoty z;,
jejichz vzdalenosti mezi kazdymi dvéma sousedy jsou stejné:

b_
wi=a+ih, h=-—2  ie{0,1,...,n}.
n

a b
|
X

Il | 1
T T T
Xo X, X, Xi2 Xn1

n

Obrézek 2.4.1: Ekvidistantni uzly

Ukazme si nyni, jak toto rozlozeni ovlivituje hodnotu soué¢inu (2.8).

Véta 2.4.2. Méjme na intervalu {(a,b) zaddno n + 1 ekvidistantnich uzli x;
s krokem h = b*T“. Pak pro x € {a,b) plati:

n 1
H|x — x| < Zh"“n!. (2.9)
=0

Dikaz. Omezme se na vybér bodu z z krajniho intervalu (xg, 1), jelikoz neni
tezké si rozmyslet, ze v ném je soudin (2.8) maximalni. Muzeme pak omezit
hodnoty ¢initelua:

|x — xo| < 2h, |z —x3] < 3h, .y e = 2] < nh.
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Pro zg a x1 se muzeme shora omezit na h, existuje vsak lepsi odhad. Analyzou
funkce

(& — @) (2 — 21

e . . . ., . —x0)2 2
Ize lehce zjistit, Ze na intervalu (zo,z1) nabyvd maxima w = - Proto

2
(@ = zo)(z — @)l < 7
Muzeme tedy psat
H|£E’ - le < —-2h-3h----- nh < hn-i—ln'
i=0

O

Dle (2.9) a (2.7) tedy muzeme v piipadé pouziti ekvidistantnich uzli shora
omezit chybu na

hn+1

@l < m

(n+1) . 2.1
n+1)||f lloos T € (a,b) (2.10)

Jednou z nevyhod volby téchto uzlu je, Zze na krajich intervalu (a,b) muzeme
pozorovat velka vychyleni interpolantu od redlnych hodnot funkce f, jak jiz
bylo naznaceno v dikazu. Abychom se vyhnuli tomuto jevu, muzeme pouzit
nasledujici rozlozeni uzla, které chybu rovnomeérné rozprostie.

2.4.2 Cebysevovy uzly
Pro zacétek se omezme na interval (—1,1). Cebysevovy uzly 1. druhu maji tvar

(2i+ 1)m

m, i€{0,1,...,n}. (2.11)

T; = Cos

Transformaci uzlu do (a, b) ziskdme

- _a+b a—bcos(2i+1)7r
2 2 2(n+1)’

i€{0,1,...,n}.

Na obrazku 2.4.2 muzeme pozorovat shlukovani uzlu u krajnich bodu inter-
valu (a,b). Tato vlastnost pomdhd fesit problém ekvidistantnich uzlu - velké
hodnoty chyby na krajich jsou kompenzovany ¢astéjsim vzorkovanim.

Cebysevovy uzly 2. druhu se lisf jen v distribuci argumentu kosinu na inter-
valu (0, 7), obsahuje i jeho koncové body narozdil od (2.11):

a+b+afb T
cos —
2 2 n’

i€{0,1,...,n}.

T; =

Pro oba tyto typy uzli na intervalu (—1, 1) plat{ nasledujici véta, kterou si jiz
uvedeme bez dukazu.
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I
s 4
72 e Yn—z an Yn

c><|
Xy -

Obrézek 2.4.2: Cebysevovy uzly

Véta 2.4.3. Méjme na intervalu (—1,1) zaddno n + 1 Cebysevovijch uzli T;.
Pak pro x € (—1,1) plati:

n

[Tz - <27

i=0

Zdroven Cebysevovy uzly nejlépe minimalizuji vyse uvedeny soucin ze vsech

mozngch rozloZend uzli xg, 1, ..., oy v (=1,1):
n n
max r—7; =2"" < max T — x| 2.12
e o=l =2 < TTle =i (212)
Diikaz. Viz napf. stranu 17 v [2]. O

Volbou téchto uzli se tedy chyba interpolace na (—1,1) omezi na

1/ oo

le(@)] < 2n(n + 1)1’

z e (—1,1). (2.13)

2.5 Numerické experimenty

V této sekci budeme zkoumat chybu interpolace konkrétnich rozlozeni uzlu.
Kazdou vybranou funkci si navzorkujeme ve vybranych uzlech a budeme sle-
dovat, jak je ji interpolace na zékladé téchto bodu vérna. Interpolanty jsme
vycislovali ve 100 ekvidistantnich bodech rozlozenych na intervalu (—1,1). Ma-
ximéalni{ naméfend absolutni chyba je poc¢itana jako nejvétsi absolutni chyba ptes
v8echny vycislované hodnoty interpolantu.

V levém grafu je modrou ¢arou uvedena funkce, kterou interpolujeme. Cerve-
né je znazornén interpola¢ni polynom, ktery vSak nemusi byt viditelny z duvodu
malého Fadu chyby (bude zietelny v pifkladech 2.5.3 a 2.5.4). Na pravé strané
je plnou ¢ernou ¢arou vynesena naméfena chyba, ¢ervenou prerusovanou ¢arou
je vymezen odhad chyby.

Priklad 2.5.1. fi(z) =sinx, 6 ekvidistantnich uzli, xo = —1,25 = 1
Mazimovd normas: Hfl(6)||(><> =||—sinz||o = —sin(—1) ~ 8,41 1071
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Mazximdln{ teoretickd chyba: 1,44 - 10™%
Mazimdini namérend chyba: 1,63 - 107°

le()|

vy VN \
n ' \ v/ y {
Y N \ U
ol : : ‘

-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1 -1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1
x

X

(a) Funkce f1 (b) Chyba interpolace fi

Obrazek 2.5.1: Grafy k piikladu 2.5.1

Na obrdzku 2.5.1(b) miuzeme vidét jiz zminény trend ekvidistantnich uzli, tj.
na krajich intervalu je chyba nejvétsi. Nicméné jsme vyvdzli s chybou pomérné
malého Fddu 1,63 - 1075, pouhyim okem tedy nelze rozeznat funkci f1 od jejiho
interpolantu.

Pomoci spoctené mazimové normy Hf1(6)||Oo a vztahu (2.10) dostaneme odhad

chyby interpolace:

2\6
le(z)] < % 841107  ~ 1,44-107%, =z € (—1,1).

Piiklad 2.5.2. fo(z) = e®sinz, 9 Cebysevovych uzli 1. druhu
Mazimovd norma: |\f§9)||oo = ||16e” (sinx + cos z)||oc = 16e(sin1 + cos 1)
Mazximdln{ teoretickd chyba: 6,47 - 1077
Mazimdlni namérend chyba: 2,17 - 107

Obrdzek 2.5.2(b) ilustruje rovnomérné rozlozend chyby intepolace pomoci Ce-
bysevovych uzlu.

Analgzou funkce \fég) ()] = 16|e*(sinz + cosx)| zjistime, Ze na intervalu
(—1,1) je spojitd a nabyvd jednoho lokdlniho extrému, a to fég)(—g) = 0.
V tomto bodé se ale nachdzi minimum, my hledime mazimum. To pak musi
byt v jednom z kragnich bodi intervalu, konkrétné v x = 1:

£ 0o = £19(1) = 16e(sin 1 + cos 1) ~ 6,01 - 10"
Dle predpisu (2.13) nalezneme odhad chyby:

6,01 - 10"
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le()|

-08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

02 04 06 08 1 -1

05 L L L L L
-1 -08 -06 04 02 0
X

(a) Funkce fo (b) Chyba interpolace fa

Obrazek 2.5.2: Grafy k piikladu 2.5.2
A

Piiklad 2.5.3. g(x) = sin(wz) cos(nz), 9 ekvidistninich uzli, zo = —1,25 =1
Mazimovd norma: ||g™ || = ||2567° cos(272)]|| oo = 2567
Mazximdln teoretickd chyba: 8,09 - 1071
Mazimdini namérend chyba: 1,41 - 1071

0.6

0.4

0.2r//

y O

-0.21

-0.41

06 n n n n n n n n n
-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

X

(b) Chyba interpolace g

(a) Funkce g
Obrazek 2.5.3: Grafy k piikladu 2.5.3

Piiklad 2.5.4. g(x) = sin(rz) cos(rx), 9 Cebysevovyjch uzli 1. druhu
Mazimovd norma: ||g? ]| = ||2567° cos(27z)|| oo = 2567
Mazimdlni teoretickd chyba: 8,21 - 1072
Mazimdlni namérend chyba: 3,54 - 1072
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el |
|
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-1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1 -1 -08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1

X x

(a) Funkce g (b) Chyba interpolace g

Obrazek 2.5.4: Grafy k piikladu 2.5.4

Pro priklady 2.5.3 a 2.5.4 byla vybrdna stejnd funkce g. Oproti pronim dvéma
ukdzkam vsak chyba interpolace o nékolik Tddu vzrostla. Duvodem je vysokd hod-
nota mazimové normy (n + 1)-ng, tedy devdté derivace funkce g. JelikoZ se po-
hybujeme na intervalu (—1,1), lze usoudit, Ze

112567 cos(272)|| 0o = 2567 = 7,63 - 10°,
coz napt. pro Cebysevovy uzly dd dle (2.13) horni mez absolutni chyby

7,63 - 106

= o ~ 8211072

le()] <

V neposledni tadé si mizeme také povsimnout, Ze s Cebysevovymi uzly jsme
dosdhli skoro o jeden Tad mensi chyby oproti ekvidistantnim uzlum, coZ jsme
ocekdvali, viz (2.12).

VAN



Kapitola 3

Barycentricka Lagrangeova
interpolace

Vratme se nyni zpét k Lagrangeové metodé. Oproti Newtonové piistupu postra-
dé na flexibilité, tuto vlastnost 1ze ovSsem ziskat jinym pohledem na Langrange-
ovu interpolaci. Informace o tomto postupu budeme prevazné cerpat z clanku

J.-P. Berruta a L. N. Trefethena [3].

3.1 Vyhodnéjsi formulace Lagrangeovy interpo-
lace

Pieformulujme si vyjddieni interpolantu (2.3). Nejprve si viimnéme, Ze Citatel
Lagrangeovy bazové funkce L; (2.2) se dd zapsat jako

() = [[(@—=y)

Jj=0

vydéleny c¢lenem = — x;. Pokud poté definujeme tzv. barycentrické vahy w;
pomoci

wy=————, 1€{0,1,...,n}, (3.1)
I (zi — ;)
j=0
J#i
muzeme zapsat i-tou Lagrangeovu bazovou funkci jako
Lz )
Li(x) = x(_iw i€{0,1,...,n}.

Lagrangeuv interpola¢ni polynom (2.3) pak mé tvar

L(z) = Z 4e) ~WiYis

n
— X
=0 ¢

8

15
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ve kterém muzeme ze sumy vytknout Citatele £(x), jelikoz nezdvisi na sumaénf
proménné i. Dostdvame barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace

Lix) = l2) Y ——y,. (3.2)

Nyni se podivejme, jak jsme na tom se slozitosti. Barycentrické véhy w; do-
hromady zaberou O(n?) FLOP pro jejich vyéisleni, vyraz £(z) ma narocnost
vycisleni O(n) FLOP. Vypocet hodnoty interpola¢niho polynomu L(zx) pfi zna-
losti téchto objektt pak zabere O(n) FLOP. Celkové tedy pocitdme s ndro¢nosti
O(n?) FLOP.

Narozdil od pfedchoziho pohledu na Lagrangeovu interpolaci je ndm nyni
umoznéno efektivné piidavat nové vzorky dat. S kazdym novym vzorkem
(Zn+1,Yn+1) potiebujeme podélit kazdou i-tou vahu vyrazem z; — x,41,
1=0,1,...,n, a vypocist jednu novou vdhu w, 1. Na obé operace potiebujeme
O(n) FLOP. Celkové nam tedy pfidani nového prvku zabere O(n) FLOP.

Oproti Newtonové metodé ziskavame navic nezavislost barycentrickych vah
w;, ¢ =0,1,...,n, na hodnotéch y; ze vstupnich dat (z;,y,), j =0,1,...,n.
Této nezavislosti lze naptiklad vyuzit v situaci, kde mame dva soubory dat,
kde se vzorky lis{ pouze v y; - neni nutné znovu napoc¢itdvat barycentrické vahy
Wi .

3.2 Barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace
Vztah (3.2) lze zapsat jesté elegantnéji a vyhodnéji. Interpolujeme-li konstantni
funkci 1, dostaneme

n

1=Y Lifa) = )Y - ‘_"’“xk.
1=0

k=0

Jelikoz interpolant konstantni funkce je tatdz konstantni funkce, muzeme jed-
nic¢kou podélit puvodni predpis (3.2). Timto se vykrdti spolecny faktor ¢(x)
a ziskdme druhy zpusob zdpisu barycentrického tvaru Lagrangeovy interpolace:

(3.3)

k=0 r — T

V literatufe se tento vztah uvadi jako ,pravd“ barycentrickd formulace [3].
Stejné jako (3.2), tak i (3.3) m4 stejné vypocetni ndrocnosti. Navic ale vyjadien{
ve tvaru zlomku umozni kréceni spole¢nych faktort nezavislych na k v citateli
a jmenovateli, ¢ehoz vyuzijeme v nésledujici sekci.
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3.3 Barycentrické vahy

Pii pouziti vybranych rozlozeni uzlu lze vahy w; vyjadrit explicitné. Ukazme
pro jiz uvedené distribuce uzlu, jak tyto vahy vypadaji.

3.3.1 Ekvidistantni uzly

Véta 3.3.1. Barycentrické vdhy w; pri pouZiti ekvidistanini distribuce n + 1
uzlt lze zjednodusené vyjadrit pomoct
n
wi= -1 (7) (3.4)
i
proi € {0,1,...,n}.
Dikaz. Za \celem piehlednosti se zaméfime na prevracenou hodnotu vahy.
Kazdé dva ekvidistantni body x; a x; muzeme nahradit soucty a +ih a a + jh,
kde h je vzdalenost mezi dvéma libovolnymi sousednimi uzly. Pro pfevracenou
véhu w; pak dle vztahu (3.1) plati:

n

1 r , . T oo Tl
f:H(a—kzh—a—jh):Hh(l—j):h H(l—j).
Wi 55 J=0 J=0

J#i J#i J#i

Clen h™ se ve vzorci (3.3) po vytknuti (jeho pievracené hodnoty) ze sumy
vykrati, 1ze jej tedy vynechat. Muzeme déle psat:

n i—1 n
[He-»H=11G-5- ] G-
j=0 j=0 j=i+1
J#i
Neni tézké si uvédomit, ze
i—1 n
[Te-p=i T G-i)=1in—ir
j=0 j=it1

Pokracovanim ve vyjadieni ziskdme

1 n! . nl

— =il (=) (n—di) = (=1)""- Al =(-D"-(=1)""" 0k

w; i 4
Cleny (—1)" a n! ve vztahu (3.3) taktéz vykrati. Nakonec nam tedy zbyde

K2

O

Véhy je z hlediska po¢tu FLOP vyhodné pocitat pomoci kombinaénich ¢isel
dle principu séitani v Pascalové trojuhelniku tzn. musime si sestavit Pascaluv
trojihelnik az po n-ty radek. Pocet FLOP tohoto postupu patii fadové do stejné
slozitosti O(n?) jako u vyéislenf pomoci faktoridlit. Pti s¢itan{ je oviem koeficient
u n? pouze &étvrtinovy oproti pouziti vzorecku s faktoridly.
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3.3.2 Cebysevovy uzly

Véta 3.3.2. Barycentrické vihy w; pri pouziti Cebysevovyjch uzli 1. druhu mo-
hou byt vyjddreny jako
c (204 D)
C(—1)isip a2 T
w; = (—1)"sin o T 2

proi € {0,1,...,n}. Pro Cebysevovy uzly 2. druhu lze vihy vyjddrit jako

. is o 1/2, i=0V i=n,
wi = (=1)'6;, 61_{ 1, jinak,

proi € {0,1,...,n}.

Diikaz. Viz napt. stranu 506 v [3]. O

3.4 Numerické experimenty

V této casti nyni srovndme dvé metody, a to barycentrickou Lagrangeovu me-
todu a Newtonovu metodu. Bude nés zajimat hlavné stabilita. Interpolace bude
tvofena pomoci vzorki sledovanych v Cebysevovych uzlech 2. druhu na inter-
valu (—1,1). Pocet vykreslovacich bodu, v nichz na sledovaném tseku pocitdme
namétené chyby interpolace, je 1000.

Grafy na obrézcich 3.4.1(a) a 3.4.2(a) zndzoriiuji funkci, kterd je interpo-
lovdna. V grafech 3.4.1(b) a 3.4.2(b) je sledovdna maximéln{ naméfend abso-
lutni chyba, ktera je zavisld na poc¢tu vzorku. Pro prehlednéjsi zobrazeni chyby
pouzijeme logaritmickou skélu svislé osy. Cervenou barvou je zaznacena chyba
Newtonovy metody, modré ¢ara pak odpovida chybé barycentrické Lagrangeovy
metody.

Piiklad 3.4.1. Pro proni experiment jsme vybrali skdlovanou Rungeovu funkci

1

() = g5

V grafu 8.4.1(b) miZeme sledovat, Ze do 45 vzorku se interpolace chovd tak,
jak océekdvdame, interpolant je jednoznacny, tudiZ zachovdvd i maximdlni chybu.
Od tohoto momentu se ale zacéne navysovat chyba Newtonovy metody. To je
zpusobeno velkym tddem koeficientu ay, které maji jako ndsledek mepresnost
vypoctu kvuli zaokrouhlovacim chybdm. Newtonova metoda se tedy jevi jako
vyrazné méné stabilni.
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Newt
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(a) Skdlovand Rungeova funkce hi (b) Srovnéni stability metod

Obrazek 3.4.1: Grafy k piikladu 3.4.1

A

Priklad 3.4.2. Podivejme se jesté na vjvoj mazimdlni chyby funkce ho(x) =
|z| — (z 4+ 0,5)%2 4+ 2. Zde se projevuje podobnyj jev jako v predchozim prikladé,

0 10
Newton
10° Bar. Lagrange 1
/

0.05 /

10’ N

2| //“

o1+ / \ / \ 1 10 7//

y f \ / \ llel, 10"
s \ \

10°

10"

0.2/

10°

o \ R - . . . . .
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1 10 20 30 40 50 60 70
x

(a) Funkce ho (b) Srovnéni stability metod

Obréazek 3.4.2: Grafy k piikladu 3.4.2

Newtonova metoda zac¢ind od 50 vzorku kolabovat. Chuvile, odkdy zaéne vznikat
nepresnost, se odviji od samotniych hodnot souradnic vzorku, ty se totiz podileji
na sestaveni koeficientu ay. Podotknéme také, Ze chyba interpolace klesd velmi
pomalu, coZ mize byt pricinéno samotné funkci hs, protoZe neni diferencovatelnd
v bodé 0 a existuje zde tzv. ,hrot“. Vsimnéme si, Ze pokud bychom odstranili
z predpisu funkce ho absolutni hodnotu, dostaneme polynom z Py, coZ by zna-
menalo nulovost chyby pri pouZiti ti'i a vice vzorku.

A



Kapitola 4

Racionalni interpolace

Podivejme se nyni na zcela jiny pfistup k interpolovani vstupnich dat. Muze
se stat, ze nebudeme chtit interpolant ve tvaru polynomidlni funkce, ale v po-
dobé zlomkového vyrazu. S timto piistupem av§ak musime pracovat obezietnéji,
ne vzdy totiz muze takovyto pfedpis existovat. V této kapitole budeme cerpat
predevsim z knihy J. Stoera a R. Bulirsche [4].

4.1 Uvod k racionalni interpolaci

Mgjme jako vstupni data dany body (x;,v;), i =0,1,2,..., kde viechna z; jsou
navzajem ruzna. Raciondlni interpolaci rozumime nalezeni piredpisu funkce R
ve tvaru zlomku, kterd obsahuje mnohocleny v ¢itateli i ve jmenovateli a spliuje
interpolacni podminky:
P(z) ao+aix+---+ayzt
R(x)_Q(:E)_ T ST u,v € NU{0}, (4.1)
R(Qﬁl) = Yi, 1= 0,1,27... (4.2)

Ulohu nalezeni R splitujici podminky (4.1) a (4.2) zkrdcené oznaéme pomoci
symbolu (A). Vidime, ze P € P, a Q € P,.' Cely piedpis je tedy urcen
i+ v + 2 koeficienty. Jelikoz v tomto zlomku mtzeme vzdy kratit nenulovym
faktorem p € R, snizuje se pocet neznamych hodnot na p + v + 1. Ty ziskdme
z interpola¢nich podminek, jejichz rozepsanim dostaneme

P(x;) —4:Q(x;) =0, i=0,1,...,u+v, (4.3)

coz lze déle vyjadrit pomoci koeficientti a;,br, 7 =0,1,...,1, £ =0,1,...,v
takto:

ao+arx;+- - +ayzt —y(bo+brxi+---+byay) =0, i=0,1,...,u+v. (S)

1Vsimnéme si, ze pokud v = 0, mluvime o klasické polynomiéln{ interpolaci.

20
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SLR (S) muzeme poté zapsat a Fesit maticové:

ao

o .

1 To T —Yo —YoTo o —YoTg :
1 oz ... af —Y1 —Y121 e -y a .
“1=0.

. bo

H v .

I zpro oo Zppy —Yptr —YptrTptv - —Yutr Ty :

by

Uved'me nyni timluvu, kterd ndm umozni se v textu struénéji vyjadiovat.
Rekneme, ze feseni SLR (S) fesf tlohu (A), pokud feseni ay, ... Qs bo, .., by
ulohy (S) definuje koeficienty funkce R, jez fesi (A). Déle fekneme-li, ze funkce
R fesi (S), myslime tim, ze piislusné koeficienty R fesi (S).

Nahrazen{ tlohy (A) tlohou (S) potfebuje jistou ddvku opatrnosti, muze
totiz nastat situace, kdy se dopédtrame k feseni (S), které nebude fesit (A).
Mimo to mohou existovat body nespojitosti na mistech, které by mohly vadit,
napi. mezi vzorky. Na nasledujicich piikladech si tyto situace popiSeme.

Piiklad 4.1.1. Pro vzorky (0,2),(1,1),(2,1) a volbu p =0 a v =2 dostdvame
homogenni SLR

ao —2b0 = 0,
ap — (bo + b1 +b2) =0,
ag — (bo + 2by —|—4b2) =0.

Jedno z moznijch TeSeni soustavy sestdvd z koeficientu ag = 4, by = 2, by =

3, bo = —1. Dostdvame pak raciondlni funkci, kterd splriuje podminku (4.2)
4
R(z) = ——.
(@) 2+ 3x — 22
A

Priklad 4.1.2. Pro vzorky (0,2),(1,1),(2,1) a volbu p =1 a v =1 dostdvdme
homogenni SLR

ap —2b0 = 0,
ag + ay —(b0+b1) =0,
ag + 2a1 — (bp + 2b1) = 0.

Vyresenim soustavy muzeme ziskat koeficienty ag =0, a3 =1, bg =0, by = 1.
Raciondlni funkce md tvar

R(z) = 521.

Pri kontrole funkce R zjistujeme, Ze vstupni bod (0,2) neni interpolovdn.
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Priklad 4.1.3. Pro vzorky (—1,—-1), (=%, —553), (3, 353), (1,1) a volbu pp = 2
a v =1 dostavame homogenni SLR

ap — ay + az + (bo — b1) = 0,
1 1

1 1
a0 — 3m + 9% + %(50 - gbl) =0,
1 1 1

3 9 243

1
ag + -a; + =as — 7((70 + gbl) =0.
ap +ay +az — (bo + b1) = 0.

Jedno z teseni md koeficienty ag = —10, a1 = 0, as = 91, by = 0, by = 81.
Raciondlnt funkci zapiseme jako

—10 + 9122
R@) = —g—

Hned vidime, Ze R spliiuje (4.2), ale je nespojitd v bodé 0, ktery lezi v intervalu
(—1,1), na némz data interpolujeme. Této nespojistosti se chceme jisté vyhnout.

A

4.2 Existence a jednoznacnost racionalni inter-
polace

Nez se dostaneme k vysvétleni, za jakych podminek fesen{ (S) fesf (A), uved me
si nejprve tvrzeni k existenci a jednotnou reprezentaci hledané funkce.

Véta 4.2.1. Homogenni SLR (S) md vzdy netrividlni reSend tvaru

Plz)
Q(z)’

Tj. vdechna netrividlni veseni (S) jsou raciondlnimi funkcemi.

R(x) = Q#0.

Dukaz. SLR (S) obsahuje p + v + 1 rovnic a g + v + 2 nezndmych. Homogenni{
soustavy s vétsim poctem nezndmych nez rovnic maji vzdy netrividlni feseni R.
Platnost @ # 0 dale ukdzeme sporem.

Piedpoklddejme, ze @ = 0. Vztah (4.3) pak ifkd, ze P md p+ v + 1
kofenu v bodech x;, ¢ = 0,1,..., + v. Stupen polynomu P je ale nejvyse pu.
Jelikoz zdkladni véta algebry iikd, Ze identicky nenulové funkce z P, m4 praveé
u kofenu (vcetné ndsobnosti), musi platit, ze P = 0. Zde vznikéd kontradikce
s netrividlnosti fesenf (S). O

Nyni vime, zZe existuje feSeni tlohy (S) ve tvaru raciondlni funkce. Pro po-
chopeni ,unikatnosti“ feSeni si musime uvédomit, ze jeden raciondlni vyraz
muze byt napsan vice zpusoby. Jelikoz tvary téhoz zlomku lze ziskat kracenim
nebo rozsifovanim, je k véci tyto zapisy seskupit pomoci vztahu ekvivalence.
Ekvivalentni racionalni vyrazy pak reprezentuji stejnou racionalni funkci.
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Definice 4.2.1. Méjme dva raciondlni vyrazy R1, Rs ve tvaru

I S1C) _ B(2)
Qi(z)’ Q2(z)’

Rekneme, Ze Ry a Ry jsou ekvivalentnd, pokud
Py(2)Q2(x) = Pa(x)Q1 ().

Piseme Ry ~ Ry. Jinak eceno, R a Ry reprezentuji tutéz raciondlni funkci.

Ri(z) Ry () Q1 #£0, Q2#0.

Véta 4.2.2. Méjme dvé netrividing 7eseni Ry, Re soustavy (S). Pak plati:
Py () _ Dy(x)
Q1 () Q2(x)
Diikaz. Definujme mnohoclen P(z) = Pi(z)Q2(z) — Pa(2)Q1(x). Pak P mé
it + v + 1 raznych kofent, protoze
P(z;) = Pi(2;)Q2(x;) — Po(z:)Q1(z:)

=4 Q1(2:)Q2(z:) — i Q2(x:) Q1 ()
=0, ¢=0,1,...,u+v.

= R1 (.’L’) ~ RQ(LE)

Dle zakladni véty algebry musi pak byt P € P,4, identicky nulovd funkce.
Z toho vyplyva, ze Ry ~ Rs. O

Véty 4.2.1 a 4.2.2 spoleéné nesou informaci, ze kazdd tloha (A) vzdy vede
k jednoznacné racionalni funkci, ktera je reprezentovana jakymkoli raciondlnim
vyrazem R, jehoZ koeficienty fesi SLR (S). Tato funkce pak bud spliiuje inter-
pola¢ni podminky (4.2), a tedy jeji koeficienty Fesi (A), nebo (A) nem4 feSeni.
O fesitelnosti (A) budeme mluvit v sekei nize.

4.3 Resitelnost dlohy raciondlni interpolace

Pro zacatek si definujme vlastnost raciondlniho vyrazu, kterou v této ¢ésti bu-
deme potfebovat.

Definice 4.3.1. Raciondlni vijraz je nesoudélny, jestliZe Citatel i jmenovatel
neni délitelny timtéZ mnohoclenem riznym od 1.

Priiklad 4.3.1. Raciondlni vyrazy

9z 4(x —1)(z —2) 10z(x + 1)(z + 2)(z + 3)
3(xz—1)" 5z —2)(z+10)’ 20(x + 2)(z + 3)

nejsou nesoudéiné. Zlomky lze v uvedenim potadi krdtit pomoci mnohoclent

3, (r—2), 10(z+2)(z+3).
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Po vykraceni uvedenymi mnohocleny ziskdme nesoudélné raciondlni vyrazy

3z 4(x —1) x(zx+1)
x—1" 5(zx+10)’ 2

A

Jak lze vidét v prikladu 4.1.2, v feSeni muze existovat tzv. nedostupny bod,
ktery byl vynechan. Jeho pfitomnost je samoziejmé nezddouci, podminka (4.2)
neni splnéna. Pokud tedy nedostupné body neexistuji, iloha (A) je Fesitelnd
diky vétam 4.2.1 a 4.2.2. Shrinmé tyto informace do pozorovani nize.

Pozorovani 4.3.1. Méjme reseni R(x) = ggg dlohy (S). Proi=0,1,...,u+v

rozlisime dvé situace:

1) Q(z;)) #0 = R(z;) = yi, bod (x;,y;) je interpolovdn,

2) Q(xz;)) =0 = (x4,y;) muZe byt nedostupny.

V pripadé 2) must jisté platit P(x;) = 0 dle (4.3). To ale znamend, Ze P(x)
a Q(x) obsahuji spolecny faktor (x — x;), jinak Teceno nejsou nesoudélné.

Nyni konecné pouzijeme nesoudélnost z definice 4.3.1:

Véta 4.3.1. Méjme nesoudélné netrividlni reSeni R soustavy (S). Pak pro R
neexistuji nedostupné body a R Tesi vlohu (A).

4.4 Metoda inverznich diferenci

Vy¢islovani koeficientt a;, b; pifimo pomoci matice SLR (S) neni v praxi pouzi-
véano z duvodu jeji $patné podminénosti. Proto se vyuzivaji alternativni postupy
feseni tohoto problému. Uved'me si jeden z téchto moznych postupii, a to metodu
inverznich diferenci.

Jak jiz z ndzvt vyplyvé, budeme vyuzivat tzv. inverzni diference ¢ definované
jako

é(z0) = yo,
. To — T1
Pt = G0~ ptan)’
r1 — T2

¢($0,$179€2) =

¢(xo, 1) — ¢($o,$2)’

Tk—1 — Lk

H(zo, ... Th—2,Th-1) — O(T0, . .., Th—2,T})

A(xo, .., T2, Tp—1, Tk) =

Funkce ¢ ndm bude uzitetnd v ndsledujicim postupu. Necht P* € P, a Q" € P,,.
Budeme hledat feseni R™" ve tvaru

R™™(z) =
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pro které plati podminky (4.2), tedy
R™"™(x;) =y, i=0,1,...,2n.

Predpis pro R budeme postupné konkretizovat pomoci vstupnich dat tak,
aby interpola¢ni podminky (4.2) byly zachovény. Pro prvni vzorek (xq, yo) pro-
vedeme tuto Upravu:

Citatel zlomku mé uréité kofen v bodé xo dle interpolacnich podminek (4.3).
Muzeme tedy vytknout faktor (x — x¢), a proto:

Pr@) i)
Qi) W0
Tr — X

=Y+ ST e
O Q) /P ()
Aby byly splnény interpolacni podminky (4.3), musi platit

Q™ (z;) T; — T

= = ¢(xg,x;), t=1,2,...,2n. 4.4
Prl(z;)  yi—yo #w0, ) (4.4)
Nyni pomoci dalstho vzorku (z1,y;) prepiSeme P%fﬁ”‘) E
Q" (z) Q" ()
Pri(a) = ¢(zo,71) + Pri(e) P(x0,71)
. Q" (x) — ¢(zg, x1) P (z)
= (ZS(JJQ, 331) + Pnfl((E) .

Pomoci nové ziskanych podminek (4.4) muzeme z citatele zlomku vytknout
faktor (z — x1):

]m = ¢(xo, 1) + (v — 951)]3:_183
=00 BT )
a musi platit:
Prl(zy) v — 11

Qn—1(z) - ¢(z0, i) — P(z0,71) = #(@o, 71, @), i=2,3,...,2n.
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Reseni R™" pak muzeme zapsat jako

o
- r — X
— 0t @) P i)
=Yo + Sl

xr — T

SR R E YTy

V algoritmu dale pomoci dalsich vzorkii snizujeme stupné polynomt Pm~!
a Q" ! v uvedeném pofadi, az se dostaneme k nulovym stupiiim. Postupné
se takto budeme zanofovat do zlomku. Na konci algoritmu dostaneme feseni
ve tvaru

T — X

Rn,n(x) =y +
r — T

d(xo, 1) +

r — T2

d(zo, 1, 22) +
’ (w0, x1, 2, x3)+

T — T2n—1
¢(x07 s 737211)
Tento pokracujici zlomek lze ,predcasné ukoncit“ a ziskdme tak vyrazy R

a RALH 1 =0,1,...,n — 1. Kazdy nésledujici vyraz pak interpoluje o jeden
vstupni bod vice nez predchozi:

R070($) =Y
r — X
RY(z) = yo +
( ) vo ¢(9€07$1)
T —x
RV (2) = yo + -
r — T
é(xo, 1) +

Timto postupem alternujeme mezi navySovanim stupné ¢itatele a jmenovatele,
viz obrazek 4.4.1.

Pro vypocet je vyhodné si sestavit trojuhelnikovou tabulku inverznich di-
ferenc{ (viz tabulku 4.1), ktera obsahuje vSechny dulezité napoé¢tené hodnoty
na posunuté hlavni diagonéle.
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f ]

Obrézek 4.4.1: Alternovani inkrementace stupnu p a v

i x|y | o(wo,x) olro,xi,2) ... Plxo, ..., 1)
01 xo | wyo

1|z | y1 | é(xo,x1)

2| w2 | y2 | d(wo,x2) H(w0,21,72)

k| xg | yk | d(xo,2r)  olxo,z1,28) .. d(zo,21,..., k)

Tabulka 4.1: Tabulka inverznich differenci

Podobné jako u Newtonovy metody ziskdvame stejnou vypocetni naroc¢nost
O(n?) FLOP pro vytvofeni tabulky. Na sestaveni interpola¢niho polynomu
pii jeji znalosti potfebujeme jiz jen O(n) FLOP, stejnou ndro¢nost ma také
pridani nového prvku a sestaveni nového vyrazu s timto pridanym prvkem. Me-
toda je tedy flexibilni.

Jedna nevyhoda této metody je, Ze se ve jmenovateli inverzni diference muze
objevit nula, coz znehodnoti cely vypocet. Pak je nutné zkusit postup opakovat
a zvolit si jiné poradi vzorku, ve kterém je do feSeni zaclenime.

4.5 Numerické experimenty

Piedved'me si ukdzku vypoétu interpolantu pomoci metody inverznich diferenci.
Piiklad 4.5.1. Méjme zaddna vstupni data

x| =1 [ -1/2]0]1/2] 1
vi | -1/2] 0 [o[1/2]1/2”

kterd odpovidaji predpisu funkce 5 + |x| — x2. Sestavime tabulku inverznich di-
ferenci (viz tabulku 4.1):
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[ x Y (o, wi) | d(zo,w1,2:) | ¢(wo,21,%2,25) | ¢(wo, 21, 72,23, %)
0] -1 | —1/2
1] -1/2 0 1
2 0 0 2 1/2
31 1/2 1/2 3/2 2 1/3
4 1 1/2 2 3/2 1 3/4
Pouzitim vyznacenych koeficientu sestavime tesent ve tvaru
1 z+1
R(x) = —=
() = —5+ —
T+
1+ 2
1
T3
7_1’_ - &
3
4

coZ po upraveni do tvaru (4.1) vydd predpis

3x(2x + 1)

Bo) = S v 60— 1)

Obrézek 4.5.1: Funkce R, 5 vzorku

Na obrdzku 4.5.1 je interpolovand funkce oznacena modre. Cervené je znd-
zornén interpolant R prochdzejici vstupnimi daty, kterd jsou oznaceny krizky.
Koreny jmenovatele dostavdme jako %‘/ﬁ, z nichZ jeden lezi v intervalu
(—1,1), na kterém interpolujeme. Tento bod nespojitosti v Teseni nechceme.
Mizeme se jej pokusit zbavit sniZemim ¢i navySenim poctu vzorki. Napriklad
pro 4 vzorky v ekvidistantnich uzlech (xg = —1,x3 = 1) ziskdvdme funkci

—22 42z +1

Rl (w) = 4 s
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kterd je jiz na ,interpolacnim intervalu® spojitda. ZvySenim poctu uzli na Sest
¢ sedm se bodi mespojistosti nezbavime. Pro 8 vzorki (zg = —1,27 = 1)
dostavdme funkci

Ro(z) = —4412* + 3922% 4 4262° + 88x 4 15
S 16(4922 + 11) ’

kterd konecéné spliiuje poZadavek na spojitost v intervalu (—1,1). Funkce Ry
a Ry maji na obrdzku 4.5.2 v grafech cervenou barvu.

-1 -08 -0.6 -04 -02 0 02 04 06 08 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1
X X

(a) Funkce Ry, 4 vzorky (b) Funkce R2, 8 vzorku

Obréazek 4.5.2: Interpolanty pro zménény pocet vstupnich dat



Kapitola 5

Barycentricka racionalni
interpolace

U barycentrického tvaru Lagrangeovy interpolace (3.3) si lze vS§imnout, Ze stejné
jako raciondln{ tvar (4.1) je zapsén ve tvaru zlomku. Nenf to ndhodou a ukézeme
si, ze barycentricky tvar Lagrangeovy interpolace je jistym ,specidlnim piipa-
dem* raciondlniho tvaru interpolace. V textu nize ¢erpame piedevsim z clanku
J.-P. Berruta, R. Baltenspergera a H. Mittelmana [5], J.-P. Berruta [6] a M. S.
Floatera a K. Hormanna [7].

5.1 Barycentricky tvar racionalni interpolace

Véta 5.1.1. Méjme vdhy u; € R a vstupnd data (x;,y;), 7 =0,...,n, kde x;
jsou navzdjem ruznd. Pak plati ndsledujici:

a) Pokud uj # 0, pak raciondin? funkce R € Ry, , definovand pomoct

n U
> ——;
j=0% — &
R(z)= —— (5.1)
n uj
§=0 L = Tj
limitné spliuje interpolacni podminky:
lim R(z)=yr, k=0,...,n. (5.2)

T—Tk

b) Kazdy raciondini interpolant R* € R,, ,, vstupnich dat lze zapsat ve tvaru
(5.1) vhodnou volbou koeficientd u;, j =0,...,n.

30
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Dikaz.

a) Porozsiteni zlomku ¢lenem x—z;, dosadime do limity a vysledek napocteme
primo:

Z”: U5y n ULYk
j=0 r — Xr — T
. . £k
lim R(z) = lim ika
T—Tp T—>Tp
i Uj Uk
j=0 r — Ty r — Tk
J#k
7 Yj
> (x — oK) + urys
]':2 o UkYk
= lim = = Yk-
T—Tk Uk
> ! (x — xp) + ug
j=0 T = Tj
J#k

b) Uvazujme raciondln{ interpolant R* € R,, ,, vstupnich dat, tzn.

P*(z;) ‘
oy =Y PLQTEP,, j=0...n (53
Q*(z;) ™

R (x5) =

Zapiseme-li ¢itatele a jmenovatele v barycentrickém tvaru (3.2), dostaneme

P'(a) = t(2) Y ——P"(x)),
j=0 J
Q@) =) Q)

a uvédomime-li si, ze P*(z;) = y,;Q*(x;) dle (5.3), muzeme cely vyraz R*
zapsat jako

nowQ(x;)
I O = s I
B0 =G = @)

j=0 T —Tj

Odtud vyjadiime vahy u; = w;Q*(x;).
O

Vidime, ze pokud Q* = 1, tak se jedna o barycentrickou Lagrangeovu inter-
polaci.
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5.2 Odstranéni boda nespojitosti pomoci Berru-
tovych vah
V piikladu 4.1.3 jsme si predvedli, ze mohou existovat body nespojitosti na inter-

valu interpolace. Interpolujeme-li véak pomoci vzorce (5.1), spravnd volba koefi-
cientt u; muze zarucit, ze jmenovatel bude nenulovy vsude na R\ {zo,...,z,}.

Véta 5.2.1. Méjme uzly xo,x1,...,%,, jeZ spliui g < 1 < -+ < Ty,
a necht U(x) = (x — x0)(x — 1) -+ (x — x,). Pak

(=1)*

r — Tk

VeeR: {(x) z”: £ 0. (5.4)
k=0

Diikaz. (viz str. 4 v [6]) Je ziejmé, ze kazdy clen sumy v (5.4) predstavuje
prredpis pro rovnoosou hyperbolu s vertikdlni asymptotou v bodé x. Intervaly
mezi témito asymptotami si ozna¢ime nésledovné (viz také obrézek 5.2.1):

Iy = (70071'0)7 I, = (mk—lvxk)a In+1 = (Zn,OO), k= 1L,2,...,n.

I I L I

Y
AN
X

\Y4 \Y4 \Y4 \Vi \Y4
X X K X X
X X X

0 1 2

Obrézek 5.2.1: Intervaly Iy, ..., [n41

Je ziejmé, Ze uvniti téchto intervali funkce ¢ neméni znaménko, tedy ne-
prochézi nulou. Nyni potfebujeme ukézat, ze suma ve vyroku (5.4) také nemén{
na téchto intervalech znaménko, aby bylo tvrzeni véty splnéno.

Definujme si funkce

(—1)k 0, T < Tk,

, oz < T,
l(z) =< z—xp i a ri(x) = (—1)k

07 T > Ty, l’*xk7

xr > Tg.

Kazdé [ obsahuje ,levou vétev* rovnoosé hyperboly s asymptotou v x = xy.
Analogicky, vSechna 7 jsou ,pravymi vétvemi® téchto hyperbol, viz obrazek
5.2.2 (nulové ¢dsti funkel nejsou v obrazku zakresleny). Pomoci funkei
n n
l(x)= > lg(z) ar(z) =Y re(z) vyjadifme sumu z (5.4) jako
k=0

n (_1)k n
> =D (@) + ri(2)) = () + ().
r — Tk
k=0 k=0
Pro fixni ¢ € {0,...,n+ 1} a fixn{ # € I; dostdvdme hodnoty funkci [ a r v x

ve tvaru

(x) =) Iiz) a r(x):irk(x).
k=i k=0
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(-D*

Obrézek 5.2.2: Vétve hyperbol
T — Tk

Cleny sumy I(z) tvoif kone¢nou, alternujici a v absolutni hodnoté klesajici po-
sloupnost. Znaménko sumy je tedy urceno znaménkem prvniho ¢lenu:

sgn 1(z) = sgn I;(z) = (1)L

Cleny sumy r(x) tvoif koneénou, alternujici, ale v absolutni hodnoté rostouc
posloupnost. Znaménko sumy je pak uré¢eno znaménkem posledniho ¢lenu:

sgn r(z) = sgn ri_1(z) = (=1)""%

Vidime, ze plati sgn l(z) = sgn r(x) pro vSechna x € I;, i = 0,1,...,n+ 1,

n —1 k

z ¢ehoz vyplyvd neménnost znaménka )
k=0 r — T

coz jsme potiebovali ukazat. O

na jednotlivych intervalech,

Z vét 5.2.1 a 5.1.1 tedy ihned plyne véta 5.2.2.
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Véta 5.2.2. Raciondlni funkce

R(z) = —F (5.5)

interpoluje vzorky dat (z;,y;), i = 0,1,...,n, ve smyslu (5.2) a je spojitd
pro x € R\ {xg,...,zn}.

Interpola¢ni funkei (5.5) pak staéi v bodech z; dodefinovat jako R(z;) =
yi, © = 0,1,...,n, a ziskdme spojitost na celém R. Nakonec krdcenim vyrazu
£(z) v predpisu (5.5) ziskdme barycentricky tvar (3.3)

n _1\k

)

Rz) = = ——
ss (1)
k=0

r — Tk

3

Vahy (—1)* byly navrzeny J.-P. Berrutem [6]. Nejsou ale jediné, které mii-
Zeme pro interpolaci pouzit a ziskat nenulovost jmenovatele na celém R. Jednou
z motivaci prestoupit k jinym vahdam muze byt snizeni chyby interpolace. D&
se ukdzat, ze tohoto muzeme dosdhnout pomoci nédsledujictho systému vah (viz
str. 4 v [7]).

5.3 Floaterovy-Hormannovy vahy

V této sekei ¢erpame z praci M. S. Floatera a K. Hormanna [7] a J. Venclovského
[8]-

Véta 5.3.1. Méjme uzly xg,x1,...,%n, jeZ spliuji xg < 1 < -+ < Tn,
a necht d € {0,1,...,n}. Uvazujme mnohoclen p; € Py takovy, Ze pro kazdé
i =0,1,...,n — d interpoluje d + 1 bodi (x;,y;),...,(Titd, Yit+a). Definugme
ddle \; jako

(-1

)\Z‘ xTr) = .
R e PR )
Potom pro dané d dostdvdme raciondlnt interpolant dat (2o, vo), .- ., (Tn,Yn) ve
tvaru
n—d
> Ai(@)pi(a)
R(z) = = (5.6)
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Diikaz. V prvni fadé ukazme, ze (5.6) je v raciondlnim tvaru, presnéji patii
do R,, ,_4. Rozgiime zlomek mnohoélenem (—1)"~4(z —x¢) - - - (x — x,,). Dosté-
vame

n—d

Zo pi(2)pi(z)

i=

R(z) = (5.7)

)

n—d
Z i ()
=0

kde

7=0

)y [ ) ] @)

j=0 k=it+d+1

i [ I )
j=0 k=itd+1

1—1 n

“[le-=) [ (D)

=0 k=i+d+1

=1|(zx—z) H (g — ).

§=0 k=itd+1

Podotknéme, ze prazdny soucin je roven 1. Lze snadno vidét, ze kazdé u; €
P,—q, i = 0,...,n —d. Jelikoz kazdé p; € Py, plati R € R,, ,,—q. Nyni jen
potfebujeme ovéfit platnost interpolaénich podminek (5.2). Zavedme si
pro tento ucel nasledujici indexové mnoziny Jy:

Jh={a€cA: k—d<a<k}, A={0,...,n—d}. (5.8)
Muzeme si rozmyslet, ze pro kazdé k € {0,...,n} plati:
o Vi€ Jy: pi(wk) = yk,
o Vi€ Jy: pi(zg) >0,
o Vic A\ Ji: pi(xy) =0.

Tyto vlastnosti ndm umozni zjednodusit indexy sum v zapise (5.7) v piipade,
kdy budeme (limitné) vyjadfovat hodnoty R(xy):

2 pi(@)pi(x) 2 mi(@)
lim R(z) = lim sl =y lim L:yk.

T—Tk T—Tk Z MZ(SL') T—T) Z Mz‘(x)
i€k i€Jy
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Véta 5.3.2. Raciondlni interpolant ve tvaru (5.6) je spojitd funkce
na R\ {zo,...,zn}.

Diikaz. Viz stranu 3 v [7]. O

Véta 5.3.3. Raciondlni interpolant ve tvaru (5.6) lze prepsat do barycent-
rického tvaru (5.1) s vahami

4i+d 1
up = Z(—1)1kaim, k=0,...,n,
i€Jy j=i J
J#k

kde Jy je definovdno pomoct (5.8).

Dukaz. Zapisme polynom p; pomoci Lagrangeovy interpolace (2.3):

itd [itd
J
p = | T2 | e
k=i \ j=i J
J#k

Vlozime tento tvar do citatele (5.6) a upravime:

n—d n—d 1 1+d 1+d T — 2
> Ai@pie) =3 (1> | 1] T — o |
i=0 i=0 e k=i \ j=i J
Jl;ll(x xj) 7 i#k
n—d i+d 1 i+d 1
= —1)*
BEID D I | Bl 1
=0 k=1 Jj=t
J#k
n i+d
Yk i 1
= _1 v
Xr — X Z( ) H T — l’j
k=0 i€y J=1
J#k

Jmenovatele ve vzorci (5.6) 1ze zapsat stejné, jen misto hodnot y;, budou jednicky.
Dosadime-li zpét do vzorce (5.6), ziskdme barycentrickou racionéln{ interpolaci

n U’k
Tr—x otd 1
—0 T — Tk
R(z) = +=° C =S )] :
n Uk il =i Tk — Ty
k=0 — Tk 77k
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Lze si také rozmyslet 7], ze Floaterovy-Hormannovy vahy alternujf ve znaménku:

i+d 1

up = (_1)k—d Z H m (59)

i€Jr j=1
J#k
Tuto vlastnost uplatnime pro vyjadireni Floaterovych-Hormannovych vah

pro ekvidistantni uzly. Vsimnéme si také, ze pokud d = 0, ziskdvame Berru-
tovy véhy (—1)k.

5.3.1 Ekvidistantni uzly

Véta 5.3.4. Floaterovy-Hormannovy vdhy wy, pri pouziti ekvidistantni distri-
buce n + 1 wzli lze zjednodusené vyjadrit pomoct

d
= (=1)k
we= (1" 3 (k - z)
1€Jg
pro k € {0,1,...,n}, kde Jy je definovdno pomoci (5.8).

Dukaz. Budeme postupovat podobné jako pii odvozeni vah ekvidistantnich bodu
barycentriké Lagrangeovy interpolace (3.4). Kazdé dva ekvidistantni uzly zj,
a z; muzeme nahradit soucty a + kh a a + jh, kde h je vzdédlenost mezi dvéma
libovolnymi sousednimi uzly. Pak

|z — ;| = la + kh —a— jh| = |k —j| - h.

Dosad'me nyn{ upraveny rozdil |z, — z;| do vzorce pro Floaterovy-Hormannovy
véhy (5.9):

it+d (—1)kd itd

1
wy = (~1)F1 Y H RS 3 H =it (5.10)

i€Jy j=i i€Jy j=i
J#k J#k

Nyn{ se zaméfme na posledni soucin v (5.10). Pro piehlednost budeme pracovat
s jeho prevrdcenou hodnotou. Muzeme pséat:

-1

i+d 1 k—1 i+d
i J i=i =kt
J
(k=) (i+d—E)
d! d!
(ki) (d— (k=) o=
(%)

Dosazenim zpét do (5.10) dostdvame

G ) B G D d
L AP S ey Y77 Z(k—i)'

1€ Jy i€ Jy,




KAPITOLA 5. BARYCENTRICKA RACIONALNI INTERPOLACE 38

V barycentrickém raciondlnim tvaru se prevracené hodnoty h?, d! a (—1)~¢
zkrati a vahy nakonec muzeme zapsat ve zjednoduseném tvaru jako
wy, = (—1)* Z d k=0 n
_ ki) sy M
i€k
O

Pii redukei slozitosti po¢itani kombinacnich ¢isel lze opét vyuzit principu Pas-
calova trojihleniku jako u ekvidistantnich vah pro barycentrickou Lagrangeovu
interpolaci (viz kapitolu 3.3.1, str. 19). Pro ukdzku uvedme vycet absolutnich
hodnot vah ekvidistantnich uzli pro nékolik prvnich d do tabulky 5.1.

d absolutni hodnoty vah wy

o(j11.r 1 1 ... 1 1 1 1 1
1yt 2 2 2 2 ... 2 2 2 21
211 3 4 4 4 ... 4 4 4 3 1
311 4 7 8 8 ... 8 8 7 4 1
411 5 11 15 16 ... 16 15 11 5 1

Tabulka 5.1: Absolutni hodnoty vah ekvidistantnich uzla

5.4 Numerické experimenty

V této sekci budeme interpolovat funkce pomoci Floaterovych-Hormannovych
vah. Interpolace bude provadéna na ekvidistantnich uzlech rozprostienych
do intervalu (—1,1). Interpolant bude vycislovdn v 50000 ekvidistantnich bo-
dech.

Piiklad 5.4.1. Uvazujme skdlovanou Rungeovu funkci

1

@) =1 o5

(viz obrdzek 3.4.1(a)), kterou navzorkujeme, a ndsledné budeme vzorky inter-
polovat. Jednu interpolaci provedeme pomoci Floaterovijch-Hormannovych vah
s parametrem d = 3, druhou podle Berrutovgch vah (d = 0) a pro treti jsme
pouZili barycentrickou Lagrangeovu metodu v Cebysevovyjch uzlech 2. druhu.
Vysledky vidime v tabulce 5.2. U této funkce miZeme pozorovat, Ze pro zvysugict
se podet uzli chyba konverguje [7] pro kaZdou metodu v rizngch rychlostech.
Floaterovy-Hormannovy vdhy jsou vyhodnéjsi neZ Berrutovy, barycentricky
Lagrangetiv pristup v Cebysevovijch uzlech je ale Fddové lepsi. Experimentdiné
ovsem dokdZeme nalézt nejlepsi hodnotu d, kterd chybu interpolace minima-
lizuje pro pripad pouziti Floaterovych-Hormannovych vah. Konkrétni hodnoty
jsme uvedli v tabulce 5.3. 'V zdvislosti na poctu uzli bychom tedy méli para-
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pocet uzlu | F.-H., d =3 | Berrut, d =0 | bar. Lag.
10 6,91-102 3,61-1072 1,32-1071T
20 2,83-1073 4,56 - 1073 1,77-1072
40 4,31-107F 1,46 - 1073 3,40-1077
80 5,12-1078 7471074 1,20 - 1077
160 3,01-1077 3,78-10% | 1,57-107 1%
320 1,82-10710 1,90-107% [ 3,11-1071°
640 11,1210 [ 9,54-107° | 4,11-1071°

Tabulka 5.2: Srovnani{ chyb interpolaci

pocet uzli | nejlepsi d | max. abs. chyba interpolace
10 0 3,61-1072
20 1 1,54-1073
40 3 431-107°°
80 7 2,04-10710
160 10 2,44-1071°
320 9 3,00-10"1°
640 10 444 -1071

Tabulka 5.3: Chyby pro nejlepsi d

metr d ménit. Vyhodou barycentrického raciondlniho pristupu s Floaterovymi-
Hormannovymi vahami oproti barycentrické Lagrangeové metodé je ten, Ze ne-
potrebujeme Cebysevovo rozlozent bodi, abychom sniZili chybu interpolace, staci
vybrat nejlepsi hodnotu d pro ekvidistanini uzly. Pokud ale nevime, jakou funkci
interpolujeme, nemdme na zdkladé ¢eho hodnotu d hledat. Pro Rungeovu funkci
je prthodné pomalu zvysovat d s narustajicim n [7]. Posledni dva tddky tabulky
5.8 tuto radu vyvraceji, to je ale zpusobeno tim, Ze chyba je na hranici pocitacové
presnosti.

A
Piiklad 5.4.2. Nyni proved'me jesté experiment pro funkci
x
g(z) = 5 + |z - 2?
2
(viz obrdzek 4.5.1). Z tabulky 5.4 vidime, Ze v tomto pripadé chyba interpolace
konverguje velice pomalu. Pomalost konvergence zpusobuje nehladkost funkce g,

v bodé 0 totiZ neni diferencovatelnd. Nejlepsi d také vykazuje pomalé sniZovdni
chyby (viz tabulka 5.5).
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pocet uzlu | F.-H., d =3 | Berrut, d =0 | bar. Lag.
10 3,81-1072 6,97-1072 | 5,92-102
20 1,90 - 102 3,44-1072 | 298 102
40 9,5-1073 1,73-1072 [ 1,49.1072
80 4751073 8,63-1072 | 7,46-1073
160 2,38-1073 431-1072 | 3,73-1073
320 1,19-1073 2,16-107% | 1,87-1073
640 5,94 -107% 1,08-107% [ 9,33-107%

Tabulka 5.4: Srovnani{ chyb interpolaci

pocet uzlu | nejlepsi d | max. abs. chyba interpolace
10 2 3,79-1072
20 1 1,89 - 1072
40 1 9,49 1073
80 1 4751073
160 1 2,38 -1073
320 1 1,19-1073
640 1 5,94 -10~%

Tabulka 5.5: Chyby pro nejlepsi d

40



Kapitola 6
Zaver

Cilem této prace bylo sezndmeni se s principem a vlastnostmi barycentrické
Lagrangeovy interpolace s naslednym zobecnénim na barycentrickou racionédlni
interpolaci. Nastudovali jsme si, jaké vyhody barycentricky tvar pfindsi. Kromé
numerické stability jsme se dozvédéli, Ze neni potieba vzorkovat data v Cebyse-
vovych uzlech pro zajisténi konvergence chyby. Zaroven by byla urcité zajimava
studie chovani barycentrické racionalni interpolace s Floaterovymi-Hormanno-
vymi vahami v zévislosti na hodnoté d. Vytvorili jsme také kédy v MATLABu,
pomoci nichz jsme realizovali pokusy a podle nich analyzovali jednotlivé metody
interpolaci.

41



Literatura

[1] W. Shen: An Introduction To Numerical Computation. World Scientific,
2019.

[2] T. Stasko: Nejlepsi polynomidini aproximace. Bakalaiska préce, VSB, Ost-
rava, 2020. https://dspace.vsb.cz/handle/10084/140434

[3] J.-P. Berrut, L. N. Trefethen: Barycentric Lagrange Interpolation. Society
for Industrial and Applied Mathematics, 2004.

[4] J. Stoer, R. Bulirsch: Introduction to Numerical Analysis, Second Edition.
Springer-Verlag New York, Inc., 1993.

[5] J.-P. Berrut, R. Baltensperger, H. Mittelman: Recent Developments in Ba-
rycentric Rational Interpolation. Birkhauser Verlag Basel, 2005.

[6] J.-P. Berrut: Rational Functions for Guaranteed and Experimentally Well-
Conditioned Global Interpolation. University of California, San Diego, 1988.

[7] M. S. Floater, K. Hormann: Barycentric rational interpolation with no poles
and high rates of approximation. Journal Numerische Mathematik, 2007.

[8] J. Venclovsky: Barycentrickd raciondlni interpolace. Bakaldrskd préce,
VUT, Brno, 2012.
https://dspace.vutbr.cz/handle/11012/1398671ocale-attribute=cs

Internetové zdroje citovany k datu 30. 4. 2022.

42



LITERATURA 43

Priloha A: MATLAB kédy

Popis vstupnich argumentu nize uvedenych funkei:
X, y - vektory vstupnich dat
xx - vektor hodnot na ose x, ve kterych budeme vyéislovat interpolant
w - vektor vah
a, b - meze intervalu pro generaci uzlu vybraného rozdéleni
n+1 - pocet uzlu pouzitych pro interpolaci

Pro vycisleni kombina¢nich ¢isel pouzivame zabudovanou MATLABovskou
funkci nchoosek.

Lagrangeova interpolace

function I = Lagrangelnterpolation(x,y,xx)

n = length(x);

I = zeros(size(xx));
for i=1 :n
Li = ones(size(xx));
for j =1 :n
if g o=

Li = Li x (oex(j))/(x(1)-—=x(j));

I =1+ Lixy(i);
end

Newtonova interpolace

function I = NewtonlInterpolation(x,y,xx)
n = length (x);

M = zeros(n);

I = zeros(size(xx));

M(: vl) =Y
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for i =n-1: -1 : 1
I =1 % (xx—x(i)) +M(i,i);
end

Ekvidistantni uzly

function p = EquidistantPoints(a,b,n)
p = linspace(a,b,n+1);

Cebysevovy uzly

function p = ChebyshevPoints(a,b,n)

i =0 : n;

p = (atb)/2 + (a—b)/2%cos ((2xi+1)xpi/(2%xn+2));
function p = ChebyshevPoints2(a,b,n)

i =0 : n;

p = (a%b)}? + (a—b)/2xcos(ixpi/n);

Barycentrické vahy pro Lagrangeovu interpolaci

function w = BarycentricWeightsEquidistant (n)

w = zeros (1,n+1);
for i =0 : n
w(i+1l) = (—1) " i*nchoosek(n,i);
end
function w = BarycentricWeightsChebyshev (n)
v=20: n;
w=(—1)."v.xsin ((2xv+1)*pi/(2%xn+2));
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function w = BarycentricWeightsChebyshev2(n)

w = ones(1,n+1);

w(l) = 1/2;

w(end) = 1/2;

w(2:2:end) = w(2:2:end) .x (—1);

Metoda inverznich diferenci

function I = InverseDifferences(x,y,xx)
n = length (x);
M = zeros(n);
I = zeros(size(xx));
M(:,1) = y;
for i =2 :n
for j =i n
M(j, 1) = (x(i-1) — x(j))/M(i-1,i-1) = M(j,i-1));
end
end

I =1+Mn,n);
for i =n—-1: -1 : 1
I = (xx — x(i))./T +M(i,i);

end

Floaterovy-Hormannovy vahy

function w = FloaterHormannWeights(n,d)

W= (—1).7(0:n);
w_abs = zeros(1,n+1);
for k =0 : n
for i = max(0,k—d) : min(k,n—d)
w_abs (k+1) = w_abs(k+1) + nchoosek(d,k—1i);
end

end

w=w .x w_abs;
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Barycentricka Lagrangeova/raciondlni interpolace

Zaklad funkce BarycentricInterpolation byl prevzat ze strany 510 v ¢lanku [3].
Prace s proménnymi exact.y a exact_yy fre$i dodefinovani interpolantu
v interpola¢nich uzlech.

function I = BarycentricInterpolation (x,y,xx,w)

n length (x);

m = size(xx);
numerator = zeros (m);
denominator = zeros (m);
exact_yy = zeros (m);
exact.y = zeros(1l,n);

for i =1 :n
xdiff = xx — x(1);
temp = w(i)./xdiff;

numerator = numerator + temp*y(i);
denominator = denominator + temp;
exact_yy (xdiff = 0) = 1;
exact_y (i) = nnz(xdiff = 0);
end
I = numerator ./ denominator;
I(exact.yy = 1) = y(exact.y = 1);



