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Abstrakt

Pro nalezeńı přibližných hodnot funkce na daném intervalu se v numerice po-
už́ıvá metoda s názvem polynomiálńı interpolace. Jeden ze známých zp̊usob̊u jej́ı
realizace je Lagrangeova interpolace. Ćılem této práce je seznámeńı se
s barycentrickou variantou Lagrangeovy interpolace, která nám poskytuje lepš́ı
výpočetńı vlastnosti, jako je stabilita, flexibilita a menš́ı časová náročnost. Tato
varianta se pak dá dále rozš́ı̌rit pomoćı barycentrické racionálńı interpolace,
jej́ıž interpolant má tvar zlomku s polynomem v čitateli i jmenovateli.

Kĺıčová slova

Polynomiálńı interpolace, Lagrangeova interpolace, Newtonova interpolace, ba-
rycentrická Lagrangeova interpolace, racionálńı interpolace, barycentrická ra-
cionálńı interpolace

Abstract

In numerical mathematics, the method used for approximating function values
on a given interval is called polynomial interpolation. One of its implemen-
tations is known as Lagrange interpolation. The goal of this thesis is to learn
about the barycentric form of Lagrange interpolation, which provides better
computational properties such as stability, flexibility and lesser complexity. This
variant can be expanded further with the use of barycentric rational interpo-
lation, which interpolant takes form of a fraction with a polynomial in numerator
and denominator.

Keywords

Polynomial interpolation, Lagrange interpolation, Newton interpolation, bary-
centric Lagrange interpolation, rational interpolation, barycentric rational in-
terpolation



Seznam značeńı

Pn prostor všech reálných polynomů stupně nejvýše n
Rm,n prostor všech racionálńıch funkćı P/Q, kde P ∈ Pm, Q ∈ Pn

Cn(⟨a, b⟩) prostor všech n-krát spojitě derivovatelných funkćı na ⟨a, b⟩
O(f(n)) asymptotická složitost v závislosti na n
||f ||∞ maxξ∈⟨a,b⟩|f(ξ)|,maximová norma
sgn funkce signum, znaménková funkce

0⃗ nulový sloupcový vektor
\ množinový rozd́ıl
△ konec př́ıkladu

konec d̊ukazu

Seznam zkratek

FLOP operace v plovoućı řádově čárce (FLoating-point OPeration)
SLR systém lineárńıch rovnic
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5.4 Numerické experimenty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

6 Závěr 41
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Kapitola 1

Úvod

Existuje řada metod k nalezeńı řešeńı úlohy interpolace, tj. k nalezeńı funkce,
jej́ıž graf procháźı zadanou množinou bod̊u. Každá z nich disponuje svými vý-
hodami i nevýhodami, mohou se lǐsit zejména výpočetńı náročnost́ı, stabilitou
či flexibilitou. Základńı metody interpolace (např. Lagrangeova interpolace nebo
Newtonova interpolace) nám poskytuj́ı kvality, se kterými se občas nemuśıme
spokojit. V této práci si ukážeme metody a formy interpolace, které tyto vlast-
nosti postupně vylepšuj́ı.

Barycentrická Lagrangeova interpolace je flexibilńı a stabilńı [3]. Nezávislost
barycentrických vah na složce y nám umožňuje jejich znovupoužit́ı pro několik
soubor̊u dat s totožným rozděleńım uzl̊u na vodorovné ose. U polynomiálńı
interpolace hraje rozložeńı uzl̊u velkou roli na velikosti maximálńı chyby inter-
polace, přičemž Čebyševovo rozděleńı nám poskytuje nejlepš́ı výsledky. Bary-
centrická racionálńı interpolace obecně nepotřebuje speciálńı rozložeńı uzl̊u pro
dobré výsledky. Správnou volbou barycetrických vah pak můžeme zabránit exis-
tenci bod̊u nespojitosti [6] a tyto váhy lze dále volit tak, abychom interpolant
v̊uči interpolované funkci v́ıce zpřesnili [7].

V kapitole 2 si definujeme pojem polynomiálńı interpolace a budeme se
zabývat dvěmi jej́ımi metodami, a to Lagrangeovou interpolaćı a Newtono-
vou interpolaćı. Ukážeme si, že každé úloze nalezeńı polynomiálńı interpolace
nálež́ı právě jedno řešeńı. Vysvětĺıme si, jak odhadnout maximálńı chybu in-
terpolace a jak ji lze pomoćı vybraných rozložeńı uzl̊u ovlivnit. Kapitola 3
bude věnována vylepšeńı Lagrangeovy interpolace do barycentrického tvaru,
který nám poskytne řadu výhod oproti metodám z kapitoly 2. Definujeme si tzv.
barycentrické váhy a ukážeme, jak vypadaj́ı pro konkrétńı rozložeńı uzl̊u. Čtvrtá
kapitola objasńı úlohu racionálńı interpolace. Předvedeme si, že pokud řešeńı
této úlohy existuje, tak neńı v jistém smyslu jednoznačné. Odvod́ıme si také
zp̊usob nalezeńı řešeńı pomoćı metody inverzńıch diferenćı. V posledńı kapitole
definujeme pojem barycentrické racionálńı interpolace a ukážeme si, že vhodnou
volbou barycentrických vah se zbav́ıme nechtěných bod̊u nespojitosti v řešeńı.
Konec každé kapitoly obsahuje numerické pokusy daného zp̊usobu interpolace.
V př́ıloze A jsou zmı́něné metody interpolace implementovány v MATLABu.
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Kapitola 2

Polynomiálńı interpolace

V této kapitole si ukážeme základy polynomiálńı interpolace, které můžeme
nalézt v knihách W. Shen [1], J. Stoera a R. Bulirsche [4].

Mějme jako vstupńı data dáno n + 1 bod̊u (xi, yi), kde všechna xi jsou
navzájem r̊uzná (n ∈ N, i ∈ {0, 1, . . . , n}). Ćılem interpolace je nalézt vhod-
nou funkci f , která těmito body procháźı, tedy pro každé xi a yi plat́ı tzv.
interpolačńı podmı́nky

f(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. (2.1)

V metodách interpolace, kterými se budeme v této kapitole zabývat, je hledaná
funkce ve tvaru reálného polynomu, jehož stupeň je nejvýše n:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Pn.

2.1 Lagrangeova interpolace

Definujme pro každé i ∈ {0, 1, . . . , n} Lagrangeovy bázové funkce Li následovně:

Li(x) =

n∏
k=0
k ̸=i

x− xk

xi − xk
. (2.2)

Tyto funkce disponuj́ı d̊uležitou vlastnost́ı. Lze vidět, že dosazeńım xi za x
źıskáme po vykráceńı zlomku hodnotu 1. Dosazeńım jiné hodnoty ze vstupńıch
dat nám však vyjde 0 z d̊uvodu nulovosti jednoho členu v čitateli, tj.

Li(xj) =

{
1, j = i,
0, j ̸= i,

i, j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Tato kvalita nám umožńı sestavit Lagrange̊uv interpolačńı polynom ve tvaru

L(x) =

n∑
i=0

Li(x)yi. (2.3)

4



KAPITOLA 2. POLYNOMIÁLNÍ INTERPOLACE 5

Funkčńı hodnota L(xj) v jednom ze zadaných bod̊u pak bude obsahovat jenom
j-tý člen sumy, ostatńı členy budou nulové. Jelikož je nav́ıc tento člen roven yj ,
interpolačńı polynom splňuje podmı́nky (2.1).

Tato metoda má nevýhodu v tom, že pokud bychom źıskali př́ıdavná vstupńı
data a chtěli je zakomponovat do naš́ı již sestrojené interpolace, muśıme všechny
bázové funkce vypoč́ıtat znovu, tj. metoda neńı flexibilńı. Pokaždé tedy muśıme
poč́ıtat s náročnost́ı na výpočet v řádu O(n2) FLOP. Následuj́ıćı metoda tento
problém mı́t však nebude.

2.2 Newtonova forma interpolace

Začněme od př́ıkladu s jedńım vzorkem dat (x0, y0). Interpolačńı polynom voĺıme
jako konstantńı funkci s hodnotou y0:

N0(x) = y0.

Pro následuj́ıćı vzorek (x1, y1) přidáme nový člen polynomu tak, aby v bodě x0

byla zachována p̊uvodńı hodnota y0:

N1(x) = N0(x) + a1(x− x0).

Ze členu (x − x0) je zachováńı hodnoty v x0 zřejmé. Nyńı potřebujeme zvolit
č́ıslo a1 tak, aby byla splněna interpolačńı podmı́nka N1(x1) = y1, čili dosad́ıme
x1 a dostaneme

N1(x1) = N0(x1) + a1(x1 − x0),

a1 =
N1(x1)−N0(x1)

x1 − x0

=
y1 − y0
x1 − x0

.

Obdobným postupem pokračujeme dále. Pro nový vzorek (x2, y2) opatř́ıme po-
lynom členem, který nezměńı hodnoty v žádném předchoźım xi, i ∈ {0, 1}, tedy

N2(x) = N1(x) + a2(x− x0)(x− x1).

Z interpolačńı podmı́nky N2(x2) = y2 vypočteme a2:

N2(x2) = N1(x2) + a2(x2 − x0)(x2 − x1),
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a proto

a2 =
N2(x2)−N1(x2)

(x2 − x0)(x2 − x1)

=
y2 − y0 − y1−y0

x1−x0
(x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)

=
y2 − y0 − y1−y0

x1−x0
(x2 − x1 + x1 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)

=
y2 − y0 − y1−y0

x1−x0
(x2 − x1)− y1−y0

x1−x0
(x1 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)

=
y2 − y0 − y1−y0

x1−x0
(x2 − x1)− y1 + y0

(x2 − x0)(x2 − x1)

=
y2 − y1 − y1−y0

x1−x0
(x2 − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

=

y2−y1

x2−x1
− y1−y0

x1−x0

x2 − x0
.

Stejně bychom postupovali při přidáváńı daľśıch dat. Obecně můžeme zapsat
rekurentńı vztah pro Newton̊uv interpolačńı polynom s k + 1 vzorky:

N0(x) = a0 = y0,

Nk(x) = Nk−1(x) + ak(x− x0)(x− x1) · · · (x− xk−1),
(2.4)

kde koeficient ak je roven

ak =
yk −Nk−1(xk)

(xk − x0)(xk − x1) · · · (xk − xk−1)
, k ∈ N.

Sepsáńım vztah̊u (2.4) do jednoho vzorce źıskáme předpis

Nk(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ ak(x− x0)(x− x1) · · · (x− xk−1), (2.5)

jehož vyč́ısleńı má složitost O(k2) FLOP. Postupným vytýkáńım člen̊u (x− xi)
dostaneme tzv. vnořený tvar polynomu

Nk(x) = a0 + (x− x0)(a1 + (x− x1)(a2 + · · ·+ (x− xk−1)(ak))), (2.6)

který se použ́ıvá při výpočtech, jelikož jeho vyč́ısleńı stoj́ı oproti (2.5) jen O(k)
FLOP.

Předved’me si nyńı algoritmus, kterým se daj́ı vypoč́ıst koeficienty ai, i ∈
{0, 1, . . . , k}. Pro tento účel si definujme speciálńı funkci f , tzv. pod́ılovou dife-
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renci:

f [x0] = y0,

f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0
,

f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0
,

f [x0, x1, x2, x3] =
f [x1, x2, x3]− f [x0, x1, x2]

x3 − x0
,

...

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0
.

Vytvoř́ıme trojúhelńıkovou tabulku (k + 1) × (k + 1) (viz tabulku 2.1),
ve které budeme zleva po sloupćıch vyč́ıslovat hodnoty pod́ılových diferenćı.
Hodnoty na diagonále pak budou odpov́ıdat koeficient̊um ai, i ∈ {0, 1, . . . , k}.

x0 f [x0]
x1 f [x1] f [x0, x1]
x2 f [x2] f [x1, x2] f [x0, x1, x2]
...

...
...

...
. . .

xk f [xk] f [xk−1, xk] f [xk−2, xk−1, xk] . . . f [x0, x1, . . . , xk]

Tabulka 2.1: Tabulka pod́ılových diferenćı

Sestaveńı kompletńı tabulky vyžaduje O(k2) FLOP.
Zmiňme ještě detaily o flexibilitě. Při přidáváńı nového vzorku (xk+1, yk+1)

k souboru již zpracovaných bod̊u zvýš́ıme rozměr tabulky o 1. Nový řádek na-
plńıme hodnotami pod́ılových differenćı, na vzniklém diagonálńım prvku pak
źıskáme koeficient ak+1. K p̊uvodńımu interpolačńımu polynomu pak jen při-
čteme člen ak+1(x−x0)(x−x1) · · · (x−xk). Složitost sestaveńı nového polynomu
použit́ım vnořeného tvaru (2.6) pak čińı O(k) FLOP.

2.3 Existence a jednoznačnost interpolačńıho po-
lynomu

Ukažme nyńı, že polynomiálńı interpolant na zvoleném souboru dat vždy exis-
tuje a je unikátńı.

Existence interpolantu plyne z platnosti vztahu (2.1) jak u Lagrangeovy
metody, tak u Newtonovy metody. Umı́me pomoćı nich sestrojit polynom vy-
hovuj́ıćı interpolačńım podmı́nkám (2.1), proto muśı existovat.

Nyńı předpokládejme, že existuj́ı dva r̊uzné interpolačńı polynomy p, q ∈ Pn

pro stejná vstupńı data. Jelikož prokládáme n+ 1 bod̊u, tak funkce

r(x) = p(x)− q(x)
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muśı mı́t alespoň n+ 1 kořen̊u, a to v bodech xi, protože plat́ı:

p(xi) = q(xi), i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Funkce r jistě nálež́ı do Pn. Podle základńı věty algebry ovšem identicky ne-
nulová funkce z Pn má právě n kořen̊u (včetně násobnost́ı). Proto r muśı být
identicky nulová, tj. pro všechna x ∈ R plat́ı:

0 = p(x)− q(x),

p(x) = q(x).

Polynomy p a q tedy nemohou být r̊uzné. Ukázali jsme si tedy, že interpolačńı
polynom existuje jednoznačně.

2.4 Odhad chyby interpolace

Následuj́ıćı věta nám poṕı̌se chováńı chyby, které se dopoušt́ıme při interpo-
lováńı funkce polynomem.

Věta 2.4.1. Mějme funkci f ∈ Cn+1(⟨a, b⟩). Mějme polynom p ∈ Pn interpo-
luj́ıćı f v bodech (xi, yi), i ∈ {0, 1, . . . , n}, kde všechna xi ∈ ⟨a, b⟩ jsou navzájem
r̊uzná. Definujme chybovou funkci e = f −p. Pak pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩ existuje
č́ıslo ξ ∈ ⟨a, b⟩ takové, že

e(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi). (2.7)

D̊ukaz. Pro x = xi je tvrzeńı triviálńı, jelikož e(xi) = 0. Zaměřme se tedy
na př́ıpad, kdy x ̸= xi. Označme

w(t) =

n∏
i=0

(t− xi) ∈ Pn+1,

ϕ(t) = f(t)− p(t)− f(x)− p(x)

w(x)
w(t),

kde x ∈ ⟨a, b⟩ je libovolné fixńı č́ıslo.
Zřejmě, ϕ ∈ Cn+1(⟨a, b⟩). Všimněme si, že dohromady n + 2 kořen̊u funkce

ϕ jsou v bodech x0, x1, . . . , xn a také v x. Derivaćı ϕ sńıž́ıme počet kořen̊u
o jeden, což zjist́ıme, když na každé dva sousedńı kořeny aplikujeme Rolleovu
větu. (n + 1)-ńı derivaćı ϕ vznikne funkce ϕ(n+1) s jedńım kořenem v ⟨a, b⟩.
Tento kořen nyńı označme symbolem ξ. Plat́ı

ϕ(n+1)(t) =

(
f(t)− p(t)− f(x)− p(x)

w(x)
w(t)

)(n+1)

= f (n+1)(t)− p(n+1)(t)− f(x)− p(x)

w(x)
w(n+1)(t)

= f (n+1)(t)− 0− f(x)− p(x)

w(x)
(n+ 1)!.
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Dosad́ıme ξ:

0 = f (n+1)(ξ)− f(x)− p(x)

w(x)
(n+ 1)!.

Osamostatněńım f(x)− p(x) dostaneme

f(x)− p(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
w(x)

=
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi).

Vztah (2.7) nám pomůže při minimalizaci odchylky interpolantu od sku-
tečných hodnot funkce f , jelikož nám ř́ıká, na čem tato chyba záviśı. V daľśı
části se budeme věnovat jednomu z těchto faktor̊u, a to konkrétně optimálńımu
rozložeńı uzl̊u xi, které ovlivňuje hodnotu součinu

n∏
i=0

(x− xi). (2.8)

2.4.1 Ekvidistantńı uzly

Uzly s ekvidistantńım rozložeńım na intervalu ⟨a, b⟩ rozumı́me hodnoty xi,
jejichž vzdálenosti mezi každými dvěma sousedy jsou stejné:

xi = a+ ih, h =
b− a

n
, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

a

x x x x x x

b

...
0 1 2 n-2 n-1 n

Obrázek 2.4.1: Ekvidistantńı uzly

Ukažme si nyńı, jak toto rozložeńı ovlivňuje hodnotu součinu (2.8).

Věta 2.4.2. Mějme na intervalu ⟨a, b⟩ zadáno n + 1 ekvidistantńıch uzl̊u xi

s krokem h = b−a
n . Pak pro x ∈ ⟨a, b⟩ plat́ı:

n∏
i=0

|x− xi| ≤
1

4
hn+1n!. (2.9)

D̊ukaz. Omezme se na výběr bodu x z krajńıho intervalu ⟨x0, x1⟩, jelikož neńı
težké si rozmyslet, že v něm je součin (2.8) maximálńı. Můžeme pak omezit
hodnoty činitel̊u:

|x− x2| ≤ 2h, |x− x3| ≤ 3h, . . . , |x− xn| ≤ nh.
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Pro x0 a x1 se můžeme shora omezit na h, existuje však lepš́ı odhad. Analýzou
funkce

|(x− x0)(x− x1)|

lze lehce zjistit, že na intervalu ⟨x0, x1⟩ nabývá maxima (x1−x0)
2

4 = h2

4 . Proto

|(x− x0)(x− x1)| ≤
h2

4
.

Můžeme tedy psát

n∏
i=0

|x− xi| ≤
h2

4
· 2h · 3h · · · · · nh ≤ 1

4
hn+1n!.

Dle (2.9) a (2.7) tedy můžeme v př́ıpadě použit́ı ekvidistantńıch uzl̊u shora
omezit chybu na

|e(x)| ≤ hn+1

4(n+ 1)
||f (n+1)||∞, x ∈ ⟨a, b⟩. (2.10)

Jednou z nevýhod volby těchto uzl̊u je, že na kraj́ıch intervalu ⟨a, b⟩ můžeme
pozorovat velká vychýleńı interpolantu od reálných hodnot funkce f , jak již
bylo naznačeno v d̊ukazu. Abychom se vyhnuli tomuto jevu, můžeme použ́ıt
následuj́ıćı rozložeńı uzl̊u, které chybu rovnoměrně rozprostře.

2.4.2 Čebyševovy uzly

Pro začátek se omezme na interval ⟨−1, 1⟩. Čebyševovy uzly 1. druhu maj́ı tvar

xi = cos
(2i+ 1)π

2(n+ 1)
, i ∈ {0, 1, . . . , n}. (2.11)

Transformaćı uzl̊u do ⟨a, b⟩ źıskáme

xi =
a+ b

2
+

a− b

2
cos

(2i+ 1)π

2(n+ 1)
, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Na obrázku 2.4.2 můžeme pozorovat shlukováńı uzl̊u u krajńıch bod̊u inter-
valu ⟨a, b⟩. Tato vlastnost pomáhá řešit problém ekvidistantńıch uzl̊u - velké
hodnoty chyby na kraj́ıch jsou kompenzovány častěǰśım vzorkováńım.

Čebyševovy uzly 2. druhu se lǐśı jen v distribuci argumentu kosinu na inter-
valu ⟨0, π⟩, obsahuje i jeho koncové body narozd́ıl od (2.11):

xi =
a+ b

2
+

a− b

2
cos

iπ

n
, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Pro oba tyto typy uzl̊u na intervalu ⟨−1, 1⟩ plat́ı následuj́ıćı věta, kterou si již
uvedeme bez d̊ukazu.
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a

x x x x x x

b
...

0 1 2 n-2 n-1 n

Obrázek 2.4.2: Čebyševovy uzly

Věta 2.4.3. Mějme na intervalu ⟨−1, 1⟩ zadáno n + 1 Čebyševových uzl̊u xi.
Pak pro x ∈ ⟨−1, 1⟩ plat́ı:

n∏
i=0

|x− xi| ≤ 2−n.

Zároveň Čebyševovy uzly nejlépe minimalizuj́ı výše uvedený součin ze všech
možných rozložeńı uzl̊u x0, x1, . . . , xn v ⟨−1, 1⟩:

max
x∈⟨−1,1⟩

n∏
i=0

|x− xi| = 2−n ≤ max
x∈⟨−1,1⟩

n∏
i=0

|x− xi|. (2.12)

D̊ukaz. Viz např. stranu 17 v [2].

Volbou těchto uzl̊u se tedy chyba interpolace na ⟨−1, 1⟩ omeźı na

|e(x)| ≤ ||f (n+1)||∞
2n(n+ 1)!

, x ∈ ⟨−1, 1⟩. (2.13)

2.5 Numerické experimenty

V této sekci budeme zkoumat chybu interpolace konkrétńıch rozložeńı uzl̊u.
Každou vybranou funkci si navzorkujeme ve vybraných uzlech a budeme sle-
dovat, jak je j́ı interpolace na základě těchto bod̊u věrná. Interpolanty jsme
vyč́ıslovali ve 100 ekvidistantńıch bodech rozložených na intervalu ⟨−1, 1⟩. Ma-
ximálńı naměřená absolutńı chyba je poč́ıtána jako největš́ı absolutńı chyba přes
všechny vyč́ıslované hodnoty interpolantu.

V levém grafu je modrou čarou uvedena funkce, kterou interpolujeme. Červe-
ně je znázorněn interpolačńı polynom, který však nemuśı být viditelný z d̊uvodu
malého řádu chyby (bude zřetelný v př́ıkladech 2.5.3 a 2.5.4). Na pravé straně
je plnou černou čarou vynesena naměřená chyba, červenou přerušovanou čarou
je vymezen odhad chyby.

Př́ıklad 2.5.1. f1(x) = sinx, 6 ekvidistantńıch uzl̊u, x0 = −1, x5 = 1

Maximová norma: ||f (6)
1 ||∞ = ||− sinx||∞ = − sin(−1) ≈ 8,41 · 10−1
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Maximálńı teoretická chyba: 1,44 · 10−4

Maximálńı naměřená chyba: 1,63 · 10−5
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0
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0.4
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0.8

1

x

y

(a) Funkce f1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9
#10-5

x

|e(x)|

(b) Chyba interpolace f1

Obrázek 2.5.1: Grafy k př́ıkladu 2.5.1

Na obrázku 2.5.1(b) m̊užeme vidět jǐz zmı́něný trend ekvidistantńıch uzl̊u, tj.
na kraj́ıch intervalu je chyba nejvěťśı. Nicméně jsme vyvázli s chybou poměrně
malého řádu 1,63 · 10−5, pouhým okem tedy nelze rozeznat funkci f1 od jej́ıho
interpolantu.

Pomoćı spočtené maximové normy ||f (6)
1 ||∞ a vztahu (2.10) dostaneme odhad

chyby interpolace:

|e(x)| ≤
( 25 )

6

4 · 6
· 8,41 · 10−1 ≈ 1,44 · 10−4, x ∈ ⟨−1, 1⟩.

△

Př́ıklad 2.5.2. f2(x) = ex sinx, 9 Čebyševových uzl̊u 1. druhu

Maximová norma: ||f (9)
2 ||∞ = ||16ex(sinx+ cosx)||∞ = 16e(sin 1 + cos 1)

Maximálńı teoretická chyba: 6,47 · 10−7

Maximálńı naměřená chyba: 2,17 · 10−7

Obrázek 2.5.2(b) ilustruje rovnoměrné rozložeńı chyby intepolace pomoćı Če-
byševových uzl̊u.

Analýzou funkce |f (9)
2 (x)| = 16|ex(sinx + cosx)| zjist́ıme, že na intervalu

⟨−1, 1⟩ je spojitá a nabývá jednoho lokálńıho extrému, a to f
(9)
2 (−π

4 ) = 0.
V tomto bodě se ale nacháźı minimum, my hledáme maximum. To pak muśı
být v jednom z krajńıch bod̊u intervalu, konkrétně v x = 1:

||f (9)
2 ||∞ = f

(9)
2 (1) = 16e(sin 1 + cos 1) ≈ 6,01 · 101.

Dle předpisu (2.13) nalezneme odhad chyby:

|e(x)| ≤ 6,01 · 101

28 · 9!
≈ 6,47 · 10−7, x ∈ ⟨−1, 1⟩.
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(b) Chyba interpolace f2

Obrázek 2.5.2: Grafy k př́ıkladu 2.5.2

△

Př́ıklad 2.5.3. g(x) = sin(πx) cos(πx), 9 ekvidistntńıch uzl̊u, x0 = −1, x8 = 1
Maximová norma: ||g(9)||∞ = ||256π9 cos(2πx)||∞ = 256π9

Maximálńı teoretická chyba: 8,09 · 10−1

Maximálńı naměřená chyba: 1,41 · 10−1
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(b) Chyba interpolace g

Obrázek 2.5.3: Grafy k př́ıkladu 2.5.3

△

Př́ıklad 2.5.4. g(x) = sin(πx) cos(πx), 9 Čebyševových uzl̊u 1. druhu
Maximová norma: ||g(9)||∞ = ||256π9 cos(2πx)||∞ = 256π9

Maximálńı teoretická chyba: 8,21 · 10−2

Maximálńı naměřená chyba: 3,54 · 10−2
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(b) Chyba interpolace g

Obrázek 2.5.4: Grafy k př́ıkladu 2.5.4

Pro př́ıklady 2.5.3 a 2.5.4 byla vybrána stejná funkce g. Oproti prvńım dvěma
ukázkám však chyba interpolace o několik řád̊u vzrostla. D̊uvodem je vysoká hod-
nota maximové normy (n+ 1)-ńı, tedy deváté derivace funkce g. Jelikož se po-
hybujeme na intervalu ⟨−1, 1⟩, lze usoudit, že

||256π9 cos(2πx)||∞ = 256π9 ≈ 7,63 · 106,

což např. pro Čebyševovy uzly dá dle (2.13) horńı mez absolutńı chyby

|e(x)| ≤ 7,63 · 106

28 · 9!
≈ 8,21 · 10−2.

V neposledńı řadě si m̊užeme také povšimnout, že s Čebyševovými uzly jsme
dosáhli skoro o jeden řád menš́ı chyby oproti ekvidistantńım uzl̊um, což jsme
očekávali, viz (2.12).

△



Kapitola 3

Barycentrická Lagrangeova
interpolace

Vrat’me se nyńı zpět k Lagrangeově metodě. Oproti Newtonově př́ıstupu postrá-
dá na flexibilitě, tuto vlastnost lze ovšem źıskat jiným pohledem na Langrange-
ovu interpolaci. Informace o tomto postupu budeme převážně čerpat z článku
J.-P. Berruta a L. N. Trefethena [3].

3.1 Výhodněǰśı formulace Lagrangeovy interpo-
lace

Přeformulujme si vyjádřeńı interpolantu (2.3). Nejprve si všimněme, že čitatel
Lagrangeovy bázové funkce Li (2.2) se dá zapsat jako

ℓ(x) =

n∏
j=0

(x− xj)

vydělený členem x − xi. Pokud poté definujeme tzv. barycentrické váhy wi

pomoćı

wi =
1

n∏
j=0
j ̸=i

(xi − xj)
, i ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.1)

můžeme zapsat i-tou Lagrangeovu bázovou funkci jako

Li(x) =
ℓ(x)

x− xi
wi, i ∈ {0, 1, . . . , n}.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom (2.3) pak má tvar

L(x) =

n∑
i=0

ℓ(x)

x− xi
wiyi,

15
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ve kterém můžeme ze sumy vytknout čitatele ℓ(x), jelikož nezáviśı na sumačńı
proměnné i. Dostáváme barycentrický tvar Lagrangeovy interpolace

L(x) = ℓ(x)

n∑
i=0

wi

x− xi
yi. (3.2)

Nyńı se pod́ıvejme, jak jsme na tom se složitost́ı. Barycentrické váhy wi do-
hromady zaberou O(n2) FLOP pro jejich vyč́ısleńı, výraz ℓ(x) má náročnost
vyč́ısleńı O(n) FLOP. Výpočet hodnoty interpolačńıho polynomu L(x) při zna-
losti těchto objekt̊u pak zabere O(n) FLOP. Celkově tedy poč́ıtáme s náročnost́ı
O(n2) FLOP.

Narozd́ıl od předchoźıho pohledu na Lagrangeovu interpolaci je nám nyńı
umožněno efektivně přidávat nové vzorky dat. S každým novým vzorkem
(xn+1, yn+1) potřebujeme podělit každou i-tou váhu výrazem xi − xn+1,
i = 0, 1, . . . , n, a vypoč́ıst jednu novou váhu wn+1. Na obě operace potřebujeme
O(n) FLOP. Celkově nám tedy přidáńı nového prvku zabere O(n) FLOP.

Oproti Newtonově metodě źıskáváme nav́ıc nezávislost barycentrických vah
wi, i = 0, 1, . . . , n, na hodnotách yj ze vstupńıch dat (xj , yj), j = 0, 1, . . . , n.
Této nezávislosti lze např́ıklad využ́ıt v situaci, kde máme dva soubory dat,
kde se vzorky lǐśı pouze v yj - neńı nutné znovu napoč́ıtávat barycentrické váhy
wi.

3.2 Barycentrický tvar Lagrangeovy interpolace

Vztah (3.2) lze zapsat ještě elegantněji a výhodněji. Interpolujeme-li konstantńı
funkci 1, dostaneme

1 =

n∑
i=0

Li(x) = ℓ(x)

n∑
k=0

wk

x− xk
.

Jelikož interpolant konstantńı funkce je tatáž konstantńı funkce, můžeme jed-
ničkou podělit p̊uvodńı předpis (3.2). T́ımto se vykrát́ı společný faktor ℓ(x)
a źıskáme druhý zp̊usob zápisu barycentrického tvaru Lagrangeovy interpolace:

L(x) =

n∑
k=0

wk

x− xk
yk

n∑
k=0

wk

x− xk

. (3.3)

V literatuře se tento vztah uvád́ı jako
”
pravá“ barycentrická formulace [3].

Stejně jako (3.2), tak i (3.3) má stejné výpočetńı náročnosti. Nav́ıc ale vyjádřeńı
ve tvaru zlomku umožńı kráceńı společných faktor̊u nezávislých na k v čitateli
a jmenovateli, čehož využijeme v následuj́ıćı sekci.
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3.3 Barycentrické váhy

Při použit́ı vybraných rozložeńı uzl̊u lze váhy wi vyjádřit explicitně. Ukažme
pro již uvedené distribuce uzl̊u, jak tyto váhy vypadaj́ı.

3.3.1 Ekvidistantńı uzly

Věta 3.3.1. Barycentrické váhy wi při použit́ı ekvidistantńı distribuce n + 1
uzl̊u lze zjednodušeně vyjádřit pomoćı

wi = (−1)i
(
n

i

)
(3.4)

pro i ∈ {0, 1, . . . , n}.
D̊ukaz. Za účelem přehlednosti se zaměř́ıme na převrácenou hodnotu váhy.
Každé dva ekvidistantńı body xi a xj můžeme nahradit součty a+ ih a a+ jh,
kde h je vzdálenost mezi dvěma libovolnými sousedńımi uzly. Pro převrácenou
váhu wi pak dle vztahu (3.1) plat́ı:

1

wi
=

n∏
j=0
j ̸=i

(a+ ih− a− jh) =

n∏
j=0
j ̸=i

h(i− j) = hn
n∏

j=0
j ̸=i

(i− j).

Člen hn se ve vzorci (3.3) po vytknut́ı (jeho převrácené hodnoty) ze sumy
vykrát́ı, lze jej tedy vynechat. Můžeme dále psát:

n∏
j=0
j ̸=i

(i− j) =

i−1∏
j=0

(i− j) ·
n∏

j=i+1

(i− j).

Neńı těžké si uvědomit, že

i−1∏
j=0

(i− j) = i!,

n∏
j=i+1

(i− j) = (−1)n−i(n− i)!.

Pokračováńım ve vyjádřeńı źıskáme

1

wi
= i! · (−1)n−i(n− i)! = (−1)n−i · n!(

n
i

) = (−1)n · (−1)−i · n!(
n
i

) .
Členy (−1)n a n! ve vztahu (3.3) taktéž vykrát́ı. Nakonec nám tedy zbyde

1

wi
= (−1)−i 1(

n
i

) ⇒ wi = (−1)i
(
n

i

)
.

Váhy je z hlediska počtu FLOP výhodné poč́ıtat pomoćı kombinačńıch č́ısel
dle principu sč́ıtáńı v Pascalově trojúhelńıku tzn. muśıme si sestavit Pascal̊uv
trojúhelńık až po n-tý řádek. Počet FLOP tohoto postupu patř́ı řádově do stejné
složitosti O(n2) jako u vyč́ısleńı pomoćı faktoriál̊u. Při sč́ıtáńı je ovšem koeficient
u n2 pouze čtvrtinový oproti použit́ı vzorečku s faktoriály.
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3.3.2 Čebyševovy uzly

Věta 3.3.2. Barycentrické váhy wi při použit́ı Čebyševových uzl̊u 1. druhu mo-
hou být vyjádřeny jako

wi = (−1)i sin
(2i+ 1)π

2n+ 2

pro i ∈ {0, 1, . . . , n}. Pro Čebyševovy uzly 2. druhu lze váhy vyjádřit jako

wi = (−1)iδi, δi =

{
1/2, i = 0 ∨ i = n,
1, jinak,

pro i ∈ {0, 1, . . . , n}.

D̊ukaz. Viz např. stranu 506 v [3].

3.4 Numerické experimenty

V této části nyńı srovnáme dvě metody, a to barycentrickou Lagrangeovu me-
todu a Newtonovu metodu. Bude nás zaj́ımat hlavně stabilita. Interpolace bude
tvořena pomoćı vzork̊u sledovaných v Čebyševových uzlech 2. druhu na inter-
valu ⟨−1, 1⟩. Počet vykreslovaćıch bod̊u, v nichž na sledovaném úseku poč́ıtáme
naměřené chyby interpolace, je 1000.

Grafy na obrázćıch 3.4.1(a) a 3.4.2(a) znázorňuj́ı funkci, která je interpo-
lována. V grafech 3.4.1(b) a 3.4.2(b) je sledována maximálńı naměřená abso-
lutńı chyba, která je závislá na počtu vzork̊u. Pro přehledněǰśı zobrazeńı chyby
použijeme logaritmickou škálu svislé osy. Červenou barvou je zaznačena chyba
Newtonovy metody, modrá čára pak odpov́ıdá chybě barycentrické Lagrangeovy
metody.

Př́ıklad 3.4.1. Pro prvńı experiment jsme vybrali škálovanou Rungeovu funkci

h1(x) =
1

1 + 25x2
.

V grafu 3.4.1(b) m̊užeme sledovat, že do 45 vzork̊u se interpolace chová tak,
jak očekáváme, interpolant je jednoznačný, tud́ı̌z zachovává i maximálńı chybu.
Od tohoto momentu se ale začne navyšovat chyba Newtonovy metody. To je
zp̊usobeno velkým řádem koeficient̊u ak, které maj́ı jako následek nepřesnost
výpočtu kv̊uli zaokrouhlovaćım chybám. Newtonova metoda se tedy jev́ı jako
výrazně méně stabilńı.
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(a) Škálovaná Rungeova funkce h1

10 20 30 40 50 60 70
10

-6

-5

-4

-3

-2

-1

10

10

10

10

10

1

2

3

0

10

10

10

10

Newton
Bar. Lagrange

|| ||e
∞

n
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Obrázek 3.4.1: Grafy k př́ıkladu 3.4.1

△

Př́ıklad 3.4.2. Pod́ıvejme se ještě na vývoj maximálńı chyby funkce h2(x) =
|x| − (x + 0,5)2 + x. Zde se projevuje podobný jev jako v předchoźım př́ıkladě,
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(b) Srovnáńı stability metod

Obrázek 3.4.2: Grafy k př́ıkladu 3.4.2

Newtonova metoda zač́ıná od 50 vzork̊u kolabovat. Chv́ıle, odkdy začne vznikat
nepřesnost, se odv́ıj́ı od samotných hodnot souřadnic vzork̊u, ty se totǐz pod́ılej́ı
na sestaveńı koeficient̊u ak. Podotkněme také, že chyba interpolace klesá velmi
pomalu, což m̊uže být přičiněno samotné funkci h2, protože neńı diferencovatelná
v bodě 0 a existuje zde tzv.

”
hrot“. Všimněme si, že pokud bychom odstranili

z předpisu funkce h2 absolutńı hodnotu, dostaneme polynom z P2, což by zna-
menalo nulovost chyby při použit́ı tř́ı a v́ıce vzork̊u.

△



Kapitola 4

Racionálńı interpolace

Pod́ıvejme se nyńı na zcela jiný př́ıstup k interpolováńı vstupńıch dat. Může
se stát, že nebudeme cht́ıt interpolant ve tvaru polynomiálńı funkce, ale v po-
době zlomkového výrazu. S t́ımto př́ıstupem avšak muśıme pracovat obezřetněji,
ne vždy totiž může takovýto předpis existovat. V této kapitole budeme čerpat
předevš́ım z knihy J. Stoera a R. Bulirsche [4].

4.1 Úvod k racionálńı interpolaci

Mějme jako vstupńı data dány body (xi, yi), i = 0, 1, 2, . . ., kde všechna xi jsou
navzájem r̊uzná. Racionálńı interpolaćı rozumı́me nalezeńı předpisu funkce R
ve tvaru zlomku, která obsahuje mnohočleny v čitateli i ve jmenovateli a splňuje
interpolačńı podmı́nky:

R(x) =
P (x)

Q(x)
=

a0 + a1x+ · · ·+ aµx
µ

b0 + b1x+ · · ·+ bνxν
, µ, ν ∈ N ∪ {0}, (4.1)

R(xi) = yi, i = 0, 1, 2, . . . (4.2)

Úlohu nalezeńı R splňuj́ıćı podmı́nky (4.1) a (4.2) zkráceně označme pomoćı
symbolu (A). Vid́ıme, že P ∈ Pµ a Q ∈ Pν .

1 Celý předpis je tedy určen
µ + ν + 2 koeficienty. Jelikož v tomto zlomku můžeme vždy krátit nenulovým
faktorem ρ ∈ R, snižuje se počet neznámých hodnot na µ + ν + 1. Ty źıskáme
z interpolačńıch podmı́nek, jejichž rozepsáńım dostaneme

P (xi)− yiQ(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , µ+ ν, (4.3)

což lze dále vyjádřit pomoćı koeficient̊u aj , bk, j = 0, 1, . . . , µ, k = 0, 1, . . . , ν
takto:

a0+a1xi+ · · ·+aµx
µ
i −yi(b0+ b1xi+ · · ·+ bνx

ν
i ) = 0, i = 0, 1, . . . , µ+ν. (S)

1Všimněme si, že pokud ν = 0, mluv́ıme o klasické polynomiálńı interpolaci.

20
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SLR (S) můžeme poté zapsat a řešit maticově:


1 x0 . . . xµ

0 −y0 −y0x0 . . . −y0x
ν
0

1 x1 . . . xµ
1 −y1 −y1x1 . . . −y1x

ν
1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

1 xµ+ν . . . xµ
µ+ν −yµ+ν −yµ+νxµ+ν . . . −yµ+νx

ν
µ+ν





a0
...
aµ
b0
...
bν


= 0⃗.

Uved’me nyńı úmluvu, která nám umožńı se v textu stručněji vyjadřovat.
Řekneme, že řešeńı SLR (S) řeš́ı úlohu (A), pokud řešeńı a0, . . . , aµ, b0, . . . , bν
úlohy (S) definuje koeficienty funkce R, jež řeš́ı (A). Dále řekneme-li, že funkce
R řeš́ı (S), mysĺıme t́ım, že př́ıslušné koeficienty R řeš́ı (S).

Nahrazeńı úlohy (A) úlohou (S) potřebuje jistou dávku opatrnosti, může
totiž nastat situace, kdy se dopátráme k řešeńı (S), které nebude řešit (A).
Mimo to mohou existovat body nespojitosti na mı́stech, které by mohly vadit,
např. mezi vzorky. Na následuj́ıćıch př́ıkladech si tyto situace poṕı̌seme.

Př́ıklad 4.1.1. Pro vzorky (0, 2), (1, 1), (2, 1) a volbu µ = 0 a ν = 2 dostáváme
homogenńı SLR

a0 − 2b0 = 0,

a0 − (b0 + b1 + b2) = 0,

a0 − (b0 + 2b1 + 4b2) = 0.

Jedno z možných řešeńı soustavy sestává z koeficient̊u a0 = 4, b0 = 2, b1 =
3, b2 = −1. Dostáváme pak racionálńı funkci, která splňuje podmı́nku (4.2)

R(x) =
4

2 + 3x− x2
.

△

Př́ıklad 4.1.2. Pro vzorky (0, 2), (1, 1), (2, 1) a volbu µ = 1 a ν = 1 dostáváme
homogenńı SLR

a0 − 2b0 = 0,

a0 + a1 − (b0 + b1) = 0,

a0 + 2a1 − (b0 + 2b1) = 0.

Vyřešeńım soustavy m̊užeme źıskat koeficienty a0 = 0, a1 = 1, b0 = 0, b1 = 1.
Racionálńı funkce má tvar

R(x) =
x

x
= 1.

Při kontrole funkce R zjǐst’ujeme, že vstupńı bod (0, 2) neńı interpolován.

△
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Př́ıklad 4.1.3. Pro vzorky (−1,−1), (− 1
3 ,−

1
243 ), (

1
3 ,

1
243 ), (1, 1) a volbu µ = 2

a ν = 1 dostáváme homogenńı SLR

a0 − a1 + a2 + (b0 − b1) = 0,

a0 −
1

3
a1 +

1

9
a2 +

1

243
(b0 −

1

3
b1) = 0,

a0 +
1

3
a1 +

1

9
a2 −

1

243
(b0 +

1

3
b1) = 0.

a0 + a1 + a2 − (b0 + b1) = 0.

Jedno z řešeńı má koeficienty a0 = −10, a1 = 0, a2 = 91, b0 = 0, b1 = 81.
Racionálńı funkci zaṕı̌seme jako

R(x) =
−10 + 91x2

81x
.

Hned vid́ıme, že R splňuje (4.2), ale je nespojitá v bodě 0, který lež́ı v intervalu
⟨−1, 1⟩, na němž data interpolujeme. Této nespojistosti se chceme jistě vyhnout.

△

4.2 Existence a jednoznačnost racionálńı inter-
polace

Než se dostaneme k vysvětleńı, za jakých podmı́nek řešeńı (S) řeš́ı (A), uved’me
si nejprve tvrzeńı k existenci a jednotnou reprezentaci hledané funkce.

Věta 4.2.1. Homogenńı SLR (S) má vždy netriviálńı řešeńı tvaru

R(x) =
P (x)

Q(x)
, Q ̸≡ 0.

Tj. všechna netriviálńı řešeńı (S) jsou racionálńımi funkcemi.

D̊ukaz. SLR (S) obsahuje µ+ ν + 1 rovnic a µ+ ν + 2 neznámých. Homogenńı
soustavy s větš́ım počtem neznámých než rovnic maj́ı vždy netriviálńı řešeńı R.
Platnost Q ̸≡ 0 dále ukážeme sporem.

Předpokládejme, že Q ≡ 0. Vztah (4.3) pak ř́ıká, že P má µ + ν + 1
kořen̊u v bodech xi, i = 0, 1, . . . , µ + ν. Stupeň polynomu P je ale nejvýše µ.
Jelikož základńı věta algebry ř́ıká, že identicky nenulová funkce z Pµ má právě
µ kořen̊u (včetně násobnost́ı), muśı platit, že P ≡ 0. Zde vzniká kontradikce
s netriviálnost́ı řešeńı (S).

Nyńı v́ıme, že existuje řešeńı úlohy (S) ve tvaru racionálńı funkce. Pro po-
chopeńı

”
unikátnosti“ řešeńı si muśıme uvědomit, že jeden racionálńı výraz

může být napsán v́ıce zp̊usoby. Jelikož tvary téhož zlomku lze źıskat kráceńım
nebo rozšǐrováńım, je k věci tyto zápisy seskupit pomoćı vztahu ekvivalence.
Ekvivalentńı racionálńı výrazy pak reprezentuj́ı stejnou racionálńı funkci.
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Definice 4.2.1. Mějme dva racionálńı výrazy R1, R2 ve tvaru

R1(x) =
P1(x)

Q1(x)
, R2(x) =

P2(x)

Q2(x)
, Q1 ̸≡ 0, Q2 ̸≡ 0.

Řekneme, že R1 a R2 jsou ekvivalentńı, pokud

P1(x)Q2(x) = P2(x)Q1(x).

Ṕı̌seme R1 ∼ R2. Jinak řečeno, R1 a R2 reprezentuj́ı tutéž racionálńı funkci.

Věta 4.2.2. Mějme dvě netriviálńı řešeńı R1, R2 soustavy (S). Pak plat́ı:

P1(x)

Q1(x)
= R1(x) ∼ R2(x) =

P2(x)

Q2(x)
.

D̊ukaz. Definujme mnohočlen P (x) = P1(x)Q2(x) − P2(x)Q1(x). Pak P má
µ+ ν + 1 r̊uzných kořen̊u, protože

P (xi) = P1(xi)Q2(xi)− P2(xi)Q1(xi)

= yiQ1(xi)Q2(xi)− yiQ2(xi)Q1(xi)

= 0, i = 0, 1, . . . , µ+ ν.

Dle základńı věty algebry muśı pak být P ∈ Pµ+ν identicky nulová funkce.
Z toho vyplývá, že R1 ∼ R2.

Věty 4.2.1 a 4.2.2 společně nesou informaci, že každá úloha (A) vždy vede
k jednoznačné racionálńı funkci, která je reprezentována jakýmkoli racionálńım
výrazem R, jehož koeficienty řeš́ı SLR (S). Tato funkce pak bud’ splňuje inter-
polačńı podmı́nky (4.2), a tedy jej́ı koeficienty řeš́ı (A), nebo (A) nemá řešeńı.
O řešitelnosti (A) budeme mluvit v sekci ńıže.

4.3 Řešitelnost úlohy racionálńı interpolace

Pro začátek si definujme vlastnost racionálńıho výrazu, kterou v této části bu-
deme potřebovat.

Definice 4.3.1. Racionálńı výraz je nesoudělný, jestlǐze čitatel i jmenovatel
neńı dělitelný t́ımtéž mnohočlenem r̊uzným od ±1.

Př́ıklad 4.3.1. Racionálńı výrazy

9x

3(x− 1)
,

4(x− 1)(x− 2)

5(x− 2)(x+ 10)
,

10x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

20(x+ 2)(x+ 3)

nejsou nesoudělné. Zlomky lze v uvedeńım pořad́ı krátit pomoćı mnohočlen̊u

3, (x− 2), 10(x+ 2)(x+ 3).
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Po vykráceńı uvedenými mnohočleny źıskáme nesoudělné racionálńı výrazy

3x

x− 1
,

4(x− 1)

5(x+ 10)
,

x(x+ 1)

2
.

△

Jak lze vidět v př́ıkladu 4.1.2, v řešeńı může existovat tzv. nedostupný bod,
který byl vynechán. Jeho př́ıtomnost je samozřejmě nežádoućı, podmı́nka (4.2)
neńı splněna. Pokud tedy nedostupné body neexistuj́ı, úloha (A) je řešitelná
d́ıky větám 4.2.1 a 4.2.2. Shrňmě tyto informace do pozorováńı ńıže.

Pozorováńı 4.3.1. Mějme řešeńı R(x) = P (x)
Q(x) úlohy (S). Pro i = 0, 1, . . . , µ+ν

rozlǐśıme dvě situace:

1) Q(xi) ̸= 0 ⇒ R(xi) = yi, bod (xi, yi) je interpolován,

2) Q(xi) = 0 ⇒ (xi, yi) m̊uže být nedostupný.

V př́ıpadě 2) muśı jistě platit P (xi) = 0 dle (4.3). To ale znamená, že P (x)
a Q(x) obsahuj́ı společný faktor (x− xi), jinak řečeno nejsou nesoudělné.

Nyńı konečně použijeme nesoudělnost z definice 4.3.1:

Věta 4.3.1. Mějme nesoudělné netriviálńı řešeńı R soustavy (S). Pak pro R
neexistuj́ı nedostupné body a R řeš́ı úlohu (A).

4.4 Metoda inverzńıch diferenćı

Vyč́ıslováńı koeficient̊u ai, bj př́ımo pomoćı matice SLR (S) neńı v praxi použ́ı-
váno z d̊uvodu jej́ı špatné podmı́něnosti. Proto se využ́ıvaj́ı alternativńı postupy
řešeńı tohoto problému. Uved’me si jeden z těchto možných postup̊u, a to metodu
inverzńıch diferenćı.

Jak již z názv̊u vyplývá, budeme využ́ıvat tzv. inverzńı diference ϕ definované
jako

ϕ(x0) = y0,

ϕ(x0, x1) =
x0 − x1

ϕ(x0)− ϕ(x1)
,

ϕ(x0, x1, x2) =
x1 − x2

ϕ(x0, x1)− ϕ(x0, x2)
,

...

ϕ(x0, . . . , xk−2, xk−1, xk) =
xk−1 − xk

ϕ(x0, . . . , xk−2, xk−1)− ϕ(x0, . . . , xk−2, xk)
.

Funkce ϕ nám bude užitečná v následuj́ıćım postupu. Necht’ Pµ ∈ Pµ a Qν ∈ Pν .
Budeme hledat řešeńı Rn,n ve tvaru

Rn,n(x) =
Pn(x)

Qn(x)
,
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pro které plat́ı podmı́nky (4.2), tedy

Rn,n(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , 2n.

Předpis pro R budeme postupně konkretizovat pomoćı vstupńıch dat tak,
aby interpolačńı podmı́nky (4.2) byly zachovány. Pro prvńı vzorek (x0, y0) pro-
vedeme tuto úpravu:

Pn(x)

Qn(x)
= y0 +

Pn(x)

Qn(x)
− y0

= y0 +
Pn(x)− y0Q

n(x)

Qn(x)
.

Čitatel zlomku má určitě kořen v bodě x0 dle interpolačńıch podmı́nek (4.3).
Můžeme tedy vytknout faktor (x− x0), a proto:

Pn(x)

Qn(x)
= y0 + (x− x0)

Pn−1(x)

Qn(x)

= y0 +
x− x0

Qn(x)/Pn−1(x)
.

Aby byly splněny interpolačńı podmı́nky (4.3), muśı platit

Qn(xi)

Pn−1(xi)
=

xi − x0

yi − y0
= ϕ(x0, xi), i = 1, 2, . . . , 2n. (4.4)

Nyńı pomoćı daľśıho vzorku (x1, y1) přeṕı̌seme Qn(x)
Pn−1(x) :

Qn(x)

Pn−1(x)
= ϕ(x0, x1) +

Qn(x)

Pn−1(x)
− ϕ(x0, x1)

= ϕ(x0, x1) +
Qn(x)− ϕ(x0, x1)P

n−1(x)

Pn−1(x)
.

Pomoćı nově źıskaných podmı́nek (4.4) můžeme z čitatele zlomku vytknout
faktor (x− x1):

Qn(x)

Pn−1(x)
= ϕ(x0, x1) + (x− x1)

Qn−1(x)

Pn−1(x)

= ϕ(x0, x1) +
x− x1

Pn−1(x)/Qn−1(x)

a muśı platit:

Pn−1(xi)

Qn−1(xi)
=

xi − x1

ϕ(x0, xi)− ϕ(x0, x1)
= ϕ(x0, x1, xi), i = 2, 3, . . . , 2n.
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Řešeńı Rn,n pak můžeme zapsat jako

Rn,n(x) =
Pn(x)

Qn(x)

= y0 +
x− x0

Qn(x)/Pn−1(x)

= y0 +
x− x0

ϕ(x0, x1) +
x− x1

Pn−1(x)/Qn−1(x)

.

V algoritmu dále pomoćı daľśıch vzork̊u snižujeme stupně polynomů Pn−1

a Qn−1 v uvedeném pořad́ı, až se dostaneme k nulovým stupň̊um. Postupně
se takto budeme zanořovat do zlomku. Na konci algoritmu dostaneme řešeńı
ve tvaru

Rn,n(x) = y0 +
x− x0

ϕ(x0, x1) +
x− x1

ϕ(x0, x1, x2) +
x− x2

ϕ(x0, x1, x2, x3)+
...

+
x− x2n−1

ϕ(x0, . . . , x2n)
.

Tento pokračuj́ıćı zlomek lze
”
předčasně ukončit“ a źıskáme tak výrazy Rµ,µ

a Rµ+1,µ, µ = 0, 1, . . . , n − 1. Každý následuj́ıćı výraz pak interpoluje o jeden
vstupńı bod v́ıce než předchoźı:

R0,0(x) = y0

R1,0(x) = y0 +
x− x0

ϕ(x0, x1)

R1,1(x) = y0 +
x− x0

ϕ(x0, x1) +
x− x1

ϕ(x0, x1, x2)

...

T́ımto postupem alternujeme mezi navyšováńım stupně čitatele a jmenovatele,
viz obrázek 4.4.1.

Pro výpočet je výhodné si sestavit trojúhelńıkovou tabulku inverzńıch di-
ferenćı (viz tabulku 4.1), která obsahuje všechny d̊uležité napočtené hodnoty
na posunuté hlavńı diagonále.
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0

1

2

3
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Obrázek 4.4.1: Alternováńı inkrementace stupň̊u µ a ν

i x y ϕ(x0, xi) ϕ(x0, x1, xi) . . . ϕ(x0, x1, . . . , xi)
0 x0 y0
1 x1 y1 ϕ(x0, x1)
2 x2 y2 ϕ(x0, x2) ϕ(x0, x1, x2)
...

...
...

...
...

. . .

k xk yk ϕ(x0, xk) ϕ(x0, x1, xk) . . . ϕ(x0, x1, . . . , xk)

Tabulka 4.1: Tabulka inverzńıch differenćı

Podobně jako u Newtonovy metody źıskáváme stejnou výpočetńı náročnost
O(n2) FLOP pro vytvořeńı tabulky. Na sestaveńı interpolačńıho polynomu
při jej́ı znalosti potřebujeme již jen O(n) FLOP, stejnou náročnost má také
přidáńı nového prvku a sestaveńı nového výrazu s t́ımto přidaným prvkem. Me-
toda je tedy flexibilńı.

Jedna nevýhoda této metody je, že se ve jmenovateli inverzńı diference může
objevit nula, což znehodnot́ı celý výpočet. Pak je nutné zkusit postup opakovat
a zvolit si jiné pořad́ı vzork̊u, ve kterém je do řešeńı začleńıme.

4.5 Numerické experimenty

Předved’me si ukázku výpočtu interpolantu pomoćı metody inverzńıch diferenćı.

Př́ıklad 4.5.1. Mějme zadána vstupńı data

xi −1 −1/2 0 1/2 1
yi −1/2 0 0 1/2 1/2

,

která odpov́ıdaj́ı předpisu funkce x
2 + |x| − x2. Sestav́ıme tabulku inverzńıch di-

ferenćı (viz tabulku 4.1):
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i x y ϕ(x0, xi) ϕ(x0, x1, xi) ϕ(x0, x1, x2, xi) ϕ(x0, x1, x2, x3, xi)

0 −1 −1/2
1 −1/2 0 1
2 0 0 2 1/2
3 1/2 1/2 3/2 2 1/3
4 1 1/2 2 3/2 1 3/4

Použit́ım vyznačených koeficient̊u sestav́ıme řešeńı ve tvaru

R(x) = −
1

2
+

x+ 1

1 +
x+

1

2
1

2
+

x

1

3
+

x−
1

2
3

4

,

což po upraveńı do tvaru (4.1) vydá předpis

R(x) =
3x(2x+ 1)

2(4x2 + 6x− 1)
.
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Obrázek 4.5.1: Funkce R, 5 vzork̊u

Na obrázku 4.5.1 je interpolovaná funkce označena modře. Červeně je zná-
zorněn interpolant R procházej́ıćı vstupńımi daty, která jsou označeny kř́ı̌zky.

Kořeny jmenovatele dostaváme jako −3±
√
13

4 , z nichž jeden lež́ı v intervalu
⟨−1, 1⟩, na kterém interpolujeme. Tento bod nespojitosti v řešeńı nechceme.
M̊užeme se jej pokusit zbavit sńı̌zeńım či navýšeńım počtu vzork̊u. Např́ıklad
pro 4 vzorky v ekvidistantńıch uzlech (x0 = −1, x3 = 1) źıskáváme funkci

R1(x) =
−x2 + 2x+ 1

4
,
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která je jǐz na
”
interpolačńım intervalu“ spojitá. Zvýšeńım počtu uzl̊u na šest

či sedm se bod̊u nespojistosti nezbav́ıme. Pro 8 vzork̊u (x0 = −1, x7 = 1)
dostáváme funkci

R2(x) =
−441x4 + 392x3 + 426x2 + 88x+ 15

16(49x2 + 11)
,

která konečně splňuje požadavek na spojitost v intervalu ⟨−1, 1⟩. Funkce R1

a R2 maj́ı na obrázku 4.5.2 v grafech červenou barvu.
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(a) Funkce R1, 4 vzorky
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(b) Funkce R2, 8 vzork̊u

Obrázek 4.5.2: Interpolanty pro změněný počet vstupńıch dat

△



Kapitola 5

Barycentrická racionálńı
interpolace

U barycentrického tvaru Lagrangeovy interpolace (3.3) si lze všimnout, že stejně
jako racionálńı tvar (4.1) je zapsán ve tvaru zlomku. Neńı to náhodou a ukážeme
si, že barycentrický tvar Lagrangeovy interpolace je jistým

”
speciálńım př́ıpa-

dem“ racionálńıho tvaru interpolace. V textu ńıže čerpáme předevš́ım z článk̊u
J.-P. Berruta, R. Baltenspergera a H. Mittelmana [5], J.-P. Berruta [6] a M. S.
Floatera a K. Hormanna [7].

5.1 Barycentrický tvar racionálńı interpolace

Věta 5.1.1. Mějme váhy uj ∈ R a vstupńı data (xj , yj), j = 0, . . . , n, kde xj

jsou navzájem r̊uzná. Pak plat́ı následuj́ıćı:

a) Pokud uj ̸= 0, pak racionálńı funkce R ∈ Rn,n definovaná pomoćı

R(x) =

n∑
j=0

uj

x− xj
yj

n∑
j=0

uj

x− xj

(5.1)

limitně splňuje interpolačńı podmı́nky:

lim
x→xk

R(x) = yk, k = 0, . . . , n. (5.2)

b) Každý racionálńı interpolant R∗ ∈ Rn,n vstupńıch dat lze zapsat ve tvaru
(5.1) vhodnou volbou koeficient̊u uj , j = 0, . . . , n.

30
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D̊ukaz.

a) Po rozš́ı̌reńı zlomku členem x−xk dosad́ıme do limity a výsledek napočteme
př́ımo:

lim
x→xk

R(x) = lim
x→xk

 n∑
j=0
j ̸=k

ujyj

x− xj

+
ukyk

x− xk n∑
j=0
j ̸=k

uj

x− xj

+
uk

x− xk

= lim
x→xk

 n∑
j=0
j ̸=k

ujyj

x− xj

 (x− xk) + ukyk

 n∑
j=0
j ̸=k

uj

x− xj

 (x− xk) + uk

=
ukyk

uk
= yk.

b) Uvažujme racionálńı interpolant R∗ ∈ Rn,n vstupńıch dat, tzn.

R∗(xj) =
P ∗(xj)

Q∗(xj)
= yj , P ∗, Q∗ ∈ Pn, j = 0, . . . , n. (5.3)

Zaṕı̌seme-li čitatele a jmenovatele v barycentrickém tvaru (3.2), dostaneme

P ∗(x) = ℓ(x)

n∑
j=0

wj

x− xj
P ∗(xj),

Q∗(x) = ℓ(x)

n∑
j=0

wj

x− xj
Q∗(xj),

a uvědomı́me-li si, že P ∗(xj) = yjQ
∗(xj) dle (5.3), můžeme celý výraz R∗

zapsat jako

R∗(x) =
P ∗(x)

Q∗(x)
=

n∑
j=0

wjQ
∗(xj)

x− xj
yj

n∑
j=0

wjQ
∗(xj)

x− xj

.

Odtud vyjádř́ıme váhy uj = wjQ
∗(xj).

Vid́ıme, že pokud Q∗ ≡ 1, tak se jedná o barycentrickou Lagrangeovu inter-
polaci.
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5.2 Odstraněńı bod̊u nespojitosti pomoćı Berru-
tových vah

V př́ıkladu 4.1.3 jsme si předvedli, že mohou existovat body nespojitosti na inter-
valu interpolace. Interpolujeme-li však pomoćı vzorce (5.1), správná volba koefi-
cient̊u uj může zaručit, že jmenovatel bude nenulový všude na R \ {x0, . . . , xn}.

Věta 5.2.1. Mějme uzly x0, x1, . . . , xn, jež splňuj́ı x0 < x1 < · · · < xn,
a necht’ ℓ(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn). Pak

∀x ∈ R : ℓ(x)

n∑
k=0

(−1)k

x− xk
̸= 0. (5.4)

D̊ukaz. (viz str. 4 v [6]) Je zřejmé, že každý člen sumy v (5.4) představuje
předpis pro rovnoosou hyperbolu s vertikálńı asymptotou v bodě xk. Intervaly
mezi těmito asymptotami si označ́ıme následovně (viz také obrázek 5.2.1):

I0 = (−∞, x0), Ik = (xk−1, xk), In+1 = (xn,∞), k = 1, 2, . . . , n.

x x x x x x...
0 1 2 n-2 n-1 n

) ) ) ) ) ) )) ) ) ) ) ) ) )

I I1 I I I2 n-1 n I0 n+1...
)

Obrázek 5.2.1: Intervaly I0, . . . , In+1

Je zřejmé, že uvnitř těchto interval̊u funkce ℓ neměńı znaménko, tedy ne-
procháźı nulou. Nyńı potřebujeme ukázat, že suma ve výroku (5.4) také neměńı
na těchto intervalech znaménko, aby bylo tvrzeńı věty splněno.

Definujme si funkce

lk(x) =


(−1)k

x− xk
, x < xk,

0, x > xk,

a rk(x) =


0, x < xk,

(−1)k

x− xk
, x > xk.

Každé lk obsahuje
”
levou větev“ rovnoosé hyperboly s asymptotou v x = xk.

Analogicky, všechna rk jsou
”
pravými větvemi“ těchto hyperbol, viz obrázek

5.2.2 (nulové části funkćı nejsou v obrázku zakresleny). Pomoćı funkćı

l(x) =
n∑

k=0

lk(x) a r(x) =
n∑

k=0

rk(x) vyjádř́ıme sumu z (5.4) jako

n∑
k=0

(−1)k

x− xk
=

n∑
k=0

(lk(x) + rk(x)) = l(x) + r(x).

Pro fixńı i ∈ {0, . . . , n + 1} a fixńı x ∈ Ii dostáváme hodnoty funkćı l a r v x
ve tvaru

l(x) =

n∑
k=i

lk(x) a r(x) =
i−1∑
k=0

rk(x).



KAPITOLA 5. BARYCENTRICKÁ RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 33
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Obrázek 5.2.2: Větve hyperbol
(−1)k

x− xk

Členy sumy l(x) tvoř́ı konečnou, alternuj́ıćı a v absolutńı hodnotě klesaj́ıćı po-
sloupnost. Znaménko sumy je tedy určeno znaménkem prvńıho členu:

sgn l(x) = sgn li(x) = (−1)i−1.

Členy sumy r(x) tvoř́ı konečnou, alternuj́ıćı, ale v absolutńı hodnotě rostoućı
posloupnost. Znaménko sumy je pak určeno znaménkem posledńıho členu:

sgn r(x) = sgn ri−1(x) = (−1)i−1.

Vid́ıme, že plat́ı sgn l(x) = sgn r(x) pro všechna x ∈ Ii, i = 0, 1, . . . , n + 1,

z čehož vyplývá neměnnost znaménka
n∑

k=0

(−1)k

x− xk
na jednotlivých intervalech,

což jsme potřebovali ukázat.

Z vět 5.2.1 a 5.1.1 tedy ihned plyne věta 5.2.2.
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Věta 5.2.2. Racionálńı funkce

R(x) =

ℓ(x)
n∑

k=0

(−1)k

x− xk
yk

ℓ(x)
n∑

k=0

(−1)k

x− xk

(5.5)

interpoluje vzorky dat (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n, ve smyslu (5.2) a je spojitá
pro x ∈ R \ {x0, . . . , xn}.

Interpolačńı funkci (5.5) pak stač́ı v bodech xi dodefinovat jako R(xi) =
yi, i = 0, 1, . . . , n, a źıskáme spojitost na celém R. Nakonec kráceńım výrazu
ℓ(x) v předpisu (5.5) źıskáme barycentrický tvar (3.3)

R(x) =

n∑
k=0

(−1)k

x− xk
yk

n∑
k=0

(−1)k

x− xk

.

Váhy (−1)k byly navrženy J.-P. Berrutem [6]. Nejsou ale jediné, které mů-
žeme pro interpolaci použ́ıt a źıskat nenulovost jmenovatele na celém R. Jednou
z motivaćı přestoupit k jiným vahám může být sńıžeńı chyby interpolace. Dá
se ukázat, že tohoto můžeme dosáhnout pomoćı následuj́ıćıho systému vah (viz
str. 4 v [7]).

5.3 Floaterovy-Hormannovy váhy

V této sekci čerpáme z praćı M. S. Floatera a K. Hormanna [7] a J. Venclovského
[8].

Věta 5.3.1. Mějme uzly x0, x1, . . . , xn, jež splňuj́ı x0 < x1 < · · · < xn,
a necht’ d ∈ {0, 1, . . . , n}. Uvažujme mnohočlen pi ∈ Pd takový, že pro každé
i = 0, 1, . . . , n − d interpoluje d + 1 bod̊u (xi, yi), . . . , (xi+d, yi+d). Definujme
dále λi jako

λi(x) =
(−1)i

(x− xi) · · · (x− xi+d)
.

Potom pro dané d dostáváme racionálńı interpolant dat (x0, y0), . . . , (xn, yn) ve
tvaru

R(x) =

n−d∑
i=0

λi(x)pi(x)

n−d∑
i=0

λi(x)

. (5.6)
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D̊ukaz. V prvńı řadě ukažme, že (5.6) je v racionálńım tvaru, přesněji patř́ı
do Rn,n−d. Rozšǐrme zlomek mnohočlenem (−1)n−d(x−x0) · · · (x−xn). Dostá-
váme

R(x) =

n−d∑
i=0

µi(x)pi(x)

n−d∑
i=0

µi(x)

, (5.7)

kde

µi(x) = (−1)n−d
n∏

j=0

(x− xj)λi(x)

= (−1)n−d(−1)i
i−1∏
j=0

(x− xj)

n∏
k=i+d+1

(x− xk)

= (−1)n−d−i
i−1∏
j=0

(x− xj)

n∏
k=i+d+1

(x− xk)

=

i−1∏
j=0

(x− xj)

n∏
k=i+d+1

(−1)(x− xk)

=

i−1∏
j=0

(x− xj)

n∏
k=i+d+1

(xk − x).

Podotkněme, že prázdný součin je roven 1. Lze snadno vidět, že každé µi ∈
Pn−d, i = 0, . . . , n − d. Jelikož každé pi ∈ Pd, plat́ı R ∈ Rn,n−d. Nyńı jen
potřebujeme ověřit platnost interpolačńıch podmı́nek (5.2). Zaved’me si
pro tento účel následuj́ıćı indexové množiny Jk:

Jk = {a ∈ A : k − d ≤ a ≤ k}, A = {0, . . . , n− d}. (5.8)

Můžeme si rozmyslet, že pro každé k ∈ {0, . . . , n} plat́ı:

� ∀i ∈ Jk : pi(xk) = yk,

� ∀i ∈ Jk : µi(xk) > 0,

� ∀i ∈ A \ Jk : µi(xk) = 0.

Tyto vlastnosti nám umožńı zjednodušit indexy sum v zápise (5.7) v př́ıpadě,
kdy budeme (limitně) vyjadřovat hodnoty R(xk):

lim
x→xk

R(x) = lim
x→xk

∑
i∈Jk

µi(x)pi(x)∑
i∈Jk

µi(x)
= yk lim

x→xk

∑
i∈Jk

µi(x)∑
i∈Jk

µi(x)
= yk.
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Věta 5.3.2. Racionálńı interpolant ve tvaru (5.6) je spojitá funkce
na R \ {x0, . . . , xn}.

D̊ukaz. Viz stranu 3 v [7].

Věta 5.3.3. Racionálńı interpolant ve tvaru (5.6) lze přepsat do barycent-
rického tvaru (5.1) s vahami

uk =
∑
i∈Jk

(−1)i
i+d∏
j=i
j ̸=k

1

xk − xj
, k = 0, . . . , n,

kde Jk je definováno pomoćı (5.8).

D̊ukaz. Zapǐsme polynom pi pomoćı Lagrangeovy interpolace (2.3):

pi(x) =

i+d∑
k=i

i+d∏
j=i
j ̸=k

x− xj

xk − xj

 yk.

Vlož́ıme tento tvar do čitatele (5.6) a uprav́ıme:

n−d∑
i=0

λi(x)pi(x) =

n−d∑
i=0

(−1)i
1

i+d∏
j=i

(x− xj)

i+d∑
k=i

i+d∏
j=i
j ̸=k

x− xj

xk − xj

 yk

=

n−d∑
i=0

(−1)i
i+d∑
k=i

1

x− xk

i+d∏
j=i
j ̸=k

1

xk − xj

 yk

=
n∑

k=0

yk

x− xk

∑
i∈Jk

(−1)i

i+d∏
j=i
j ̸=k

1

xk − xj


Jmenovatele ve vzorci (5.6) lze zapsat stejně, jen mı́sto hodnot yk budou jedničky.
Dosad́ıme-li zpět do vzorce (5.6), źıskáme barycentrickou racionálńı interpolaci

R(x) =

n∑
k=0

uk

x− xk
yk

n∑
k=0

uk

x− xk

, uk =
∑
i∈Jk

(−1)i
i+d∏
j=i
j ̸=k

1

xk − xj
.
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Lze si také rozmyslet [7], že Floaterovy-Hormannovy váhy alternuj́ı ve znaménku:

uk = (−1)k−d
∑
i∈Jk

i+d∏
j=i
j ̸=k

1

|xk − xj |
. (5.9)

Tuto vlastnost uplatńıme pro vyjádřeńı Floaterových-Hormannových vah
pro ekvidistantńı uzly. Všimněme si také, že pokud d = 0, źıskáváme Berru-
tovy váhy (−1)k.

5.3.1 Ekvidistantńı uzly

Věta 5.3.4. Floaterovy-Hormannovy váhy wk při použit́ı ekvidistantńı distri-
buce n+ 1 uzl̊u lze zjednodušeně vyjádřit pomoćı

wk = (−1)k
∑
i∈Jk

(
d

k − i

)
pro k ∈ {0, 1, . . . , n}, kde Jk je definováno pomoćı (5.8).

D̊ukaz. Budeme postupovat podobně jako při odvozeńı vah ekvidistantńıch bod̊u
barycentriké Lagrangeovy interpolace (3.4). Každé dva ekvidistantńı uzly xk

a xj můžeme nahradit součty a+ kh a a+ jh, kde h je vzdálenost mezi dvěma
libovolnými sousedńımi uzly. Pak

|xk − xj | = |a+ kh− a− jh| = |k − j| · h.

Dosad’me nyńı upravený rozd́ıl |xk −xj | do vzorce pro Floaterovy-Hormannovy
váhy (5.9):

wk = (−1)k−d
∑
i∈Jk

i+d∏
j=i
j ̸=k

1

|k − j| · h
=

(−1)k−d

hd

∑
i∈Jk

i+d∏
j=i
j ̸=k

1

|k − j|
. (5.10)

Nyńı se zaměřme na posledńı součin v (5.10). Pro přehlednost budeme pracovat
s jeho převrácenou hodnotou. Můžeme psát:i+d∏

j=i
j ̸=k

1

|k − j|


−1

=

k−1∏
j=i

|k − j| ·
i+d∏

j=k+i

|k − j|

= (k − i)! · (i+ d− k)!

= (k − i)! · (d− (k − i))! ·
d!

d!
=

d!(
d

k−i

).
Dosazeńım zpět do (5.10) dostáváme

wk =
(−1)k−d

hd

∑
i∈Jk

(
d

k−i

)
d!

=
(−1)k−d

hdd!

∑
i∈Jk

(
d

k − i

)
.
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V barycentrickém racionálńım tvaru se převrácené hodnoty hd, d! a (−1)−d

zkrát́ı a váhy nakonec můžeme zapsat ve zjednodušeném tvaru jako

wk = (−1)k
∑
i∈Jk

(
d

k − i

)
, k = 0, . . . , n.

Při redukci složitosti poč́ıtáńı kombinačńıch č́ısel lze opět využ́ıt principu Pas-
calova trojúhleńıku jako u ekvidistantńıch vah pro barycentrickou Lagrangeovu
interpolaci (viz kapitolu 3.3.1, str. 19). Pro ukázku uved’me výčet absolutńıch
hodnot vah ekvidistantńıch uzl̊u pro několik prvńıch d do tabulky 5.1.

d absolutńı hodnoty vah wk

0 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1
1 1 2 2 2 2 . . . 2 2 2 2 1
2 1 3 4 4 4 . . . 4 4 4 3 1
3 1 4 7 8 8 . . . 8 8 7 4 1
4 1 5 11 15 16 . . . 16 15 11 5 1

Tabulka 5.1: Absolutńı hodnoty vah ekvidistantńıch uzl̊u

5.4 Numerické experimenty

V této sekci budeme interpolovat funkce pomoćı Floaterových-Hormannových
vah. Interpolace bude prováděna na ekvidistantńıch uzlech rozprostřených
do intervalu ⟨−1, 1⟩. Interpolant bude vyč́ıslován v 50000 ekvidistantńıch bo-
dech.

Př́ıklad 5.4.1. Uvažujme škálovanou Rungeovu funkci

h1(x) =
1

1 + 25x2

(viz obrázek 3.4.1(a)), kterou navzorkujeme, a následně budeme vzorky inter-
polovat. Jednu interpolaci provedeme pomoćı Floaterových-Hormannových vah
s parametrem d = 3, druhou podle Berrutových vah (d = 0) a pro třet́ı jsme
použili barycentrickou Lagrangeovu metodu v Čebyševových uzlech 2. druhu.
Výsledky vid́ıme v tabulce 5.2. U této funkce m̊užeme pozorovat, že pro zvyšuj́ıćı
se počet uzl̊u chyba konverguje [7] pro každou metodu v r̊uzných rychlostech.
Floaterovy-Hormannovy váhy jsou výhodněǰśı než Berrutovy, barycentrický
Lagrange̊uv př́ıstup v Čebyševových uzlech je ale řádově lepš́ı. Experimentálně
ovšem dokážeme nalézt nejlepš́ı hodnotu d, která chybu interpolace minima-
lizuje pro př́ıpad použit́ı Floaterových-Hormannových vah. Konkrétńı hodnoty
jsme uvedli v tabulce 5.3. V závislosti na počtu uzl̊u bychom tedy měli para-
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počet uzl̊u F.-H., d = 3 Berrut, d = 0 bar. Lag.
10 6,91 · 10−2 3,61 · 10−2 1,32 · 10−1

20 2,83 · 10−3 4,56 · 10−3 1,77 · 10−2

40 4,31 · 10−6 1,46 · 10−3 3,40 · 10−4

80 5,12 · 10−8 7,47 · 10−4 1,20 · 10−7

160 3,01 · 10−9 3,78 · 10−4 1,57 · 10−14

320 1,82 · 10−10 1,90 · 10−4 3,11 · 10−15

640 1,12 · 10−11 9,54 · 10−5 4,11 · 10−15

Tabulka 5.2: Srovnáńı chyb interpolaćı

počet uzl̊u nejlepš́ı d max. abs. chyba interpolace
10 0 3,61 · 10−2

20 1 1,54 · 10−3

40 3 4,31 · 10−6

80 7 2,04 · 10−10

160 10 2,44 · 10−15

320 9 3,00 · 10−15

640 10 4,44 · 10−15

Tabulka 5.3: Chyby pro nejlepš́ı d

metr d měnit. Výhodou barycentrického racionálńıho př́ıstupu s Floaterovými-
Hormannovými vahami oproti barycentrické Lagrangeově metodě je ten, že ne-
potřebujeme Čebyševovo rozložeńı bod̊u, abychom sńı̌zili chybu interpolace, stač́ı
vybrat nejlepš́ı hodnotu d pro ekvidistantńı uzly. Pokud ale nev́ıme, jakou funkci
interpolujeme, nemáme na základě čeho hodnotu d hledat. Pro Rungeovu funkci
je př́ıhodné pomalu zvyšovat d s nar̊ustaj́ıćım n [7]. Posledńı dva řádky tabulky
5.3 tuto radu vyvracej́ı, to je ale zp̊usobeno t́ım, že chyba je na hranici poč́ıtačové
přesnosti.

△

Př́ıklad 5.4.2. Nyńı proved’me ještě experiment pro funkci

g(x) =
x

2
+ |x| − x2

(viz obrázek 4.5.1). Z tabulky 5.4 vid́ıme, že v tomto př́ıpadě chyba interpolace
konverguje velice pomalu. Pomalost konvergence zp̊usobuje nehladkost funkce g,
v bodě 0 totǐz neńı diferencovatelná. Nejlepš́ı d také vykazuje pomalé snǐzováńı
chyby (viz tabulka 5.5).



KAPITOLA 5. BARYCENTRICKÁ RACIONÁLNÍ INTERPOLACE 40

počet uzl̊u F.-H., d = 3 Berrut, d = 0 bar. Lag.
10 3,81 · 10−2 6,97 · 10−2 5,92 · 10−2

20 1,90 · 10−2 3,44 · 10−2 2,98 · 10−2

40 9,5 · 10−3 1,73 · 10−2 1,49 · 10−2

80 4,75 · 10−3 8,63 · 10−3 7,46 · 10−3

160 2,38 · 10−3 4,31 · 10−3 3,73 · 10−3

320 1,19 · 10−3 2,16 · 10−3 1,87 · 10−3

640 5,94 · 10−4 1,08 · 10−3 9,33 · 10−4

Tabulka 5.4: Srovnáńı chyb interpolaćı

počet uzl̊u nejlepš́ı d max. abs. chyba interpolace
10 2 3,79 · 10−2

20 1 1,89 · 10−2

40 1 9,49 · 10−3

80 1 4,75 · 10−3

160 1 2,38 · 10−3

320 1 1,19 · 10−3

640 1 5,94 · 10−4

Tabulka 5.5: Chyby pro nejlepš́ı d

△



Kapitola 6

Závěr

Ćılem této práce bylo seznámeńı se s principem a vlastnostmi barycentrické
Lagrangeovy interpolace s následným zobecněńım na barycentrickou racionálńı
interpolaci. Nastudovali jsme si, jaké výhody barycentrický tvar přináš́ı. Kromě
numerické stability jsme se dozvěděli, že neńı potřeba vzorkovat data v Čebyše-
vových uzlech pro zajǐstěńı konvergence chyby. Zároveň by byla určitě zaj́ımavá
studie chováńı barycentrické racionálńı interpolace s Floaterovými-Hormanno-
vými vahami v závislosti na hodnotě d. Vytvořili jsme také kódy v MATLABu,
pomoćı nichž jsme realizovali pokusy a podle nich analyzovali jednotlivé metody
interpolaćı.
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Internetové zdroje citovány k datu 30. 4. 2022.

42



LITERATURA 43

Př́ıloha A: MATLAB kódy

Popis vstupńıch argument̊u ńıže uvedených funkćı:

x, y - vektory vstupńıch dat

xx - vektor hodnot na ose x, ve kterých budeme vyč́ıslovat interpolant

w - vektor vah

a, b - meze intervalu pro generaci uzl̊u vybraného rozděleńı

n+1 - počet uzl̊u použitých pro interpolaci

Pro vyč́ısleńı kombinačńıch č́ısel použ́ıváme zabudovanou MATLABovskou
funkci nchoosek.

Lagrangeova interpolace

1 f unc t i on I = Lagrange In te rpo la t i on (x , y , xx )
2

3 n = length (x ) ;
4 I = ze ro s ( s i z e ( xx ) ) ;
5

6 f o r i = 1 : n
7 Li = ones ( s i z e ( xx ) ) ;
8

9 f o r j = 1 : n
10 i f j ˜= i
11 Li = Li .* ( xx=x ( j ) ) /(x ( i )=x ( j ) ) ;
12 end
13 end
14

15 I = I + Li*y ( i ) ;
16 end

Newtonova interpolace

1 f unc t i on I = NewtonInterpo lat ion (x , y , xx )
2

3 n = length (x ) ;
4 M = zero s (n) ;
5 I = ze ro s ( s i z e ( xx ) ) ;
6

7 M( : , 1 ) = y ;
8

9 f o r i = 2 : n
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10 f o r j = i : n
11 M( j , i ) = (M( j , i =1)=M( j =1, i =1) ) /(x ( j )=x ( j=i +1) ) ;
12 end
13 end
14

15 I = I + M(n , n) ;
16

17 f o r i = n=1 : =1 : 1
18 I = I .* ( xx=x ( i ) ) + M( i , i ) ;
19 end

Ekvidistantńı uzly

1 f unc t i on p = Equid i s tantPo int s ( a , b , n )
2

3 p = l i n s p a c e ( a , b , n+1) ;

Čebyševovy uzly

1 f unc t i on p = ChebyshevPoints ( a , b , n )
2

3 i = 0 : n ;
4 p = ( a+b) /2 + (a=b) /2* cos ( (2* i +1)* pi /(2*n+2) ) ;

1 f unc t i on p = ChebyshevPoints2 ( a , b , n )
2

3 i = 0 : n ;
4 p = ( a+b) /2 + (a=b) /2* cos ( i * pi /n) ;

Barycentrické váhy pro Lagrangeovu interpolaci

1 f unc t i on w = Barycentr i cWeightsEquid i s tant (n)
2

3 w = ze ro s (1 , n+1) ;
4

5 f o r i = 0 : n
6 w( i +1) = (=1)ˆ i *nchoosek (n , i ) ;
7 end

1 f unc t i on w = BarycentricWeightsChebyshev (n)
2

3 v = 0 : n ;
4 w = (=1) . ˆ v .* s i n ( (2* v+1)* pi /(2*n+2) ) ;
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1 f unc t i on w = BarycentricWeightsChebyshev2 (n)
2

3 w = ones (1 , n+1) ;
4 w(1) = 1/2 ;
5 w( end ) = 1/2 ;
6 w( 2 : 2 : end ) = w( 2 : 2 : end ) .* (=1) ;

Metoda inverzńıch diferenćı

1 f unc t i on I = Inv e r s eD i f f e r e n c e s (x , y , xx )
2

3 n = length (x ) ;
4 M = zero s (n) ;
5 I = ze ro s ( s i z e ( xx ) ) ;
6

7 M( : , 1 ) = y ;
8

9 f o r i = 2 : n
10 f o r j = i : n
11 M( j , i ) = (x ( i =1) = x ( j ) ) /(M( i =1, i =1) = M( j , i =1) ) ;
12 end
13 end
14

15 I = I + M(n , n) ;
16

17 f o r i = n=1 : =1 : 1
18 I = ( xx = x ( i ) ) . / I + M( i , i ) ;
19 end

Floaterovy-Hormannovy váhy

1 f unc t i on w = FloaterHormannWeights (n , d)
2

3 w = (=1) . ˆ ( 0 : n) ;
4 w abs = ze ro s (1 , n+1) ;
5

6 f o r k = 0 : n
7 f o r i = max(0 , k=d) : min (k , n=d)
8 w abs (k+1) = w abs (k+1) + nchoosek (d , k=i ) ;
9 end

10 end
11

12 w = w .* w abs ;
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Barycentrická Lagrangeova/racionálńı interpolace

Základ funkce BarycentricInterpolation byl převzat ze strany 510 v článku [3].
Práce s proměnnými exact y a exact yy řeš́ı dodefinováńı interpolantu
v interpolačńıch uzlech.

1 f unc t i on I = Bary c en t r i c I n t e r po l a t i on (x , y , xx ,w)
2

3 n = length (x ) ;
4 m = s i z e ( xx ) ;
5 numerator = ze ro s (m) ;
6 denominator = ze ro s (m) ;
7 exact yy = ze ro s (m) ;
8 exact y = ze ro s (1 , n) ;
9

10 f o r i = 1 : n
11 x d i f f = xx = x ( i ) ;
12 temp = w( i ) . / x d i f f ;
13 numerator = numerator + temp*y ( i ) ;
14 denominator = denominator + temp ;
15 exact yy ( x d i f f == 0) = 1 ;
16 exact y ( i ) = nnz ( x d i f f == 0) ;
17 end
18

19 I = numerator . / denominator ;
20 I ( exact yy == 1) = y( exact y == 1) ;


