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Abstrakt

Mnohdy je prilis ndro¢né dany urc¢ity integral vypocitat jen pomoci nastroji matematické analyzy,
a proto si musime pomoci vhodnymi numerickymi pristupy. Aproximace urcitych integrald jsou
obecné zaloZeny na rozdéleni ptivodniho intervalu na podintervaly, na nichz se integrované funkce
nahradi polynomem. Zakladni metody numerické integrace konverguji jen pomalu, pro rychlejsi
konvergenci mizeme pouzit tfeba Gaussovu kvadraturu nebo Rombergovu metodu. Rombergova
metoda je zalozena na tzv. Richardsonové extrapolaci; vyuziva slozend integrac¢ni pravidla na po-

stupné dvojnasobné zjemnovanych sitich uzla ke zlepseni radu konvergence.
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Abstract

It is often too difficult to calculate a given definite integral only by means of mathematical analysis,
therefore, we have to use proper numerical approaches. Approximation of definite integrals are
generally based on cutting a given interval into subintervals and on each of them we approximate
the function by a polynomial. The very basic methods of numerical integration converge only very
slowly, to accelerate the convergence we can use, i.e, Gaussian quadrature or Romberg’s method.
The latter is based on the so-called Richardson extrapolation and it uses composite integration

schemes on gradually refined grids to improve the rate of convergence.
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Kapitola 1
Uvod

V mnoha aplikacich matematické analyzy se casto setkdvime s problémem, Ze nejsme schopni dany
urcity integral na intervalu (a, b) analyticky spocitat. Problémy nastavaji zejména pro slozené funkee,
které mohou mit i velmi hladky pribéh, ale nejsme schopni pomoci zndmych integra¢nich metod
(per partes, prvni a druhd substituéni metoda, ...) urc¢it jejich hodnotu, prestoze existuje. Vezméme
si ku prikladu
/1 ocos(sin(arcte(22))) g (1.0.1)
-1

Prubéh této integrované funkce na intervalu (—1,1) muzeme vidét na nasledujicim obrazku:

28
271

26

24}
23f
22F /

21

Obrézek 1.1: Pritbéh funkce ecos(sin(arctg(z?)))

Vidime, ze se jednd o spojitou funkci (jedné se o slozeni spojitych funkei), takze integral (1.0.1)
musi existovat, ovSsem analyticky vypocet tohoto integralu je takika nemozny. V praxi si ovSem
vystacime s dobrymi aproximacemi, které nam poskytuje numericks integrace neboli kvadratura. V
této praci si predvedeme jedny z nejznameéjsich metod: obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovo

pravidlo (ty fadime mezi tzv. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule). Zjistime, ze mtizeme velmi

9



efektivné zrychlit vypocet diky rekurzivnim formam diive zminénych pravidel. OvSem stéle se jedna
o aproximaci a vznikaji zde chyby, které budeme analyzovat. Ukazeme si, ze chybu lichobéznikového
pravidla lze vyjadrit Eulerovou-Maclaurinovou formuli, coz nés povede k Richardsonové extrapolaci,
kterd obecné vede ke zpresnéni vysledkid numerickych metod. Ukazeme si, jak muzeme zpresnit
nejen kvadratury, ale tfeba i numerické derivovani. Jestlize zvolime pro Richardsonovu extrapolaci
lichobéznikové pravidlo, tak mluvime o Rombergové metodé. Ukolem této metody je vytvoreni
dolni trojuhelnikové matice, kterda ma v prvnim sloupci aproximace z rekurzivniho lichobéznikového
pravidla, a pouzitim Richardsonovy extrapolace jsou vytvareny dalsi sloupce, které v sobé nesou
presnéjsi vysledky. V poslednim sloupci se pak nachazi nejlepsi aproximace.

Jednou z podminek Eulerovy-Maclaurinovy formule je jista tfida hladkosti funkce, tudiz pii nespl-
néni této podminky neni Rombergova metoda spolehliva. Pro plnost vyctu zdkladnich numerickych
metod uvedeme Gaussovu kvadraturu, kterd ma své integracni uzly uvnitt intervalu, a adaptivni

Simpsonovo pravidlo, které také patii k nejcastéji vyuzivanym kvadraturam.
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Kapitola 2

Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Prvni myslenkou, jak bychom mohli numericky spocitat slozitéjsi integraly, je nahradit puvodni
funkci na daném intervalu jinou funkci, kterd by ji co nejlépe aproximovala, a zaroven, aby jeji
integrace byla jednodussi. Takovéto vlastnosti ma napiiklad Lagrangeav interpolacni polynom
Py, stupné n, ktery je dikladné popsan v [2, 5, 7, §].

Uvazujme f : R — R spojitou na daném (a,b). Ozna¢me z; € (a,b), i = 0,1,2,...,n, jako
interpolacni uzly, kde a = 29 < z1 < 9 < --- < x, = b. Lagrangetiv interpolac¢ni polynom je

1 f(b—i—a)’ n=0,

definovan pomoci

2
pn(x) =X n
o b(@)f(ar), n>1,
k=0
kde pro n > 1 jsou bazové funkce £, £1, {s, ..., £, uréené vztahem
L
lp(z) = L k=0,1,2,...,n. 2.0.1
@ =115 (20.1)
ik

Jelikoz se jedna o polynom, jehoz integrace je velmi jednoducha, tak je dobrym ,kandidatem* pro

nahrazeni a piseme
b b
/ f(z) dx %/ pn(x) da.
a a
Pro jednoduchost budeme dale uvazovat pro n > 1 ekvidistantni sit uzli

b_
wi=a+ih, h=-"2 " i=0,1,2....n (2.0.2)
n

!Obecné mizeme pro n = 0 zvolit bod kdekoliv v intervalu (a,b), ale my uvidime bod bg“ z diavodu pozdéjsiho

navazani na tzv. obdélnikové pravidlo, které se s touto volbou bodu nazyva ,midpoint rule“ v odborné literature.
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Jestlize polozime

b
/ lde=b—a, n=0,

Wy = b k=0,1,2,...,n,
/ l(x) d, n>1,
a

miiZzeme psat!

b n

/ f@) dz ~ S wif (ap). (2.0.3)

@ k=0

Cislo wy, nazveme integraéni vahou, interpolaéni uzly zg,x1,22,..., %, integraénimi body a

(2.0.3) Newtonovou-Cotesovou kvadraturni formuli fadu n.
Nyni si vysvétlime teorii formuli do n = 2. Urcime jejich numerické kvadraturni vzorce a vzniklou

chybu, kterou také popisuji [7, 8, 9].

2.1 Formule nizsiho radu

V této kapitole se zabyvame formulemi nizsich radu (viz také [8, 4, 7]). Jestlize mame zavedené
integra¢ni body, které obsahuji krajni prvky (a,b) (viz (2.0.2)), mluvime o uzaviené formuli.
Pokud mame ekvidistantni sif uzla takovou, ze vSechny integracni body jsou uvniti intervalu, tak
se jednd o otevienou formuli, jak zmifuje tfeba [6]. Siroky seznam uzavienych i otevienych

formuli uvadi [10], my se zaméfime na zékladni z nich.

Obdélnikové pravidlo

Jestlize n = 0, mluvime o obdélnikovém pravidle, které fadime do otevienych formuli. Tato

metoda obsahuje pouze jeden integrac¢ni bod. Vime, Ze

mio) = f(50).

Zintegrujeme-li py na (a, by, dostdvame aproximaci

b+a

/abf(ﬂf) dr ~ /abpo(x) de=(0b—-a)f ( )"3"0(]07 a,b). (2.1.1)

Jméno tohoto pravidla je uréeno z jeho geometrického vyobrazeni (pocitdme vlastné obsah obdél-
niku).

1IN ¥fram A% o — 5o _ bta
V piipadé n = 0 uvazujeme xo = >5*.
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Lichobéznikové pravidlo

Nyni se podivejme na situaci, kdy n = 1. Zvolme integra¢ni body =g = a, x1 = b a urceme

Lagrangeuv polynom prvniho fddu (jednd se o linearni polynom)

pi(x) = Lo(x) f(a) + () f (D). (2.1.2)

Nasledné vypocteme bazové funkce

x—b T —a
go(x)_a—b’ El(x)_b—a’
ty dosadime do (2.1.2) a dostavame
(0) = T3 1) + T2 50)
P = Y Ty . ’

Yv__»

Nyni zintegrujme p; na (a, b) a dostavame predpis pro lichobéznikové pravidlo (pocitame vlastné

obsah lichobéZniku), které fadime mezi uzaviené formule:

b b b—a o
| 1@ dem [ pie) de = 250 F@) + S0 L a.b) (2.1.3)

Simpsonovo pravidlo

Zvolime-li xg = a, ©1 = (a+b)/2, o =ban =2, tj. h = (b — a)/2, tak funkci f aproximujeme

kvadratickym polynomem

pa(x) = lo(x) f(x0) + L1(x) f(21) + L2(x) f(22).

Abychom jej urcili, musime nejdrive ziskat biazové funkce

r—T4 T — X9 r—T] X — I 1

gO(x) - o — X1 ' Trog — T2 - —h . —2h - W(x B xl)(x B J;Q)’
Tr—xy X — T T—Xy T — 9 1

gl(x) - 1 — Xo ' r1 — T2 - h . —h - —ﬁ(x—mo)(:n—@),
r—x9 T —T T—Xy T—X1 1

£2(x) - o — X0 ' ro — I - 2h . h - W(x_xo)(x_xl)'

13



Nyni staci zintegrovat ps na (a, b):
b

[ pate) o = [ 10 20) + (@070 + o)) | o =

a

= [ @) @0 ar+ [ @) et [ @) pe) do =

= 2 w0) 4 o) + 5 fw2) = 2 (7o) + 4 () + F o)

a ziskdvame predpis pro Simpsonovo pravidlo, které taktéz radime mezi uzaviené formule.

[ s aes [ ey dr =" 1@+ a1 (

= b) 4 f(b)} = §(f, a,b). (2.1.4)

Na obr. 2.1 vidime porovnéani téchto metod, které jsou aplikovany na integrél

3
/ e” dz.
0

(a) obdélnikové pravidlo (b) lichobéznikové pravidlo (¢) Simpsonovo pravidlo

Obrézek 2.1: Vizudlni porovnani Newtonovych-Cotesovych formuli
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2.2 Odhad chyby

Zamyslime-li se ted nad vztahem (2.0.3), mohla by nds napadnout otézka, kdy nastane rovnost.
Tak jako u vSech aproximaci, zde vznikd chyba, kterou muzeme ovlivnit. Ozna¢me tuto chybu

Newtonovy-Cotesovy formule jako

ozn b /rL
Ea(f,a,0)2 [ 1) dw = 3 wef (o).
a k=0

Véta 2.2.1 (Odhad chyby obdélnikového pravidla). [8, 9] Necht f € C? ((a,b)). Pak

(b—a)*

‘E()(f,(l,b” < 24

17" lloo-

Diukaz. (Analogicky jako v [8] pro Simpsonovo pravidlo.) Zajimd nds vlastné odhad chyby

b b
/a (@) d:z:—(b—a)f< ;“) (2.2.1)
Polozme
v =a(t) = “;bﬁubfTat, te(~1,1) (2.2.2)

a definujme funkci F(t) = f(x(t)). Dosazenim do (2.2.1) dostdvame

/abf(m(t))dx—(b—a)f (b;a) _ b;“ (/llp(f) dr—2F(0)).

Definujme funkci G predpisem

G(t):/_ttF(r) dr —2F(0), te(-1,1).

Vsimneme si, Ze

b;aG(U: b;a (/1 F(r) dT—2F(O)>.

Sestavme nyni funkci H pomoct
H(t)=G(t) —t3G(1),  t€ {a,b).

Je zrejmé, Ze H(1) = H(0) = 0. Aplikujeme na funkci H Rolleovu vétu. Tudiz 3¢ € (0,1) : H'(&) =
0. Zderivujme nyni funkci H :

H'(t) = G'(t) — 3t°G(1) = F(t) + F(—t) — 2F(0) — 3t°G(1).
Vidime, ze H'(0) = 0, to ale znamend, ze H'(&1) = H'(0) = 0, takZe pouzijeme znovu Rolleovu vétu,

15



a tedy 3¢5 € (0,&1) : H'(&2) = 0. Zderivujeme nyni H' a dosadime t = &5:
682G (1) = F'(&2) — F'(—&2).
Na pravou stranu posledni rovnosti pouzijeme Lagrangeovu vetu o stredni hodnoté

s € (=&, &) 1 26F"(&3) = F'(&) — F'(—&),

a proto

G(1) = éF"(&a)- (2.2.3)

S pomoci (2.2.2) urc¢ime hodnotu druhé derivace:

(b= a)*

(&), (ab) 3 2(6)=E (2.24)

F"(&3) =
Dosadime (2.2.4) do (2.2.3), vyndsobime 5% a dostdvdme ndmi hledanou rovnost

(b—a)®
24

[ #tatt)) a —0(s,0,0) = 76, e (ab) (2.2.5)

[ |
Véta 2.2.2 (Odhad chyby lichobéznikového pravidla). [7, 8, 9] Necht f € C2 ({a,b)). Pak plati

(b—a)®

‘El(f7a7b)| S 12

1" loo-

Dukaz. [7, 8] Pripomenme, Ze chyba polynomidlni interpolace s (n + 1) uzly v intervalu (a,b) je
(viz také [5])

(n+1)
f@) =l = TSm0, € @)
kde
Tt (@) = (2= 20) (@ —21) -+ (¥ — ),
Tudiz . ) ) 5
B0 =8 [ a0 ar= O e (2.2.6)
|
Analogicky bychom pro chybu Simpsonova pravidla dostali
" 1 b b
Baf a0 < 1"l [ o= a) (2= 57 (0= do =
6 Ja (2.2.7)
_ (b B a)4 17
= 22 e

16



Nyni si zavedeme lepsi uréeni odhadu chyby Simpsonova pravidla (viz nésledujici vétu). Jak se pise
v [8], je pékné vidét, ze Simpsonovo pravidlo integruje pfesné polynomy do 3. stupné véetné, coz
neukazuje odhad (2.2.7).

Véta 2.2.3 (Odhad chyby Simpsonova pravidla). Necht f € C*((a,b)). Pak

b
Eafa) < E oy
Dukaz. [8] Zkoumejme chybu
b
[ty de =0 @+ ar (50) + 1) (223)
Polozme
:L‘:x(t):a;_b+b_Tat, te (~1,1),

a definujme funkci F' pomoci F(t) = f(z(t)). Dosazenim do (2.2.8) dostdvime

[ sty ar =220 [ ag (450) + )] =

_ b;a (/1 F(r) dr — % [F(_1)+4F(0)+F(1)]>-

-1

Definujme funkci G predpisem
t t
_ / F(r)dr = 2 [F(—t) +4F(0) + F()],  te(-1,1).
—t
Muizeme vidét, Ze

b ) = b - </11 F(r) dr — % [F(~1) + 4F(0) + F(l)]> .

Sestavme ddle funkci H, kde
H(t) = G(t) — t°G(1),  te€(-1,1).

Podivejme se na funkcéni hodnoty H(0) a H(1). JelikoZ je zrejmé, ze H(0) = H(1) = 0 a z predpo-
kladu vime, Ze f € C* ((a,b)), tak aplikujeme na H Rolleovu vétu. Tudiz 3¢ € (0,1):  H'(&) = 0.
Zderivujme nyni funkci H :

H'(t) = G'(t) — 5t*G(1).

Rozepiseme si a upravime G':

G/(t) = F(t) + F(~) ~ 5 [F(~1) + 4F(0) + F(2)] — & [~F/(~0) + F'(1)].

3!
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Ted, kdyz jiz mdme urcenou G, tak jisté vidime, Ze H'(&1) = H'(0) = 0, a tudiz opét aplikujeme
Rolleovu vétu, neboli 3¢ € (0,&1) : H"(&2) = 0. Zderivujme nyni funkci H':

H'(t) = G"(t) — 2062G(1).

Rozepiseme si a upravime G :

t

L 3

LF )~ P -

G'(t) = F'(t) - F'(-t) (1) = F(=1)]
1

3

[F7(t) + F"(=t)]
t

[P'(t) — /(1)) -

[F"(t) + F"(-t)] .

aplikujeme Rolleovu vétu, neboli 3¢3 € (0,&2) : H" (&3) = 0. Zderivujme nyni funkci H :
H"(t) = G"(t) — 60t>G(1). (2.2.9)

Rozepiseme si a upravime G" :

G"(t) = 5 [F"(0) + F/(~0)] & [F"(1) + F(~1)
t
=73

t

3 [F///(t) o F/”(—t)} —

[F,//(t) _ F///(—t)] .

Upraveny vztah dosadime do (2.2.9):

t

H/// t) =
() =

[F"(t) — F"(—t)] — 60t*G(1).

Jelikoz vime, Ze H" (£3) = 0, dostaneme

00EG(1) =~ [F" () — (&)

Na hranatou zdvorku na pravé strané posledni rovnosti pouzijeme Lagrangeovu vétu o stredni hodnoté

s € (—€3,8):  26FW(gy) = F"(&3) — F"(—&)

a ziskdvdme

6053 G(1) = —2§§F<4> (64),
90G(1) = —FW(gy),
G(1) = ~ 5 FO(E)
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Zbytek ditkazu lezi v urceni F(&,):

(4) (b— a)4 (4) ozn.
F (54) = 16 f (x(éll))’ (CL, b) = 54 = §7
odkud , (b )5
—Qa _ —a ( )
5 G(1) = 580 fA ). (2.2.10)

Uvedme jesté prehled odhadt chyb pro uvedené metody:

pravidlo odhad chyby

obdélnikové (2.1.1) | [Eo(f,a,0)| < S22 1)1
lichob&mikové (2.1.3) | |E1(f,a,b)] < 322 £]]oo

Simpsonovo (2.1.4) | |Ea(f,a,b)] < &) @[,

Tabulka 2.1: Odhady chyb zakladnich pravidel

2.3 Slozena pravidla

Pro vétsinu funkci ndmi difive zminované metody nedokazi uspokojivé aproximovat jejich integral

na daném intervalu. Rozlozime-li ovsem interval (a, b) nasledovné:

s

<$i—17 xl) 3

<a” b> = \

=1

kde m > 2 je pocet subintervall stejné délky, a na kazdy subinterval aplikujeme dané pravidlo,
ziskdvame slozené formule, o kterych pojedndvame v této kapitole (viz také [7, 8]).

Nyni se podivame na slozenou formu obdélnikového a lichobéznikového pravidla. Predpokladejme,
ze f € C({a,b)). Poté

b m T;
/ flx)de = Z f(z) dz.
a i=1"%i-1
Délku kazdého subintervalu (x;_;,x;) uré¢ime jako
="
m

Aplikovanim obdélnikového pravidla na kazdy subinterval dostavime slozené obdélnikové pra-
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vidlo
[ @ aem s (B )z o (23.1)
j 2 5 Jh). .3.
Zaméime se na slozené lichobéznikové pravidlo. Jelikoz body s indexy ¢ = 1,2,...,m — 1
pocitdme dvakrat, jak je vyobrazeno na obr. 2.2, dostavame:
b a m_l b ozn
/ f(z) dz ~ h lf(z) + 3 )+ fﬂ 2SR} (2.3.2)
a i=1

1 2 2 2 2 2 2 1

! ! 1 ] L | | |

I 1 1 I | 1 1 1

a=X X1 X2 X3 Xy Xm2 Xma b=2xy
Obrazek 2.2: Rozdéleni intervalu (a, b) pro slozené lichobéznikové pravidlo
Predpokladejme nyni, ze jsme interval (a, b) rozdélili na 2m subintervala tak, aby
. b—a .
x; = a + ih, h= , 1=0,1,2,...,2m, m > 1.
2m
Poté po aplikaci Simpsonova pravidla na kazdy subinterval (x9;—9,z2;), i = 1,2,..., m, dostavame
b L h
f(z) dz = f@)de~ 2 > [f(z2i-2) + 4f(z2i-1) + f(22)] -
3
a i=1"%2-2 i=1

Jak ukazuje obr. 2.3, vnitini body intervalu (a,b) se sudymi indexy poc¢itame dvakrat a body s

lichymi indexy c¢tyrikrat. Této skutecnosti vyuzijeme a dostavame predpis pro sloZzené Simpsonovo

pravidlo:
b m—1 m
/ f(z) do ~ g [f(a) +f0)+2) fla+2ih)+4) fla+ (2 — 1)h)] ZS(f,h).  (2.3.3)

a i=1 =1

(x0, x2) (X2, X4) (Xom-2, Xom)

A A

r Y N —

1 4 2 4 2 2 4 1

| | | | R | ] ]

I I | | I | I 1

i = Xg X X2 X3 Xy Xom—2 Xam—1 Xom =b

Obrézek 2.3: Rozdéleni intervalu (a, b) pro slozené Simpsonovo pravidlo
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Podivejme se nyni na chyby, kterych jsme se pii skladani pravidel dopustili. Vezméme si ku
prikladu chybu sloZzeného obdélnikového pravidla, které si analogicky odvodime z dikazu

chyby slozeného lichobéznikového pravidla uvedeném napiiklad v [7] s pomoci (2.2.5).

f7 OZH/ f d$— f7 Z dx_ (f?xiflaxi) =

,lezl

Z xz 1 // E’L — Zf” él fz S (.’L’i—l,xi)'

=1

Vynésobme posledni vyraz jednickou ve specidlnim tvaru a dostaneme:

R3S b—a 1 .,
S ()] (23.4)
—— =1

1

Eo(f,h) =

Zkoumejme nyni
1 m
—> (&)
m “
i=1

Po kratkém rozmyslen{ zjistime, Ze se jednd o pramér hodnot f”(&;). Zajisté poté 3¢ € (a, b) takové,

ze f"(€) je rovno tomuto pruméru. Dosadime do (2.3.4):

b—a

24 f”(g) : h27 5 € (a7 b)7 (235)

EO(fa h) =

a ziskdvame tak odhad chyby sloZzeného obdélnikového pravidla

b—a
|Eo(f,h)] < WHf"Hoth-

Odhady chyb slozeného lichobéznikového a Simpsonova pravidla dostaneme analogicky jako (2.3.5)
pomoci (2.2.6) a (2.2.10).! V tab. 2.2 je uveden piehled odhadt chyb pro slozené metody:

pravidlo odhad chyby

slozené obdélnikové (2.3.1) | [Eo(f, h)] < 52| f"||ech?

slozené lichob&znikové (2.3.2) | |E1(f, )| < 52| f"||ooh®

slozené Simpsonovo (2.3.3) |Ea(f,h)] <& 50 a|| fW]| o h4

Tabulka 2.2: Odhady chyb slozenych pravidel

'Pro Simpsonovo pravidlo si jen musime uvédomit, ze h = (b — a)/(2m).
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2.4 Formule vyssich radi

Nyni si predvedeme Newtonovy-Cotesovy formule fadu n > 2 az do n = 10. Pfipomenme, Ze nami

zavedena ekvidistantni sit uzla spliuje

b_
@i =a+ih, h=-—2 " i=0,1,2...,n
n

Pro ziskani prislusnych Lagrangeovych polynomu jsme pouzili software Maple, pomoci nativni

funkce Polynomiallnterpolation(). Po nésledném zintegrovani ziskavame vyrazy (viz také [10]) uve-

dené v nasledujici tabulce:!

kvadraturni formule

h(f(wo) + 3f (1) + 3f (x2) + f(3))

3
8
Zh(7f(x0) + 32f (1) + 12f (w2) + 32f (23) + Tf(24))

asg (19 (x0) + 75 f (1) + 50 (w2) + 50f (w3) + 75 (24) + 19f(z5))

= |

i (41 f (zo) + 216 f (w1) + 27 f (w2) 4+ 272 f (x3) + 27 f(24) + 216 f (x5) + 41 f(26))

N | O | O W

W780h(751f(ar0)+3577f(:c1)+1323f(x2) +2989f (23)+2989 f (x4)+1323 f (x5)+3577 f (x6)+

11175 1989 f (0) + 5888 f (1) — 928 f (w2) +10496 f (w3) — 4540 f (4) +10496 f (w5) — 928 f (6) +
5888 f(x7) + 989 (x3))

50600 71(2857(f (o) + f(29)) + 15741(f (w1) + f(ws)) +1080(f (x2) + f(x7)) +19344(f (23) +
f(wg)) + 5T78(f (x4) + f(25)))

10

90575 (16067 (f (x0) + f(a10)) + 106300(f(w1) + f(wg)) — 48525(f(w2) + f(ws)) +
272400(f (x3) + f(27)) — 260550( f (24) + f(x6)) + 427368 (x5))

Tabulka 2.3: Newtonovy-Cotesovy formule vyssich radua

Ackoliv se jedna o polynomy vyssich fadua a mély by na puvodn{ funkei ,,prilehnout* a aproximovat

blizké body 1épe nez polynomy do radu n < 3, tak uvidime, Ze je mnohem spolehlivéjsi aproximovat

integral pomoci slozenych pravidel nizsich radd.

'Pro tyto vzorce v nasi praci neuvddime vzniklé chyby aproximace (ani jejich slozené formy), protoze s nimi dale
v tomto textu nepracujeme.
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2.5 Numerické experimenty pro Newtonovy-Cotesovy vzorce

Priklad 2.5.1. Pomoci Newtonovych-Cotesovych vzorcu aproximujme integrdl
4
/ 23 cos(4mz) du.
0

Analytickou hodnotu tohoto integrdlu bychom jednoduse urcili opakovanym pouZitim per partes,

ovsem my st pomuzeme matematickym softwarem Maple:

4
/ 23 cos(4rz) do = .
0

3

Oznacme f(x) = x° cos(4dnwz). Zkoumejme nyni aproximaci integralu pomoci sloZenych pravidel s

danym poctem subintervali. Vypoctené hodnoty uvddime v ndsledugjici tabulce:

I m | n J1ogm =32 1Ly =3/ || m | »  |Is(.0)—3/7
2 55,69603 79,69603 21 63,69603

1 61,69604 67,69604 4105 63,69604
8105 63,80396 64,69604 810,25 20,97063
16 | 0,25 0,30396 0,44603 16 | 0,125 0,05396
32 | 0,125 0,03880 0,07104 32 | 0,0625 0,00219
64 | 0,0625 0,00825 0,01612 64 | 0,03125 1,2:10~*
128 | 0,03125 0,00198 0,00394 128 | 0,01563 7,6-1076
256 | 0,01562 4,9-10~* 9,8.10~* 256 | 0,00781 4,7-1077
512 | 0,00781 1,2.1074 2,4-1074 512 | 0,00391 2,9-1078
1024 | 0,00391 3,1-107° 6,1-107° 1024 | 0,00195 1,8-107°

Tabulka 2.4: Aproximace pomoci slozenych Newtonovych-Cotesovych formuli I

Pro grafické zndzornéni konvergence metod ndam slouzi obr. 2.4, kde absolutni chybou rozumime

absolutni hodnotu rozdilu vysledku dané metody a analytické hodnoty pro dané h.
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Absolutni chyba
5]
IS

10% £ T T T

——e=— sloZené obdélnikové pravidlo

——=—— sloZené lichobéZnikové pravidio
sloZené Simpsonovo pravidio

—0(h?)

ofh*)

10°

<
o

5]
&

100 107! 102

Obréazek 2.4: Konvergence slozenych pravidel I

Na obr. 2.4 vidime, Ze sloZené obdélnikové a slozené lichobéznikové pravidlo drzi trend O(h?), za-

timco sloZené Simpsonovo pravidlo konverguje s presnosti (’)(h4). Prabéh aprorimace pro Newtonovy-

Cotesovy vzorce vyssich radd jsme nasimulovali na obr. 2.5.

Absolutni chyba

107

Rad metody

Obrazek 2.5: Chovani pravidel vyssich radu 1

Predpoklddali bychom, Ze s vétsim radem bude chyba mensi, ovsem jok muzZeme vidét, tak vyssi
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rady nekonverguji. Divod vidime na obr. 2.6. Funkce md rychle rostouci amplitudy, tudiZ ndmi
vytvoreny Lagrangetv interpolacni polynom vyssiho rddu ,nesedne® na funkci. Zajisté by pomohlo,
kdybychom vytvorili sloZené tvary téchto metod, ovsem to by mohlo stdt za samostatnou bakaldrskou

praci.

80

60 — A

20 — / f { |
/ f \ |

f(x)

20 \/ \ / | I —
/ \ |

-40 — “.“ “.“ -

-60

Obrézek 2.6: Priibéh funkce 23 cos(4nz)

A

Priklad 2.5.2. Pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli aprorimujeme nyni integrdl z Rungeovy

1 2
/ 4
1 1+2a2

Analytickou hodnotu urcime jednoduchym postupem:

funkce

1 2 T T
[ o do=arctg@ty =2 (5 + 5 ) =

Oznacme f(x) = 1-&-% a stejné jako v predchozim prikladu se podivejme na chyby sloZenych pravidel,

které mdme popsdny v nasledujici tabulce:
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I m | n T1ogm—rliegm -« m [ n  [IS¢r.n) -]

2101 0,05841 0,14159 2105 0,00826

0,5 0,02076 0,04159 410,25 2,4-107°

0,25 0,00520 0,01041 810,125 1,5:1077

16 | 0,125 0,00130 0,00260 16 | 0,0625 2,3-1079

32 | 0,0625 3,3-1074 6,5-1074 32 | 0,03125 3,6-10711
64 | 0,03125 8,1-107° 1,6-:1074 64 | 0,01563 5,7-10713
128 | 0,01563 2,0-107° 4,1-107° 128 | 0,00781 8,4-10~1°
256 | 0,00781 5,1-1076 1,0-107° 256 | 0,00391 4,4.10716
512 | 0,00391 1,3-1076 2,5-1076 512 | 0,00195 441071
1024 | 0,00195 3,2.1077 6,4-1077 ||{| 1024 | 0,00098 3,1-1071°

Tabulka 2.5: Aproximace pomoci sloZzenych Newtonovych-Cotesovych formuli 11

Konvergenci jednotlivijch pravidel muzZeme vidét na obr. 2.7. Divodem oscilujicich hodnot u Simp-
sonova sloZeného pravidla je to, Ze v téchto h dosahujeme jiz pocitacové presnosti. Oproti minulému

prikladu vidime na obr. 2.8, Ze chyba klesd s rostoucim rddem pravidel.

T
—=e— sloZené obdélnikové pravidlo
~———— sloZené lichob&Znikoveé pravidio
10° sloZené Simpsonovo pravidlo
ofh?)
oih*)

10* E

=
)

Absolutni chyba
3
»

1010k
10'12;

10714 E

1078 -
10° 107 102
h

Obrazek 2.7: Konvergence slozenych pravidel 11
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Absolutni chyba

10%

Rad metody

Obrazek 2.8: Chovani pravidel vyssich rada 11
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Kapitola 3

Rekurzivni metody

Ted, kdyz jiz zname slozenou formuli pro lichobéznikové pravidlo, zamysleme se nad tim, jak bychom
mohli jesté efektivnéji aproximovat dany integral. Zabyvejme se pripadem, kdy interval (a,b) roz-

délime na 2™ subintervalu

b—a hon,
hm—2Ta hm+1—?, m € No.

Rozlozeni subintervalt pro rtiznd m jsme vyobrazili na obr. 3.1.

m=0

| |

I I

a b

1
m=1 I { {
a b
2 1 2
] 1 I l |
m=2 | T T t 1
a b
3 2 3 1 3 2 3
—1 | | | | | | | | |
m=a | I | | ] | ] |
a b
4 3 4 2 4 3 41 43 42 43 4

o Lrrrrrrerrrerrrrrrrr
m=4 11Tt rT T T 17T 17 1T 1T
a b

Obréazek 3.1: Pileni intervala pro rekurzivni lichobéznikové pravidlo

Muzeme tedy psat, ze pro dané m ma slozena formule lichobéznikového pravidla tvar

om 1
@) IO NS fat i | (3.0.1)
=1

2] —
LE(f, ) = hon | 52+ L5
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kde horni index ()/2 ndm ¥ika, ze délime subintervaly na pil. Pro troveii (m 4 1), m > 0, piSeme

DI
f(2a) _|_f(2)_|_ ; f(a+ihm+1)

LP(f, hins1) = himgt

Predpokladejme, ze jsme vypocetli (3.0.1). VSimneme si, ze body z m-té tirovné jsou body se sudymi

indexy na (m + 1)-ni trovni, tudiz

i [fla)  f0) 2 . = .
LP(f, ) = 5 [2 t ; fla+ihm) + ; fla+ (20 + Dhmi) |,
z ¢ehoz ziskavame
L[Q] hm 2m—1
LP(f, B y1) = (";) +hngr Y Fla+ (20 + Dhing). (3.0.2)
i=0

Yv__ s

Vztah (3.0.2) nazveme rekurzivnim lichobéznikovym pravidlem s délenim na poloviny (viz
také [7]). Jak vidime, tato metoda vyuzivd jiz diive vypoctené body, coz déla formuli velmi efektivni
co se vypocetniho Casu tyce.

Inspirujme se a obdobné zavedme rekurzivni Simpsonovo pravidlo s délenim na poloviny.
Nesmime zapomenout, Ze u Simpsonova pravidla mame 2m subintervalli, ale aproximujeme na
intervalech délky 2h,,, tudiz volime m > 1. Vime (viz (2.3.3)), ze

am—1_1 2m—1
SCUF b)) = %m fla)+ fb)+2 > fla+2ihm)+4 > fla+ (20— 1)hm)]
=1 i=1

2m 1 om
SE(f, B 1) = h”;)“ [f(a) +f0)+2 Y fla+2ihmer) +4 fla+ (2 - 1>hm+1>] :
=1 i=1

Na obr. 3.2 jsme nasimulovali déleni intervall pro rzné tirovné m. Mizeme vidét, ze sudé body

(ozn. S) a liché body (ozn. L) z minulé trovné se v nésledné iteraci stavaji sudymi body.
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m=1

m=2

R/ —_— R ——
el
S e —

M~
Yy =
M~

m=73 | I

Obrazek 3.2: Pileni intervalti pro rekurzivni Simpsonovo pravidlo

Tudiz plati, ze

om_1 2m—1_1 2m—1
Y fla+2ihmer) = Y fla+2ihn)+ Y fla+ (2 — 1hy),
i=1 i=1 i=1
a proto
2m_1 gm—1_1 - _

2 Y fla+2ihmer) =2 > fla+2ihy)+4 Z fla+ (20 —1)hy,) —2 Z fla+ (20 — 1)hy,).
=1 =1

Dosazenim do SP/(f, hyy1) ziskavame

2m71_1 2777,71

SES ) = P2 J@ 4 SO +2 S flat2ibn) +4 3 o+ 20— D) -
i=1 i=1

=2 Y fla+ (2i— 1)hy, +4Zf (20 — Dhpy1)
i=1
a Upravou nami hledany rekurzivni vztah pro Simpsonovo pravidlo s délenim na poloviny:

Sm(fa hm) hm-‘rl

2m am-—1
SE(f humg1) = T = 4+ T 4D fla+ (2= Dhmer) =2 D flat (2 = Dhm)
i=1 i=1

vypocteno v m-té tirovni

3.1 Déleni subintervalli na tretiny

Ac-li je déleni na poloviny pro nés prirozenéjsi, mizeme obecné délit subintervaly na libovolny pocet

dilkti. Uvedme ku prikladu déleni na tfetiny. Polozme

b—a Ao,
hpyy = ——, hmi1 = —, € Np.
3m +1 3 m 0
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YV __»,

Hledame lichobéZnikové pravidlo s délenim na tietiny. Zajisté plati, ze

_ fla) | fb) & :
LB, hn) = han St T ; fla+ihy)]| . (3.1.1)

Na obr. 3.3 vidime, Ze pfi déleni subintervalu na tfetiny nam jej rozdéli vzdy dva nové body. Hodnoty

v novych bodech bychom tudiz mohli efektivné spocitat tak, ze kazdy treti bod preskocime.

m=10

|
|
b

o ——

| | | |
m=1 1 } I |
a b

2 2 1 2 2 1 2 2
B 1 1 1 1 1 1 1 1 |
m=2 | T 1 T 1 1 1 1 T ]
a b

33233233133233233133233233

a b

m=23

Obrazek 3.3: Rozdéleni intervalt na tfetiny pro rekurzivni lichobéznikové pravidlo

Tudiz muzeme psat, ze

3m—1 3mtl—1

' @ o) | | B
L) = it | 57 4 550+ 3 flatibm) 0 30 flatibman) | =
B i mod 30
LB(f, b T |
= (é) + hm+1 Z fla+ihmir),
iméﬁ%;ﬂ)
coz je nami hledany predpis.
Zménme nyni velikost h,, na
b—a hom
hm:m, hmy1 = 30 m € Ny

a hledejme rekurzivni Simpsonovo pravidlo s délenim na tretiny. Vime, ze

3m—1 3m
SEF ) = " F(@) 4 F0) 42 Y Flat 2ibn) +43 Flat (20— Dhn)|
i=1 =1

Pro urceni dalsi iterace se zamyslime nad obr. 3.4. V§imnéme si, ze v kazdém dalsim kroku nam
vznikne sudy pocet bodu s ozn. L; (nové liché body) a sudy pocet bodt s ozn. S; (nové sudé body).

Z obrazku si neni tézké uvédomit, jakym zpusobem jsou body rozlozeny. Body L; (resp. S;) jsou od
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sebe stiidavé vzdaleny o 4h,, (resp. o 2h,,) a nasledné o 2h,, (resp. p 4hy,), jak zobrazuji usecky

korespondujici barvy.

0. troven :
a L b
N I | | | |
1. Uuroven | | | | |
a L4 51 I‘ S I b
5 iropes Lo vt vttt vttt et raeald
LI T I B N N I N N N N B
a L, 51 L 52 Ly S Lﬂ S_q, L S‘i Ly S Ls 55 L 56 th

Obrazek 3.4: Rozdéleni intervall na tfetiny pro rekurzivni Simpsonovo pravidlo

Muzeme tudiz psét, ze pro (m + 1)-ni, m > 0, Groven plati

a~+ hpmat, i=1,

Li =4 L1+ 4hmt+1, imod2=0, i=1,2,...,2-3™
Li—1 4+ 2hmy1, imod2=1,

resp.
a~+ 2hmy1, i=1,

Si =481+ 2hmy1, imod2=0, i=1,2,...,2-3™m
Si—1+ 4hpy1, tmod2=1,

S touto informaci se nyni zaméime na

3m+1 -1 3m+1

him . .
SBI(f, ) = 3“ fla)+ f)+2 > fla+ 2ihmer) +4 > fla+ (20 — Dhpmyr)
i=1 i=1
Z obr. 3.4 je vidét, ze
3m+1_1 3m_1 2.3™
> fla+2ihpa) = Y fla+2ihy) + ) f(Si)
i=1 i=1 i=1

vypocteno v m-té trovni

a gm+1 3m 2.3m
> flat 2= Dhmya) = fla+ (20— Dhm) + D f(L).
i=1 =1 =1

vypocteno v m-té tirovni
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Pomoci elementarnich prav tudiz dostavame

[3] h 2.3m 2.3m
SIS, ) = L ) vt [2

3 DOFS) 4D (L)
i=1 i=1

3.2 Numerické experimenty pro rekurzivni metody

Priklad 3.2.1. Se znalosti rekurzivnich metod aproximujme

1
/ 4v/1 — 22 dz.
0

Analytickou hodnotu tohoto integrdlu vypocteme ndsledovne:

1 1
/ 41 — 22 dx = 4/ V1 —22dr == 3,141592653589793 . . .
0 0
—_—————
obsah ¢tvrtiny jednotkové kruznice
Oznacéme aproximaci z m-té drovné jako Ay, a aproxrimace z (m — 1)-ni drovné jako A,,—1, poté

definujme relativni chybu jako
’Am—l - Am’
_ 3.2.1
4 (321
Toto zavedeni vyuzijeme jako ukoncovaci podminku: rekurze bude trvat do té doby, dokud bude

relativni chyba (3.2.1) mensi nez 107°. Ziskdvdme vyjsledky uvedené v ndsledujici tabulce:

H metoda ‘ vyslednd aproximace | max. dosazend troven | absolutni chyba H

L 3,141579965411448 11 1,2.107°
LB 3,141590440782387 8 2,2:1076
Sk 3,141578637812139 9 1,4-1075
S8l 3,141591066012415 7 1,5-10°6

Tabulka 3.1: Aproximace integralu pomoci rekurzivnich metod
Vidime, Ze nejlepsi aproxzimace ziskdvame diky LB a SBl. Jestlize porovndme L2 o SB!, tak vidime,

ze SBI dosdhlo o dd lepsi aprozimace skoro jiz za polovinu mazrimdlni dosazZené urovné.

A
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Kapitola 4

Eulerova-Maclaurinova expanze

Zkoumejme znovu chybu slozeného lichobéznikového pravidla (viz tab. 2.2 na str. 22)

b—a
< "o h?.
< 21

/a (@) de — L(f.)

Vsimnéme si, Ze se jednd o metodu 2. fadu, nebo-li ze chyba je tiidy O(h?). V této kapitole se
zabyvame Eulerovou-Maclaurinovou expanzi, ktera tuto chybu vyjadiuje jako fadu mocnin h?,

a umoznuje dalsi zpfesnéni pomoci extrapola¢nich technik (viz také [2, 8]).
Definice 4.0.1. UvazZujme posloupnost polynomi q,, v € N, definovanou pomoci:
(i) deg(qr) =,
(it) Yr e N: ¢, 1 = ¢,
| lichd funkce, r je liché,
(7i1) qr je ) . )
sudd funkce, r je sudé,

(tv) pro r > 1 liché plati: ¢.(—1) = ¢.(1) =0,
(v) @u(t) = —t.

Pro ukézku uvedme vypocet prvnich péti polynomii. Z definice vime, Ze

ql(t) = —t.
Nyni si stac¢i uvédomit, ze
t2
go(t) = /ql(t) dt=—"+43, A €R
t3
g (1) = /qz(t) dt =~ + Ast+ A, Az €R.
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Jelikoz z definice plyne, Ze g3 je lichd funkce, tak nutné musi z lichosti platit, ze
qs3 (0) =0 = A3=0.

Dale vidime, ze ) .
Q3(1):—6+A2:0 = AQZ*.

6
Tedy:
2 1 3t
Obdobnym zptsobem vypocteme dalsi dva polynomy:
12
=~ +—+A;, A4€R
qa(t) o1 T g T A AR,
3
)= ——+ —+ Ayt+ A As €R
q5(t) 120+36+ 4t + As, 5 € R,
Q5(0) =0 = A5 = 0,
1 1 7
N=—-—-r-+—4+A4=0 = Aj=-——.
a5(1) = — 155 + 35 T A4 47 7360
Tedy:
(t) = ¢ N 27 (t) = t° N 76
W =750 T 12 73600 BT 7120 T 36 360°

Véta 4.0.1. Necht g € C?**((—1,1)), poté
! O ©
[ o d—(g-0+9) 2 [ty ar®

-1

Diukaz. [8] Vsimnéme si, Ze rozdil

[ o0t~ g1+ 501)

je chyba lichobéznikového pravidla pro dany integrdl. Podivejme se nyni na rovnost (x). Je zrejmé,

Ze
1 per partes 1
/ () dt=lu=—t, ' =—1]= [—tg(t)]1_1+/ g(t) dt =
-1 -1
V=g, v=g

1

—@u»+m—n>+/ g(t) dt.

-1
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Nyni dokazme rovnost (0):

per partes

1 1 1
[ omd@a=lu=g, v =g|=GOnOl - [ §Ond=
v =qi, UV =q2
1
= () (1) =g(-1) = [ g"Oa®) dt =
per partes
= |y = g//’ u = g/// —
v = o, UV =4q3
= () (¢1) ~ ¢ (-1) - [¢" O], + [ " O) e =
per partes
= |y = g///7 u = 9(4) —
v = g3, V=44
= () (¢/(0) = (1) + ) (¢"(1) ~ (1) = [ gD Bat) e =
—Z(DT ( (2r— 1(1) 2r1 / 922) Q22 )d

Pokud bychom metodu per partes udélali (k + 1)-krdt, tak ziskdvame poZadovanou rovnost

1
/_—tg dt—zqz ) (gD (1) = g (- /9(2’“ )(t) dt.

Véta 4.0.2 (Eulerova-Maclaurinova expanze). [8] Necht f € C*({a,b)),

CS

(a,b) = (xi—1,x5), x; = a+ih, 1=0,1,...,m, h = , m>1
=1 m
a
b
I= (z) dzx
Pak
k h 2k m x;
I= L) = el (£ 00— 12 0@) = (5) X [ a0 () do.
r=1 =1 Ti—1

kde
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2 1
t:t(:p):—l—kﬁ(x—xi_l), x € (xi—1,Ti), Cr = CJ227«2(T)7 r=1,2,
Dukaz. Plati
substituce
. x:xi_l—I—%(t—{—l) -
/ flz) dz = dz = fdt = 5/ g(t) dt,
i -1
f r=xi_1=>1t=-—1
le‘iil‘i:xifl—k%(t—i-l)it:l

kde g(t)= f(z(t)), a zabyvejme se chybou na jednom subintervalu

[ s o= g e+ ) = 3 [ [ o) a0+ )]

Z véty 4.0.1 plyne, Ze pravou stranu (4.0.2) mizZeme prepsat do tvaru

k
b ) (60— g ID) 5[ g0
r=1

To ale znamend, Ze

NE

I—L(fh)= /m F(@) dz— 2 (F(zia) + fla)) =

2

(2

h o (2r—1) (2r—1) hs (! (2k)
:2;%(1)2(9 (1)—g (—1))—2;/_1q2k(t)g (t) dt.

=1

Il
—

Nyni se podivejme na pruni clen za posledni rovnosti. Uvédomme si, Ze

0 = 06w (5) . pen,

protoZe se jednd o derivaci sloZené funkce (viz substituci v (4.0.1)). MizZeme tedy psdt:

quym )3 (f@?“-”(xi) (B)" s (2)21) -

i=1

b ) (B) S (e - 1),
r=1 3
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Dale vidime, Ze

> (£ V(@) = fO D)) = FEIE) - @D (a),

i=1
protoZe se odectou derivace v uzlech x1,22,...,Tm—1 (jednou jsou zde tyto derivace s kladngm a

jednou se zdaporngm znaménkem). TudiZ

” ZQQT Z ( (27"71)( ) (2r 1) > ZCThQT ( (2r—-1) (b) _ f(2r71)(a)> ’ (405)
=1
kde 0
gor
Cr = "0
Nyni se zamérme na druhy célen za posledni rovnosti v (4.0.3). Zpétnou substituct
t=tx)=—-1+—(z—x-1) dt—gd
=t(z) = 5 &= Tic1), =dz
dostavame pomoci (4.0.4)
(4.0.6)

“ m %
g Z /11 qzk(t)g(Qk) (t) dt = Z (Z) / QQk(t)ka(l') dz, t = t(x).
=1 = Ti—1

Odectenim (4.0.6) od (4.0.5) ziskdvdme

k 2k m
— 2r (2r—1) (2r— 1) 2k
h) ;crh (f () — f ( ) 2/9611(1% )7 () dz

Podivejme se nyni na hodnoty
_ QQr(l)
= "opr
Pripomenme, ze
(1) = t2+1 (1) = t4+t2 7
U= e YT T T 12 3600

Dostavame tudiz pro prvni dvé r hodnoty c,:
1 1 1 1
r=1 = q2(1):_§ - =— =——
1 1 7
r=2 = Q4(1)——ﬂ+ﬁ—% = Cg—ﬁo.

(=}
—_

Timto postupem bychom dostali i dalsi hodnoty c,:

1 1
G 7300400 YT 12006000 T 47900160
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Lze navic ukazat, ze
BQT’

(2r)!’

Cr = reN,

kde Bs, jsou tzv. Bernoulliova ¢€isla (viz také [8]) se sudymi indexy, ktera se daji ziskat z Taylorova

rozvoje:

T T X Bo,x2"
Zcoth (=) = .
9 < (2) 2 (2r)!

r=0
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Kapitola 5

Richardsonova extrapolace

Ted, kdyz jiz vime, jak mizeme pomoci Eulerovy-Maclaurinovy expanze vyjadrit chybu slozeného
lichobéznikového pravidla, tak se zamyslime, zda-li bychom mohli vyuzit této znalosti k zpresnéni

aproximace. Pfipomenme, ze Fulerova-Maclaurinova expanze je ve tvaru

[ f@) az i m Zcrh”’( 001 w) = (5) [ em0r
i=1

Ti—1

kde 5
feC®(an), h="T m>1
m
Uvazujme k = 3, pak mizeme psat, Ze
b
/ f(z) dz — L(f, h) = C1h* + Coh™* + O(RF), (5.0.1)

kde
Cr=ci (f'(a)—f'(B), Co=co(f"(a)— f"(b)).

Jak vidime, (5.0.1) je aproximaci 2. fadu, coz plati i pro h/2:

/f Ydz — L (f, ) Cl<2>2+02(g)4+0(h6). (5.0.2)

Pokusme se prijit na metodu, s kterou bychom dostali lepsi presnost. Abychom aproximaci zlep-
sili, tak musime prvni ¢len pravé strany rovnosti (5.0.1) a (5.0.2) odstranit. Pokud tedy (5.0.2)

vynéasobime 22 a nésledné odec¢teme od (5.0.1), tak ziskdvame

(5.0.1) —2%-(5.0.2) : (1 —2% /b f(z) dz — L(f,h) + 2°L (f, h) = (CQ - CZ) ht + O(h%)
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a upravou dostadvame aproximaci nasledujici 4. radu

b 2L (£,8) —L(f,h)
f(z) dz — ( 222)_ : = Ot + O(hY), (5.0.3)
kde o
G=2"2_ O
1-—22 22
Oznac¢me ( )
2°L fv% _L(fvh)
L h)*=
a procesu, diky kterému jsme se dostali k (5.0.3), fikdme Richardsonova extrapolace (viz také
[7, 8)).
Zkusme obdobnym zplisobem jesté 1épe zpresnit aproximaci:
b _
/ F(@) dz — L1 (f,h) = Cah* + O(0), (5.0.4)
b h - (h)*
/ F(z) dz — I (f, 2) e (2) + oM. (5.0.5)

Zde si musime uvédomit, Ze je tfeba vynasobit (5.0.5) ¢islem 24:
b h
(5.0.4) — 2% (5.0.5): (1 — 24)/ f(z) dz — Ly (f, h) + 2Ly (f, 2) = O(h®).

Upravou ziskavame

b 2L, (f, g) — Li(f,h)

f(z) de —

_ 6

z ¢ehoz vidime, Ze jsme dostali aproximaci 6. fadu. Pro dalsi pouziti extrapolace bychom potiebovali

k > 3 (funkce neni ,dostatecné hladka“). Oznacime-li

LO(fa h)()gL(fa h)a
tak pro dostatecné hladkou funkci f dostavame

4kLk,1 (f, %) - kal(.ﬂ h’)

k=1,2,3,... 5.0.6
4k_1 ) ) “y Iy ) ( )

kde piesnost aproximace je O(2%7+2). Tvar (5.0.6) jsme ziskali diky lichob&znikovému pravidlu a
Eulerové-Maclaurinové expanzi, ovSem to je jiz primé aplikace, kterd nam poslouzi jako zakladni

stavebni kdmen pro Rombergovu metodu.
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Richardsonova extrapolace ovSsem ma své vyuziti také pii aproximovani feseni diferencialni rovnic
¢i aproximace derivace (viz také [2, 6]). Obecné tento nastroj slouzi ke zpfesnéni numerickych metod
a byla by skoda, kdybychom si neukézali jeho obecny tvar, ktery si nyni odvodime (viz také [2]).

Predpoklddejme, ze chceme ziskat hodnotu &, kterou mizeme aproximovat pomoci néjaké dosta-
tecné hladké funkce @, kterd reprezentuje algoritmus zavisly na h, a plati ®(h) — ®(0) = &£ pro
h — 0. Prirozenou cestou pro ziskani lepsi presnosti je hodnotu h stdle zmensovat a ziskavat tim
nové hodnoty ®, ovSsem muze se stat, ze je vypocet ®(h) s malym h velmi ¢asové naro¢ny ¢i zde
mohou nastat chyby v zaokrouhlovani v plovouci radové ¢arce, které poskodi presnost algoritmu.

Vyuzijme predpokladu hladkosti ® a pomoci Taylorovy fady ziskavdme
®(h) = ®(0) + h®'(0) + %hQ@”(O) + éhﬁ’»@'"(o) T
Vime, ze ®(0) = &, a jestlize polozime konstanty {c;}{° jako ¢; = %q)(j)(o)7 tak poté
O(h) =&+ cth+ eah® +esh® + -

coz je aproximace hodnoty £ s chybou O(h). Vezméme nyni h poloviéni, tudiz chyba tohoto rozvoje

odpovida taktéz poloviné:
1 1, 1,
®(h/2) =&+ c1=h+ca—h*+c3=h’+---.
2 4 8
Definujme nyni funkci ¥ jako
U(h) =2®(h/2) — ®(h) =
1 Lo 1.3 2 3
=2(&+cizh+c-h " +ec3h’+--- ) — ({—i—clh—i-th + csh —i—) =
2 4 8
1
el odi

Zajisté W(h) aproximuje &, tudiz ¥(0) = £ s chybou fadu O(h?), oproti ®(h), které aproximuje & s
chybou fddu O(h). Uvédomme si, ze

1 3
)\ ) =€ —co—h%—ca—h3 ...
(h/2)=¢ C28h 0332h + ,

¢ehoz mizeme vyuzit k dalsimu zlepseni aproximace. Polozme

o(h) = 4\1/(h/2;—\11(h) :f—i—c%h?’—i—---,

odkud vidime, ze ©(h) aproximuje ¢ s chybou fadu O(h?). Pokud bychom tento proces stéle opa-
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kovali, tak prichdzime na obecny vzorec Richardsonovy extrapolace:

To(h) = ®(h),

2" (%) — Ty—1(h)
Tk<h) = ok _ 1 )

k=1,2,3,...m.

Muzeme tak vytvorit nasledujici extrapolacni tabulku:

To (h)

Ty %) Ty (h)

Ty 2%) T (g) Ty (h)

D) () Bl) o T
T T T T
O(h) O(n?) O(h?) O(h™*h),

kde nejlepsi aproximace v danych sloupcich jsou posledni prvky. Zajisté si vSimneme, ze ¢im vic se
pohybujeme v pravé ¢asti tabulky, tim dosahujeme lepsi presnosti. Nejlepsi aproximaci dostavame
v prvku ), (h).

5.1 Numerické experimenty pro Richardsonovu extrapolaci

Priklad 5.1.1. Vyuzijme Richardsonovu extrapolaci k nalezeni aproximace prvni derivace pro né-
jakou spojité diferencovatelnou funkci f. Hleddme & = f'(xq), kde xo je vnitrnim bodem definic¢niho
oboru f. Pro aprorimaci proni derivace pouzijeme metodu centralnich diferenci, kterou si odvodime.

Pomoci Taylorovy véty vime, Ze

2
£o+5) = 1@+ £@)y + 1) + 00,

2 8
2
fo=3) = 1@ - F@)3 + (@) - OU).

Z téchto rovnic lehce urcime aprorimaci pruni derivace:

f (:1: + Z) —f (x - Z) = f'(x)h + O(h®), t.

) s
h

tzv. centralni diference

fi(x) =

Uvazujme f(x) = sin(mz) a zvolme xo = 1. Plati, Ze f'(xo) = mcos(mxy) = —m = —3,1415926535 . . ..
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Polozme m =5 a pocdtecni h = 1, poté dostdvame extrapolacni tabulku:

—2,0000000000

—2,8284271247 —3,1045694996
—3,0614674589 —3,1391475703 —3,1414527750
—3,1214451522 —3,1414377167 —3,1415903931 —3,1415925775
—3,1365484905 —3,1415829366 —3,1415926179 —3,1415926532 —3,1415926535.
Z této tabulky muzZeme vidét, Ze skutecné Ts(h) = —3,1415926535 je velmi dobrou aproximaci s

absolutni chybou 9107, Otdzka zni: mohli bychom dostat lepsi aprozimaci, pokud bychom pocitali
s vétsim m (neboli mensimi h)? Zamérme se na proni sloupec tabulky, ktery reprezentuje aprozimace
pomoci centrdlnich diferenci pro klesajici h. Na obr. 5.1 vidime, Ze absolutni chyba je tdadu O(h?)
priblizné do h =~ 1072, poté chyba roste z diwodu zaokrouhlovacich chyb. MuzZeme tedy rict, Ze

presnost ztrdacime okolo h ~ 107°.

10° T T T T T T T T T T T (A T T T T T T
r ~——e—Prvni sloupec | 7|

o(h?)

10710

Absolutni chyba

10718

1020

P AT L0 Livii Lvvvi 0 D0 Lovviv 0 Dvvviy 0 L Lvin 0
10° 107 102 107 10% 105 10 107 10 10
h

Obrézek 5.1: Konvergence metody centralnich diferenci

Na obr. 5.2 vidime konvergenci ostatnich sloupci, které v porovndni s prunim sloupcem konverguji

rychleji, ovsem o to rychleji ztrdaci svou presnost.
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0 —s—Prvni sloupec | |
10 ~——e—Druhy sloupec| J
Treti sloupec |

o(h?)

oh*) -
o’ E

Absolutni chyba
=
%

1010

10712

107

PP
10° 107" 102 10% 10*

Obréazek 5.2: Konvergence Richardsonovy extrapolace I

A

Priklad 5.1.2. Nyni se podivame, jak miZeme pomoci Richardsonovy extrapolace zpresnit sloZené

Simpsonovo pravidlo. Aproximujme nyni

11
/0 %:E4 cos(3mx) dz.
Analytickou hodnotu urééme pomoci matematického software Maple: 55(888sin(6) + 720 cos(6)), coZ
je pribliznée 22,16008219938087 . ... Zvolme m =5 a pocdtecni h = 1. Proni sloupec vypocteme diky

rekurzivni metode, poté vysledky aproximaci vypadaji ndsledovne:

46,1811561300
18,4919131342  9,2621654689

21,9425015100  23,0926976353  24,0147331130

22,1460923186  22,2151559215  22,1566531406  22,1271598077

22,1592724181  22,1633657846  22,1599131088  22,1599648543  22,1600935016.

Na obr. 5.3 miiZeme vidét, Ze proni dva sloupce se 7idi trendem O(h*) a ndsledujici O(h®).
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10%

——e—Prvni sloupec
——=— Druhy sloupec
Treti sloupec
o(h*)
——o(h®%

//

100

102

Absolutni chyba
5 3
5 L

<
&

1010

10712

107
107

o
©

Obrazek 5.3: Konvergence Richardsonovy extrapolace 11
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Kapitola 6

Rombergova metoda

Richardsonovu extrapolaci muzeme pouzit pro libovolné déleni h, ale zdvojnasobenim pocti uzla
vede na pouziti rekurzivni lichobéznikové metody s délenim na poloviny, kde efektivné vyuzijeme
jiz difve ziskanych vypocti, jak si ukdzeme na Rombergové metodé (viz také [7, 8]).

Ukolem této metody je vytvoreni tabulky R,! kde kazdy prvek této tabulky je aproximaci integralu

/ab f(z) de.

Tyto prvky dostaneme pomoci kombinaci rekurzivni lichobéznikové metody s délenim na poloviny

a Richardsonovy extrapolace. Uvazujme h = b — a, polozme
R(0,0) = Lo(f,h)

a nasledujici ¢leny prvniho sloupce ziskame diky rekurzi:

R(L0) = Lo (£.3).

R(2.0) = Lo (£33 )

R(m, 0) : Lo (f, 2};)

Nyni si mtizeme zvolit jeden z postupti, jak budeme metodu orientovat. Budto se budeme snazit vy-
sledek urcit vypoctem jednotlivych radkiu, nebo, tak jak si predvedeme, ziskame vysledek po sloup-

cich. Vyuzitim Richardsonovy extrapolace postupné vypocteme sloupce R(:, k), k = 1,2,3,...,m.

!Symbolem R(i,j) budeme znadit prvek v i-tém fadku a v j-tém sloupci tabulky R. Symbolem R(:,j) budeme
znacit j-ty sloupec tabulky R.
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Predpokladejme, ze sloupce R(:, k — 1) jsme jiz urcili, a tedy:

_A*R(k—1) - R(j—1Lk—1)

g, k=1,2,3,...,m.

Extrapolacni tabulka R z Rombergovy metody vypada nasledovné:

Lo (1.1 ) Li(ny) LU

L(fd)  Li(hats) L(fghs) o La(ih),

pricemz v poslednim Fadku se nachézeji nejlepsi aproximace z k-tych sloupcti, které maji presnost

O(h?k+2) . a nejlepsi aproximaci ndm dava Ly, (f, h) (resp. R(m,m)).

6.1 Numerické experimenty pro Rombergovu metodu

Priklad 6.1.1. Zkusme nyni vyuzit tento algoritmus pro integrdl z Rungeovy funkce. Aprozimujme

1 2
/ 2 da,
1 1—|—l’2

viz priklad 2.5.2 na str. 20. Po zvoleni m = 5 dostdvdme ndsledujici vysledky Rombergova algoritmu:

2,0000000000

3,0000000000 3,3333333334

3,1000000000 3,1333333334 3,1200000000

3,1311764706 3,1415686275 3,1421176471 3,1424687208

3,1389884945 3,1415925025 3,1415940941 3,1415857837 3,1415823213.
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—oh?)
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10718
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100 107 102 107
h

Obrazek 6.1: Konvergence Rombergovy metody I

Priklad 6.1.2. Pokusme se nyni aproximovat integrdl

1 1
/ x5 dx.
0

Jelikoz se jednd o tabulkovy integrdl, tak velmi lehce zjistime jeho analytickou hodnotu:

/1 L [520 b s
OiL' Tr = 6 0—6.

. v .y 1 . . . v . v
Vsimnéme si, Ze funkce f(x) = x5 neni v 0 diferencovatelnd, protoZe funkce md v tomto bodé

nevlastni derivaci. Skutecne:

/ 1 1 1
(:cé) =—, #0 = f(0)= lim — = lim —5 = .
5x5 =0~ 55 =0T 55
Tudiz nejsou splnény predpoklady pro Eulerovu-Maclaurinovu expanzi (viz str. 39), coz mize mit za

ndsledek chyby extrapolace. KdyzZ se podivime na vysledky z ndsledujici tabulky:

0,5000000000

0,6852752816 0,7470337089

0,7681240895 0,7957403587 0,7989874687

0,8047569388 0,8169678885 0,8183830572 0,8186909237

0,8208465226 0,8262097172 0,8268258391 0,8269598516 0,8269922787.
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a graf na obr. 6.2, ktery zndzornuje konvergenci sloupcu, tak vidime, Ze Rombergova metoda kon-

verguje pro tento integrdl velmi pomalu.

100 g

Prvni sloupec | J
Druhy sloupec | |
Treti sloupec | 3
—0(h)
0(h?)

10

Absolutni chyba
S
&
T

3
&
[

| R | | R R L | R S| | | A R | | [N
100 107 10?2 102 10 10 10
h

10421\\ L

Obrazek 6.2: Konvergence Rombergovy metody II

Dalsi problém by nastal napriklad pfi numerickém feseni nevlastniho integralu

/—d:r

kde ac¢-li hodnoty funkce, kdyz se x blizi k nule, jdou do nekonecna, tak vysledek je konecny:

11
— dz = lim/ dz = lim [2 = lim 2 —2Vt) = 2. 6.1.1
g e = gim [ e = tim VA = lim (2 - 2vD) (6.1.1)
Néami doposud zminéné metody (zalozené na uzavienych formulich) nedokazi efektivné fesit inte-
graly tohoto druhu. Pokud by tyto algoritmy pracovaly jen s vnitfnimi body intervalu, tak bychom
tento problém vytesili. V kapitole 8 se s timto postupem sezndmime, ovsem pojdme se jesté predtim

podivat na metodu, kterd ndm dé velmi dobré vysledky za pouziti chytré myslenky.
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Kapitola 7

Adaptivni Simpsonovo pravidlo

Zamysleme se nad slozenym Simpsonovym pravidlem. Uvédomime si, ze jestlize mame ekvidistantni
sit uzlh, tak lokalni chyby na subintervalech se budou s nejvétsi pravdépodobnosti lisit. Vime, ze

lokélni chyba i-tého subintervalu je

h5
Es,(f,a,b) = —%f(4)(fi), & € (xim1,24).

Muzeme tedy volit subintervaly ruzné délky takové, ze pokud se derivace chovd na daném dilku
wdivoce“, tak je treba jej rozdélit na mensi casti.

Volme h proménlivé tak, abychom mohli rovnomérné rozlozit chybu pres vSechny subintervaly.
Toho docilime tim, Ze tam, kde f’ neméni signifikantné své hodnoty, budeme volit vétsi subintervaly
a tam, kde f’ velmi ostie méni své hodnoty, budeme volit subintervaly mensi. Tomuto procesu fikdme
adaptivni Simpsonovo pravidlo (viz také [7]).

Uvazujme interval (a,b) a h = b_T“, poté

b—a a+b

Sty =50 @+ af (U57) + 1)

5
Bufab) = o), £e(ab).

Vypocet S; neni problém, ovsem urceni chyby neni jednoduché, protoze netusime, jaké & mame

zvolit. Nyni rozlozime (a, b) na (a,c) a (c,b), kde ¢ = GTH)' Poté

SQ(fvavb) = Sl(fvavc) + Sl(fvcvb)
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E2(fa a, b) = El(fv (L,C) +E1(f7 ¢, b) =

h\° h\®
:‘i (2) f<4><51>—910<2> f&),  &elac), &el(eh).

Predpokladejme, ze f ~ konst. na (a,b), poté!

1
Ey, = E; =16Es, e (CL, b) .

5 5
o= -2 (3) 190 = 505 10O = 5

90 \2 - 90-24
Vime, zZe
fﬂ@Mz&+&:&+& & S 4 16Es =S+ Ey =
a
z ¢ehoz vyplyva
So — 51

by = . .0.1
)= 22 (7.0.1)

Tudiz lepsi aproximaci ziskdme pomoci

Sy — 51
15

A(fv a, b) Oz:nAS2 +

coz je predpis pro adaptivni Simpsonovo pravidlo. Vratme se k rovnosti (7.0.1). Zajisté ji mizeme
prepsat na tvar
So — 51 = 15E,.

Uvazujme, ze bychom radi toto pravidlo naprogramovali rekurzivné, tudiz musime mit ukoncovaci
podminku, kterou si zvolime jako
|51 — SQ| < 155,

kde ¢ je nami libovolné (ale pevné urcené) kladné ¢islo, které nazveme toleranci. Rekurzivni metoda
bude vypadat tudiz nasledovné: v dalsi iteraci zvolime pulku ptivodniho intervalu a snizime toleranci
o polovinu. S timto délenim postupujeme, dokud nesplnime vSechny potiebné ukoncovaci podminky.

Podrobnéjsi vysvétleni najdeme v néasledujicim pseudokédu:

10d ted nebudeme zdtiraziiovat zévislost E; ani S; na f,aab.
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Pseudokdd 1 adaptivni Simpsonovo pravidlo

function vysledek = Simpson(f, a, b, €)
vypocteme Sy, So
if |SQ — Sl| < 15¢
vysledek = Sy + (SQ — 51)/15
else
c=(b+a)/2
L = Simpson(f, a, ¢, £/2)
R = Simpson(f, ¢, b, £/2)
end if

Pro ilustraci vyse uvedenych myslenek jsme pouzili Simpsonovo pravidlo, ale analogicky lze vy-

tvorit také adaptivni obdélnikové a lichobéznikové pravidlo.

7.1 Numerické experimenty pro adaptivni Simpsonovo pravidlo

Priklad 7.1.1. Pomoci adaptivniho Simpsonova pravidla aproximujme integrdl

/2 L1048 =30t g
0

K wvypocteni jeho analytické hodnoty vyuzZijeme matematicky software Maple, ktery uddvd vysledek
7,258395170614293. V ndsledujici tabulce vidime, jak presné algoritmus aprorimoval hodnotu inte-

gralu se zadanou toleranci:

H tolerance aproximace absolutni chyba H
103 7,258376114514226 1,9-107°
1074 7,258399589492167 4,4106
10—° 7,258395395788935 2,6-107°
1076 7,258395178137319 2,3-1077
1077 7,258395173052513 7,5-1079
1078 7,258395172479220 1,9-107°

Tabulka 7.1: Aproximace pomoci adaptivniho Simpsonova pravidla
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Kapitola 8

Gaussova kvadratura

Shrneme si zdklady, na kterych jsme nase kvadratury doposud tvorili. Pfipomenme Newtonovu-

Cotesovu kvadraturni formuli fadu n, ktera je ve tvaru:

/b f(z) dz =~ i wy f(z)-
a k=0

Integrac¢ni body g, 1, x2, ..., x, jsme pevné volili jako ekvidistantni a integra¢ni vahy jsme volili
jako

b
/ lde=b—a, n=0,

Wi k=0,1,2,...,n,

- b
/ li(z) de, n>1,

kde ¢, je k-tou kardinalni funkci Lagrangeova polynomu (viz (2.0.1)). Neni tézké si uvédomit, ze

takovymto zpisobem jsme zaridili, ze
b n
/ p(z) dz =S wip(z), p € Pal(a,b)). (8.0.1)
@ k=0

Ptipomenme, jak vypadaji integracni body a vahy k diive uvedenych metodam v tab. 8.1.
Zkusme nyni prijit na zpusob, kterym bychom nevolili kvadraturni vahy pomoci Lagrangeova

interpola¢niho polynomu (viz také [3, 7]). Pro kvadraturu

/_11 f(z) dz ~ Aof (o) + Avf(21) + Ao f(w2) + -+ + Anf(2n),

kde Ag, A1, As, ..., A, jsou obecné kvadraturni vahy! (dile jiz jen kvadraturni vahy) a body

o, T1,T9, ..., Ty, Které jsou voleny nahodné, chceme, aby davala presny vysledek pro vsechny p €

'V&imnéme si, ze pii tomto zaveden{ jsou kvadraturni vdhy pouzité u Newtonovyjch-Cotesovych formulf specidlnim
pripadem obecnych vah.
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H pravidlo | n | body | vahy H

obdélnikové 0 |2o=0+0a)/2 | wy=b—a

lichob&znikové | 1 | “0 7 ¢ wo = w1 = (b—a)/2
Tr1 = b
Tro=a

Simpsonovo 2 | a1 =(b+a)2 | WOTW2= (b—a)/6
29 =b w; =2(b—a)/3

Tabulka 8.1: Kvadraturni body a vahy pro Newtonovy-Cotesovy metody radu n < 2

Pn((—1,1)). Uvazujme nyni n = 3:

/1 p(x) dz = Aof (o) + ALf(21) + Aaf(wa) + Asf(z3). (8.0.2)

-1

Jelikoz pro 4 uzly chceme presné integrovat polynomy az do tietiho fadu vcéetné, tak musi platit, ze

pro p(x) = 1, z, 22, 3 nastdva rovnost (8.0.2). Budeme potfebovat hodnoty

1 1
/ lde = 2, / T dx = 0,
-1 -1
1

2 1
/ 2?dr = =, / 2dr = 0.
-1 3 -1

Vznikd nam systém n linearnich rovnic s n nezndmymi integra¢nimi vahami, ktery mtzeme vyjadrit

(8.0.3)

pomoci tzv. Vandermondeovy matice:

1 1 1 1| (A

rog X1 X2 X3 A1

2 2 2 2

3 3 3 3

O wn O N

Tato matice je oviem $patné podminéna.! Ukazme si nyni zptsob, pii kterém budeme integracéni
body volit takovym zptisobem, kterym bychom potfebovali pouze n vah a n integra¢nich bodt pro
presnou integraci vSech polynomu z prostoru Pa,—1({—1,1)). Diky tomuto nebudeme muset Fesit

velkou soustavu rovnic a zaroven budeme mit vyrazné lepsi presnost.

Pokud se ndm trosku zméni prava strana, tak se miZe signifikantné zménit FeSeni této soustavy pro velkd n.
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8.1 Gaussova-Legendreova kvadratura

Zabyvejme se nyni Legendreovymi polynomy n-tého Fadu s oznacenim L,. Vime, Ze tyto
polynomy miizeme ziskat diky Gramovu-Schmidtovu ortogonaliza¢nimu procesu z baze {1, z, 2, 23,

...,a"} prostoru P, ((—1,1)), vzhledem ke skaldrnimu soucinu

(u,v) = /11 u(z)v(x) de. (8.1.1)

Pro pfipomenuti si ukdzeme prvni tii Legendreovy polynomy:

1

Lo,
<Ox> £1:x2—§.

=1 — o N — 2 _
ﬁo y £1 T <£0,£0>£0 xZ, £2 x

(Lo, z?)
(Lo, Lo)

(L1, 27%)
(L1, L)

Loy —

Tyto Legrendreovy polynomy jesté skalujme tak, aby Vn € Ny : £,,(1) = 1. Uvedme alespon prvnich

pét stupnu skalovanych polynomu:

Lo(z) =1,

Li(z) ==,

Lo(a) = 5 (32> - 1),
Lo(z) = %(5:1;3 ~3a),

1
Li(z) = §(35$4 — 3022 + 3).

Grafické znazornéni téchto polynomt vidime na obr. 8.1.

Jak popisuji [3, 7], tak si vSimnéme, Ze takto sestrojeny prvek L, je nejen ortogonélni ke vSem
predeslym prvkam Loy, Ly, ..., L,—1, ba dokonce i ke vSem polynomum, které lezi v P,_1({(—1, 1)),
protoze Legendreovy polynomy Lg, L1, ..., L,_1 taktéZ tvori bazi tohoto prostoru. Lze dile ukézat,
ze L, sudého stupné jsou sudé funkce a L£,, lichého stupné jsou liché funkce. Dale ma Legendretv
polynom n-tého stupné, n > 1, n rtznych redlnych kotenu lezicich v intervalu (—1,1), které se
shlukuji ke krajnim bodtim —1 a 1 a jsou rozlozeny symetricky vzhledem k bodu 0. Téchto vlastnosti
vyuzijeme pii tvorbé Gaussovy-Legendreovy kvadraturni formule.

Uvazujme nyni p € Pa,—1((—1,1)), n € N. Pak vime, ze pokud vydélime tento polynom polyno-

mem L,, tak dostavime

= px) = q(z)Ln(z) +r(z),
kde ¢ a r jsou polynomy z P,_1({(—1,1)). Zintegrujeme-li obé strany pravé rovnosti na intervalu
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2 1 1
18 0.8
16 0.6
14 0.4
05
12 02
1 0
08 02
0
06 04
04 06
02 -0.8
4 1 05
1 -08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
(a) Lo (b) L1 (c) L2
1 1 1
08 08
06 06
04 04
05
02 02
0 0
02 02
04 0 04
06 06
-0.8 08
4 05 !
1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 1 08 -06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
(d) £3 (e) £4 (f) £5
1 1 1
08
06
04
05 05
02
0
02
0
04 0
06
08
05 -1 05
-1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 4 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
(8) Lo (h) L7 (i) Ls

Obrazek 8.1: Legendreovy polynomy nultého az osmého rfadu

(—1,1), ziskdvame
Vsimnéme si, ze

protoze vime, ze L, je ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu soucinu (8.1.1) k polynomim nizsiho

/_11 p(z) dz = /_11 r(z) dz.

Zvolme integra¢ni body jako kotfeny £,, (korent je n a vSechny jsou v intervalu (—1,1)): —1 < g <

stupné. Tudiz
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1 < g < -0 < xp—1 < 1. S takto zvolenymi integracnimi body ndm nyni zbyva jiz jen urcit

kvadraturni vahy, kterych je n (pfipomenme, ze r € P,_1({—1,1))).

1 1
/ p(z) dox = / r(x) de = Agr(xg) + Agr(xy) + -+ Ap_1r(zn—1),
-1 -1

které ur¢ime pomoci systému n linearnich rovnic (stejné jako na str. 55):

1 1 1.1 Ag [ M1de 2
T 1 Lo ... Tp_i A f_ll z dx 0
x3 x? 3 ... o2l Ay | = f_ll ?dr | = 2
apt ot a2t |Ae] et de] 20— (D))

Krasa této myslenky je takovd, ze exaktni hodnotu integralu z polynomu stupné 2n—1 na (—1,1)
jsme schopni zajistit pomoci n integrac¢nich bodu a vah, ¢imz jsme signifikantné zvétsili efektivitu

kvadratury. Cely proces shrneme v nasledujicim pseudokédu:!

Pseudokdd 2 Gaussova-Legendreova kvadratura

function vysledek = Gaussova-Legendreova kvadratura(f, a, b, n)
e urc¢ime n korent Legendreova polynomu n-tého stupné
e sestavime Vandermondeovu matici V € R™*"™
e sestavime vektor ¢ € R™ obsahujici na i-té pozici fil 2 da
e 1 integrac¢nich vah ve vektoru A € R™ ur¢ime fesenim soustavy rovnic VA = ¢
e transformuje kofeny a integra¢ni vahy pro obecny interval (a, b)
o vysledek = S A() f(x:)

V pseudokdédu hovorime o transformaci integrac¢nich boda a kofend pro obecny interval, o ¢emz
se zminime za okamzik. VyTesme nyni piiklad 8.0.2 z motivace této kapitoly. Naleznéme Gaussovu-
Legendreovu kvadraturu, kterd bude pocitat exaktné integraly polynomu p € Ps((—1,1)). Jelikoz
3=2-2-1, je n=2. PiSeme tedy

/11 p(ZL‘) dz = AOp(l'O) + Alp(l'l).

Koreny Legendreova polynomu stupné 2 jsou (viz tab. 8.2)

S
7

o1 = L

Wektory v pseudokédu indexujeme od 0.
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Pripomenme rovnosti (8.0.3). Resime tudiz soustavu rovnic

Ay + A =2,

jejichz fesenf je Ag = A; = 1. ReSenfm tohoto piikladu je tudiz

[oerae=r(75)+2(-5)
r)de=p|— —— .
_IP p /3 p /3
Timto zptisobem bychom urcili Gaussovu-Legendreovu kvadraturu pro jakékoliv n. V nésledujici
tabulce vidime integra¢ni body a vahy do patého stupné. Je nutno podotknout, ze rozdéleni inte-

gracnich vah je symetrické, coz plyne ze symetrie rozlozeni integra¢nich bodu, které jsou symetrické
vzhledem k 0.

H n ‘ integracni body integrac¢ni vahy
1 0 2
2 +1/v/3 1
3 +,/0,6 5/9
0 8/9
A /(3 —v48)/7 (18 4+ 1/30/36)
+1/(3 + VA8)/7 (18 + /30/36)
+4/(5 —/40/7)/9 (322 + 13+/70) /900
5 0 128/255
+4/(5+ /40/7)/9 (322 — 13+/70)/900

Tabulka 8.2: Integracni body a vdhy Gaussovy-Legendreovy kvadratury na intervalu (—1, 1)

Takto zvolené integracni body a vahy jsou ovSem pouze na intervalu (—1,1). Uvazujme t € (—1, 1),

poté pro prevedeni do obecného intervalu (a, b) vyuzijeme nésledujici transformaci:

substituce
o=t
b b—a [! 1 1

/f(x)dx: do=tsear | == /f S(b—a)t+(b+a)) at

r=a=t=-1

r=b=>t=1
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Takze transformované integracni body na (a,b) jsou:

e 1 B 1 .
:B,f & zi(b—a):vg» 1’1>+§(b+a), i=0,1,...,n—1,

a transformované integraéni vahy na (a,b) jsou:

At = b_TaAf“), i=0,1,...,n—1.

8.2 Gaussova-Cebysevova kvadratura

Ac-li je Gaussova-Legendreova kvadratura nejéastéji pouzivand z Gaussovych kvadratur, tak si zde
predvedeme dalsi z moznych zptsobt, jak k ni miZeme pFistupovat. Zabyvejme se nyni Ceby-
Sevovymi polynomy n-tého radu s oznacenim C,. Tyto polynomy mutzeme taktéz ziskat diky
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaénimu procesu z baze {1,z, 22, 23,..., 2"} prostoru P, ((—1, 1)),

vzhledem ke skaldrnimu soucinu

1 1
(u,v) = /_1 ﬁu(az)v(az) dz.

Vytvoime si takto alespon prvni tii CebySevovy polynomy:

_ .2 <COv'T2> _
=2 &=o (Co,Co) G

<Cl,$2>
(C1,C1)

<CO¢$>
(Co,Co)

2 1

C():l, C1:£L‘* Clzx *5.

vvvvv

stupnu skalovanych polynomii:

Co(z) =1,

Ci(z) =,

Ca(z) = 222 — 1,
C3(z) = 423 — 3z,
Cu(z) =8z — 822 + 1

Grafické znazornéni téchto polynomi vidime na obr. 8.2. Pokud zvolime n integrac¢nich bodi jako n
kofenti Cebysevova polynomu n-tého ¥adu, tak obdobnym zptisobem, jako jsme ukézali u odvozeni

Gaussovy-Legendreovy kvadratury, bychom zjistili, ze takto zvolené integra¢ni body vedou na feseni

1
/71 \/11_77"(x)d33 = Aor(xo) + Air(x1) + Aar(za) + - - + Ap—1r(Tn-1),
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kde r € P,—1((—1,1)). Soustava n linearnich rovnic, ve které uré¢ujeme n integracnich vah, vypadd

néasledovné:

— - — - r 1 1 T - -

1 1 1 ... 1 Ao 5 = da ™

1 T

X0 T T2 B o | A1 f—l T dx 0

2 2 2 2 = |1 _a? = |z

x§ 7 x5 ... xh_q| | Aa 2 iz d 5

n—1 n—1 n—1 n—1 1 n—1 :
Ef x] zh v 1| [ An—] o1 = da L

Ukazme si alespoii nékolik prvnich integracnich vah a bodi, které v této kvadratufe vyuzivime:!

H n ‘ integrac¢ni body ‘ integrac¢ni vahy H
+/2/2 /2
3 +V/3/2, /3

0
A +1/2 +v/2/2, /
+4/2 —/2/2

+1/(5+/5)/1/2,
g +1/(5—/5)/1/2 /5
0

Tabulka 8.3: Integra¢ni body a vahy Gaussovy-Cebysevovy kvadratury na intervalu (—1,1)

Mezi dalsi druhy Gaussovy kvadratury, které jsou taktéz zaloZeny na ortogonalnich systémech po-
lynomi vaci prislusnému skalarnimu soucinu, jsou ku prikladu Gaussova-Hermiteova a Gaussova-
Laguerreova kvadraturni formule, kterou dikladné popisuje tieba [1]. Vzhledem k rozsahu préce
nebudeme jiz zminovat vzniklou chybu Gaussovy kvadratury, ale odkézeme se na [1, 2, 8], kde
jsou chyby popsany. V praxi vyuzivame tabelované vahy a body, které pouze pretransformujeme na

obecny interval (a,b).

'Pron integracnich vah v Gaussové—Cebyéevové kvadrature plati, ze Ag = A1 = A2 =--- = An_1.
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2 1 1
18 0.8 08
16 06 06
14 04 04
12 02 02
1 0 0
08 0.2 02
06 -04 0.4
04 06 06
02 08 08
0 - -1
1 -08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1 1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 4 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08
(a) Co (b) Gy (c) Co
1 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
0 0 0
0.2 0.2 02
04 0.4 -04
06 06 06
-08 08 -08
-1 R -1
1 .08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08
(d) Cs3 (e) C4 (f) Cs
1 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
0 0 0
02 0.2 0.2
04 04 04
0.6 06 -06
08 08 08
-1 -1 -1
1 -08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1 1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 1 -08 06 -04 02 0 02 04 06 08

() Co

(h) €7

Obrazek 8.2: Cebysevovy polynomy nultého az osmého Fadu
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8.3 Numerické experimenty pro Gaussovy kvadratury

Priklad 8.3.1. Zkusme nyni pomoci Gaussovy-Legendreovy kvadratury aproximovat nevlastni inte-

11
— dz.
/0\/:?

Analytickd hodnota je 2, jak jsme vyresili v (6.1.1) na str. 53. V ndsledujici tabulce mizeme vidét

grdl

vysledky aproximace:

H n | absolutni chyba H

3,5-1071
1,9-1071
1,0.1071
16 5,3-1072
32 2,7-1072

Tabulka 8.4: Aproximace pomoci Gaussovy-Legendreovy kvadratury

A

Priklad 8.3.2. Zwvolme nyni f(x) = 4i(;2 a aprorimuje ndsledujict integrdal pomoci Gaussovy-

Cebysevovy kvadratury
1 1
—f(z) d=.
/_1 V1 — a2 /(@)
Zde jsme taktéz pomoci programu Maple zjistili analytickou hodnotu tohoto integrdlu, kterd je %

Vysledky aproximace wvddime v ndsledujici tabulce

H n | absolutni chyba H

9,3-1072
4,810~
1,3:1078
16 1,7-1071°
32 0

Tabulka 8.5: Aproximace pomoci Gaussovy-Cebysevovy kvadratury

Vidime, Ze un = 16 se jiz pohybujeme pri pocitacové nule.
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Kapitola 9
Zaver

V jednotlivych kapitolach jsme méli moznost se seznamit s riznymi pohledy na numerické integro-
vani. Zjistili jsme, zZe analyzou chyb muzeme zpresnit kvadraturu, jako jsme udélali u adaptivniho
Simpsonova pravidla. Analyza chyb nam taktéz pomohla pii tvorbé Eulerovy-Maclaurinovy expanze
a s ni spojenou Richardsonovou extrapolaci, kterou jsme vyuzili pro zpresnéni hodnot lichobézni-
kového pravidla pro rizna h. Kapitola o rekurzivnich metodach ndm pomohla pri pocitani prvniho
sloupce Rombergova algoritmu, protoze pro vysokd n bychom zbytecné ztraceli mnoho casu prii
pocitani funkénich hodnot v bodech, které jsme jiz vypocetli v predeslé irovni.

Za zminku zajisté stoji Gaussova kvadratura a adaptivni Simpsonovo pravidlo, které ndm apro-
ximovaly integraly, se kterymi si uzaviené metody nevédély rady.

Vsechny uvedené metody jsme implementovali pomoci programu Matlab, kde jsme naprogramovali
metody, které uvadime v appendixu. V tomto programu byly taktéz vytvoreny grafy, které se v praci
nachdazeji. Pro uréeni nékterych analytickych hodnot jsme vyuzili program Maple.

Autor Cerpal hlavné z anglickych zdroju, ovSem objevuji se zde i ¢esti autori, zejména pracovnici
VSB-TUO (vzhledem k roku vydéni bakaldiské prace), u kterych mél tu est si vyslechnout cenné
informace na prednaskach. Autor zde chce vyzvednout hlavné profesorku Wen Shen z Penn State
University, jejiz prednasky ho inspirovaly celé psani spole¢né s knihou An introduction to numerical
analysis od E. Siiliho a D. F. Mayerse. Zajisté je taktéz nutno vyzvednout Marka Embreeho z
Virginia Tech a jeho Lecure Notes on Numerical Analysis, ktery inspiroval autora zejména pii
tvoreni grafi.

Pro autora této prace byla tato bakaldrska prace pfinosna hlavné tim, ze spojuje siroké spektrum
matematiky bakalarského studia nejen z okruhu matematické analyzy, ale i prvky linedrni alge-
bry, algebry a predevsim numerickych metod. Prace mu ukazala moznou aplikaci vySe zminénych

disciplin a utvrdila jeho pochopeni v mnoha pojmech.
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Priloha A

Ukazky kodii

V tomto apendixu si ukdzeme jednotlivé kédy, které byly pro tuto bakalarskou praci vytvoreny v
programu Matlab. Kazdy kéd v sobé navic obsahuje vypis vysledki, ktery v appendixu neuvadime.

SloZené obdélnikové pravidlo

function [Vysledek, Chyba] = Slozene_obdelnikove_pravidlo(f, a, b, m)

%hAproximace integralu pomoci sloZeného obdélnikového pravidla.

b Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

b b - horni mez intervalu

b m - polet podintervali

b Vystupni hodnoty
% Vysledek - visledek integrace
b Chyba - odhad chyby zpisobené pri integraci

%hvypolet integralu

h = (b-a)/m;

x = a+h/2 : h : b-h/2;
Vysledek = hksum(f(x));
JvypoCet odhadu chyby

syms X
£2d(x) = diff(£f(x),2); %vypolteni druhé derivace
f2dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f2d(x))),a,b);

Chyba = (b-a)/24*f2dMax*h~2;

Algoritmus A.1: Slozené obdélnikové pravidlo
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SloZené lichobéznikové pravidlo

function [Vysledek, Chybal = Slozene_lichobeznikove_pravidlo(f, a, b, m)

%hAproximace integrdlu pomoci sloZeného lichobé&Znikového pravidla.

b Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

b b - horni mez intervalu

b m - polet podintervald

h Vystupni hodnoty

b Vysledek - vysledek integrace
b Chyba - odhad chyby zplsobené p¥i integraci

%vypolet integrialu

h (b-a)/m;

x = at+h : h : b-h;

Vysledek = h * ((f(a) + £(b))/2 + sum(£(x)));
%vypolet odhadu chyby

syms x
f2d(x) = diff(£(x),2); Jvypolteni druhé derivace
f2dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f2d(x))),a,b);

Chyba = (b-a)/12xf2dMax*h~2;

Algoritmus A.2: Slozené lichobéznikové pravidlo
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SloZené Simpsonovo pravidlo

function [Vysledek, Chybal] = Slozene_Simpsonovo_pravidlo(f, a, b, m)

%hAproximace integrdlu pomoci sloZeného Simpsonova pravidla.

b Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

YA b - horni mez intervalu

b m - 2#m podintervalil

h Vystupni hodnoty

yA Vysledek - vysledek integrace
b Chyba - odhad chyby zplsobené p¥i integraci

%vypolet integrialu

h = (b-a)/(2*m) ;

xodd = ath : 2%h : b-h;

xeven = a+2*h : 2%xh : b-2%h;

Vysledek = h/3 * (f(a) + £(b) + 4*sum(f(xodd)) + 2*sum(f(xeven)));
Jvypolet odhadu chyby

syms X
f4d(x) = diff(£(x),4); Jvypocteni Etvrté derivace
f4dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f4d)), a, b);

Chyba = (b-a)/180*f4dMax*h~4;

Algoritmus A.3: Slozené Simpsonovo pravidlo
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Rekurzivni lichobéznikové pravidlo

function [Vysledek, Chybal] = Rekurzivni_lichobeznikove_pravidlo(f, a, b, e)

%Aproximace integralu pomoci rekurzivniho lichob&Znikového pravidla.
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Vstupni hodnoty

f - funkce urcend pro integraci

a - dolni mez intervalu

b - horni mez intervalu

e - maximdlni relativni chyba

Vystupni hodnoty

Vysledek - visledek integrace

Chyba - odhad chyby zpisobené pfi integraci

%vypolet integrialu

h m = b-a;
T_m = h_m/2x(f(a) + £(b));
rel_err = inf;

while rel_err >= e

end

T = T_m;

hm=nhm/2;

xodd = ath_m : 2%h_m : b-h_m;
T m = T/2 + h_m*sum(f (xodd)) ;
rel_err = abs(T-T_m)/abs(T_m);

Vysledek = T_m;
%vypolet odhadu chyby

syms X
f2d(x) = diff(£(x),2); ’vypolteni druhé derivace
f2dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f2d)),a,b);

Chyba = (b-a)/12*f2dMax*h _m~2;

Algoritmus A.4: Rekurzivni lichobéznikové pravidlo
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Rekurzivni lichobéznikové pravidlo s délenim na tretiny

function [Vysledek, Chyba] = Rekurzivni_lichobeznikove_pravidlo_3(f, a, b, e)

%Aproximace integrdlu pomoci rekurz. licho. pravidla s d&lenim na t¥etiny.
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Vstupni hodnoty

YA f - funkce urcend pro integraci

b a - dolni mez intervalu

yA b - horni mez intervalu

b e - maximdlni relativni chyba

b Vystupni hodnoty

YA Vysledek - vysledek integrace

yA Chyba - odhad chyby zpisobené pri integraci

%vypolet integralu

hm= b-a;
T m=nhm/2%(f(a) + £(b));
m = 0;

rel_err = inf;

while rel_err >= e

end

Suma = O;
T = T_m;
hm=h_m/3;

for i = 1:37(m+1)-1
if mod(i,3) > O
Suma = Suma + f(a+i*h_m);
end
end
T_m = T/3 + h_m#*Suma;
rel_err = abs(T-T_m)/abs(T_m);

m=m+ 1;

Vysledek = T_m;
%vypolet odhadu chyby

syms X
f2d(x) = diff(£(x),2); Jvypolteni druhé derivace
f2dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f2d)),a,b);

Chyba = (b-a)/12*xf2dMax*h_m~2;

Algoritmus A.5: Rekurzivni lichobéznikové pravidlo s délenim na tfetiny
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Rekurzivni Simpsonovo pravidlo

function [Vysledek, Chybal] = Rekurzivni_Simpsonovo_pravidlo(f, a, b, e)

%Aproximace integrdlu pomoci rekurzivniho Simpsonova pravidla

yA Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

b b - horni mez intervalu

b e - maximilni relativni chyba
YA Vystupni hodnoty

b Vysledek - vysledek integrace
yA Chyba - odhad chyby zpisobené pri integraci

%vypolet integrialu
h m (b-a)/2;
Sm=nhm/3 *x (f(a) + £f(b) + 4*f(a+h_m));

Suma_minula = f(a+h_m);

rel_err = inf;
while rel_err >= e
S = S_m;
hm=nhm/2;
xodd = ath_m: 2%xh m :b-h_m;
Suma = sum(f(xodd));
S m=S/2 + h_m/3*(4*Suma - 2*Suma_minula) ;
Suma_minula = Suma;
rel_err = abs(S-S_m)/abs(S_m);
end
Vysledek = S_m;
%hvypolet odhadu chyby

syms x
f4d(x) = diff(f(x),4); %vypolteni CEtvrté derivace
f4dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f4d)),a,b);

Chyba = (b-a)/180*f4dMax*h_m~4;

Algoritmus A.6: Rekurzivni Simpsonovo pravidlo
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Rekurzivni Simpsonovo pravidlo s délenim na tietiny

function [Vysledek, Chybal = Rekurzivni_Simpsonovo_pravidlo_3(f, a, b, e)

%Aproximace integralu pomoci rekurz. Simps. pravidla s dé&lenim na t¥etiny
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h Vstupni hodnoty

% f - funkce urcend pro integraci
1% g

% a - dolni mez intervalu

% b - horni mez intervalu

% e - maximdlni relativni chyba

b Vystupni hodnoty
% Vysledek - vysledek integrace

YA Chyba - odhad chyby zpisobené pfi integraci

hvypoet integralu
hm = (b-a)/2;

Sm=nhm/3 *x (f(a) + £(b) + 4xf(ath_m));

m = 0;
rel _err = inf;
while rel _err >= e
S = S_m;
hm=nhm/3;
odd m = a + h_m;
suma_odd = f(odd_m);
for i = 2:2%3™m
if mod(i,2) == 1
odd_ m = odd_m + 2%h_m;
else
odd_m

end

odd_m + 4*h_m;

suma_odd = suma_odd + f(odd_m) ;
end
even_m = a + 2*h _m;
suma_even = f(even_m);
for i = 2:2%3™m
if mod(i,2) == 1
even_m = even_m + 4xh _m;
else
even_m = even_m + 2*h_m;

end
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end

suma_even = suma_even + f(even_m);
end
Sm=3S8/3 + h m/3 * (4*suma_odd + 2*suma_even) ;
rel_err = abs(S-S_m)/abs(S_m);

m=m+ 1;

Vysledek = S_m;
hvypo&et odhadu chyby

syms x
f4d(x) = diff(£(x),4); ’vypolteni Ctvrté derivace
f4dMax = fminbnd(matlabFunction(-abs(f4d)),a,b);

Chyba = (b-a)/180*f4dMax*h_m~4;

Algoritmus A.7: Rekurzivni Simpsonovo pravidlo s délenim na tfetiny

Aproximace prvni derivace pomoci Richardsonovy extrapolace

function Vysledek = Richardsonova_extrapolace_derivace(f, a, n)

%Aproximace prvni derivace pomoci Richardsonovy extrapolace
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Vstupni hodnoty

f - funkce urcend pro prvni derivaci
a - bod, ve kterém aproximujeme

n - pocCet sloupcli a radkd matice
Vystupni hodnoty

Vysledek - vysledek derivovani

Y%inicializace t

h=1;
t(1,1) = (f(a + b/2) - £f(a - h/2))/h;
%#Richardsonova extrapolace
for j = 2:n
h = h/2;
t(j,1) = (f(a + b/2) - f(a - h/2))/h;
for k = 2:j
t(§,k) = (27(2x(k-1))*t(j,k-1) - t(j-1,k-1)) / (27(2x(k-1)) - 1);
end
end

Vysledek = t(n,n);

Algoritmus A.8: Aproximace prvni derivace pomoci Richardsonovy extrapolace
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Rombergova metoda

function Vysledek = Rombergova_metoda(f, a, b, n)

%Aproximace integrdlu pomoci Rombergovy metody

b Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

b b - horni mez intervalu

b n - pocCet sloupcli a radkd matice
h Vystupni hodnoty

b Vysledek - vysledek integrace

%inicializace r
h=>b- a;
r(1,1) = hx(f(a) + £(b))/2;
J%Rombergliv algoritmus
for j = 2:n
h = h/2;
xodd = a+h: 2*xh :b-h;
r(j,1) = r(j-1,1)/2 + h*xsum(f (xodd)) ;
for k = 2:j
r(j,k) = (27(2*x(k-1))*r(j,k-1) - r(j-1,k-1)) / (27 (2*(k-1)) - 1);
end

end

Algoritmus A.9: Rombergova metoda

74



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

Adaptivni Simpsonovo pravidlo

function Vysledek = Adaptivni_Simpsonovo_pravidlo(f, a, b, e)

%Aproximace integralu pomoci adaptivniho Simpsonova pravidla

yA Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci
b a - dolni mez intervalu

YA b - horni mez intervalu

b e - ukonlovaci podminka

YA Vystupni hodnoty

b Vysledek - vysledek integrace

hvypolet integralu
c = (atb)/2;
S1 = (b-a)/6x[f(a) + 4*f((a+b)/2) + £(b)];
S1L = (c-a)/6*x[f(a) + 4xf((a+c)/2) + f(c)];
S1R = (b-c)/6*x[f(c) + 4xf((b+c)/2) + f(b)];
S2 = S1L + S1R;
%rekurze
if abs(S2 - S1) < 1bxe

Vysledek = S2 + (S2 - S1)/15;

else
c = (b+a)/2;
L = adaptivni_Simpsonovo_pravidlo(f, a, c, e/2);
R = adaptivni_Simpsonovo_pravidlo(f, c, b, e/2);

Vysledek = L + R;

end

Algoritmus A.10: adaptivni Simpsonovo pravidlo
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Gaussova-Legendreova kvadratura

function Vysledek = Gaussova_Legendreova_kvadratura(f, a, b, n)

%Aproximace integrdlu pomoci Gaussovy-Legendreovy kvadratury

b Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci

b a - dolni mez intervalu

b b - horni mez intervalu

b n - pocCet integracénich bodli a vah
h Vystupni hodnoty

b Vysledek - vysledek integrace
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Jurceni kofenld Legendreova polynomu

syms x

Leg = legendreP(n, x);
I_body = vpa(solve(Leg,x,’MaxDegree’,n));

%sestaveni soustavy n linedrnich rovnic s n neznamymi vahami

c = zeros(n, 1);

for i =1

c(i) = int(x.”(1i-1), -1, 1);
end
Vander = fliplr(vander(I_body))’;

%hfeSeni soustavy a urceni vysledku

I_vahy = linsolve(Vander,c);

%transformace na obecny interval a urceni visledku
I_body = (b-a)/2*I_body + (b+a)/2;

I_vahy = (b-a)/2*I_vahy;

Vysledek = sum(f(I_body).*I_vahy);

Algoritmus A.11: Gaussova-Legendreova kvadratura
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Gaussova-Cebysevova kvadratura

function Vysledek = Gaussova_Cebysevova_kvadratura(f, n)

%Aproximace integralu pomoci Gaussovy-CebySevovy kvadratury

yA Vstupni hodnoty

b f - funkce urcend pro integraci

% n - pocCet integracénich bodld a vah
b Vystupni hodnoty

yA Vysledek - vysledek integrace

%vypolet integrialu

Jur&eni ko¥enu CebySevova polynomu

syms X;

Che = chebyshevT(n, x);

I_body = vpa(solve(Che,x,’MaxDegree’,n));

%sestaveni soustavy n lineranich rovnic s n neznamymi vahy
c = zeros(n, 1);
for i = 1:n
c(i) = int(x~(i-1)./(sqrt(1-x.72)), -1, 1);
end
V = fliplr(vander(I_body))’;

%¥eSeni soustavy a uréeni vysledku
I_vahy = linsolve(V,c);
Vysledek = sum(f(I_body).*I_vahy) ;

Algoritmus A.12: Gaussova-CebySevova kvadratura
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