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1 Motivace

Př́ıklad 1.0.1
Vypočtěte úhel mezi vektory (odchylku vektor̊u) u, v pokud

u := (3, 1), v := (1, 2).

K řešeńı použijeme Kosinovu větu pro určeńı uhl̊u v obecném trojuhelńıku z tabulek pro středńı
školy

a2 = b2 + c2 − 2.b.c. cosϕ

nebo prozřetelněji jej́ı zobecněnou podobu

cosϕ =
(u, v)

‖u‖.‖v‖
,

kde ‖u‖ ∈ R znač́ı Eukleidovskou normu vektoru u ∈ Rn (jeho velikost), tedy

‖u‖ :=

√√√√ n∑
i=1

u2i

a (u, v) znač́ı skalárńı součin, který je definován

∀u, v ∈ Rn : (u, v) :=

n∑
i=0

uivi

ui, i = 1, . . . , n znač́ı jednotlivé složky vektoru u ∈ Rn, tj.

u = (u1, u2, . . . , un)

Pak jednoduše dosazeńım

cosϕ =
(u, v)

‖u‖.‖v‖
=

3.1 + 1.2√
32 + 12

√
12 + 22

=
5√
50

=
1√
2

=

√
2

2
⇒ ϕ =

π

4

Př́ıklad 1.0.2
Mějme opačnou úlohu - určete souřadnice bodu b ∈ R2, který vznikne rotaćı bodu a ∈ R2 kolem
středu souřadnicového systému ve směru hodinových ručiček o uhel ϕ ∈ R, pokud

a := (1, 2)T , ϕ :=
π

4
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K výpočtu použijeme matici rotace () ve tvaru

Rϕ :=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
a výsledný bod vypočteme tak, že násob́ıme vektor a matićı Rπ

4
zleva:

b = Rπ
4
a =

(
cos π4 − sin π

4
sin π

4 cos π4

)(
1
2

)
=

( √
2
2 .1−

√
2
2 .2√

2
2 .1 +

√
2
2 .2

)
=

(
−

√
2
2

3.
√
2
2

)

2 Pojem aritmetický vektor

Definice 1
n-rozměrný aritmetický vektor v ∈ Rn je uspořádaná n-tice reálných č́ısel, jej́ıž prvky se nazývaj́ı
složky.

Př́ıklad 2.0.1
Vektor

u =

(
1
2

)
je dvourozměrný sloupcový vektor.

Př́ıklad 2.0.2
Vektor

u = (3,−2, 0, 1, 0)

je pětirozměrný řádkový vektor. Pokud budeme cht́ıt přistupovat k jednotlivým prvk̊um tohoto
vektoru, použijeme dolńı index, tedy např́ıklad

u1 = 3, u4 = 1, u3 = u5 = 0 .

Věta 2.0.1
Necht’ n ∈ N. Nad prostorem Rn definujme:

• rovnost - dva vektory u, v ∈ Rn jsou si rovny právě když

u = v ⇔ ui = vi,∀i = 1, . . . , n

(tedy pokud jsou si rovny všechny odpov́ıdaj́ıćı složky)

• součet
∀u, v ∈ Rn : u+ v =: w, wi = ui + vi, w ∈ Rn

(tedy sečteme postupně odpov́ıdaj́ıćı složky)

• násobeńı skalárem

∀α ∈ R∀u ∈ Rn : α.u =: w, wi = α.ui, w ∈ Rn

(tedy násob́ıme postupně jednotlivé složky)
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• skalárńı součin

∀u, v ∈ Rn : (u, v) :=

n∑
i=1

uivi ∈ Rn

(tedy sečteme součiny odpov́ıdaj́ıćıch složek)

• nulový vektor
o ∈ Rn : o := [0, . . . , 0], ∀i = 1, . . . , n : oi = 0

(jedná se o nulový prvek daného vektorového prostoru, tedy neutrálńı prvek vzhledem k
operaci sč́ıtáńı vektor̊u ∀v ∈ Rn : v + o = o + v = v; občas se použ́ıvá zmatečné značeńı
0 i pro nulový vektor, nicméně z kontextu je obvykle jasné, zda se jedná o skalár či vektor
vhodného rozměru)

• opačný vektor k vektoru a ∈ Rn

−a ∈ Rn : (−a) := (−1).a ∀i = 1, . . . , n : (−a)i = (−1).ai

(součtem vektoru a jemu opačného vektoru źıskáme nulový prvek, tj. ∀v ∈ Rn : v + (−v) =
(−v) + v = o)

Př́ıklad 2.0.3
Necht’

u := (3, 4,−1), v := (−1, 0, 2), α := 2

Pak

u+ v = (3, 4,−1) + (−1, 0, 2) = (3− 1, 4 + 0,−1 + 2) = (2, 4, 1)
u− v = u+ (−v) = (3, 4,−1) + (1, 0,−2) = (3 + 1, 4 + 0,−1− 2) = (4, 4,−3)
αv = 2.(−1, 0, 2) = (2.(−1), 2.0, 2.2) = (−2, 0, 4)

(u, v) = ((3, 4,−1), (−1, 0, 2)) = 3.(−1) + 4.0 + (−1).2 = −5
(u, o) = ((3, 4,−1), (0, 0, 0)) = 0

u+ (−u) = o

Věta 2.0.2
Vlastnosti operaćı s vektory

∀α, β ∈ R∀u, v, w ∈ Rn :
u+ (v + w) = (u+ v) + w

u+ v = v + u
α(u+ v) = αu+ αv
(α+ β)u = αu+ βu
α(βu) = (αβ)u

1u = u

Důkaz: po složkách využijeme vlastnosti reálných č́ısel. Např́ıklad dokázat, že sč́ıtáńı vektor̊u je
komutativńı (tj. že u+ v = v+ u) je snadné, pod́ıváme-li se na jednotlivé složky levé strany (ano,
levá strana je vektor - výsledkem sč́ıtáńı dvou vektor̊u je vektor)

Li := (u+ v)i = ui + vi (1)

a pravé strany (vektor stejné dimenze jako levá strana)

Pi := (v + u)i = vi + ui (2)
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a využijeme komutativńı vlastnosti sč́ıtáńı reálných č́ısel (tj. v́ıme, že ∀α, β ∈ R : α+ β = β + α)
- nyńı lze tedy sč́ıtance v (1) nebo (2) zaměnit

Li = (u+ v)i = ui + vi = vi + ui = Pi.

Očividně tato rovnost plat́ı pro všechny složky levé a pravé strany (pro libovnolné i = 1, . . . , n)
a tedy dle definice rovnosti vektor̊u (dva vektory jsou si rovny právě když se rovnaj́ı všechny
odpov́ıdaj́ıćı složky) plat́ı, že levá strana se rovná pravé. Tedy že skutečně u + v = v + u pro
libovolné u, v ∈ Rn. �

3 Matice

Definice 2
Matice A ∈ Rm,n je obdélńıková tabulka1

A =

 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn


kde

• m ∈ N je počet řádk̊u

• n ∈ N je počet sloupc̊u

• aij je prvek na i-tém řádku a j-tém sloupci

Př́ıklad 3.0.1
Matice

A =

 1 −1 0 2
3 0 −1 2
2 −1 0 3


je obdélńıková matice typu 3 krát 4. A např́ıklad lze přistopit k prvk̊um

a11 = 1, a12 = −1, a32 = −1, a34 = 3.

Př́ıklad 3.0.2
Matice

A =

 1 1 3
3 0 −1
2 3 0


je čtvercová matice řádu 3.

Věta 3.0.1
Necht’ n,m ∈ N. Nad prostorem Rm,n (prostor matic s reálnými prvky, m řádky a n sloupci)

definujme:

1matici lze chápat také jako vektor vektor̊u (řádkový vektor sloucových vektor̊u nebo sloucový vektor řádkových
vektor̊u)
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• rovnost - dvě matice A,B ∈ Rn,m jsou si rovny, pokud

A = B ⇔ Aij = Bij ,∀i = 1, . . . , n∀j = 1, . . . ,m

(tedy pokud jsou si rovny všechny odpov́ıdaj́ıćı složky; mimochodem matice muśı být stejného
rozměru, jinak si nemůžou být rovny)

• součet
∀A,B ∈ Rn,m : A+B

ozn
= C,Ci,j = Ai,j +Bi,j , C ∈ Rn,m

(tedy sečteme odpov́ıdaj́ıćı složky; opět - sč́ıtat lze pouze matice stejných rozměr̊u)

• násobeńı skalárem

∀α ∈ R∀A ∈ Rn,m : α.A
ozn
= C,Cij = α.Aij , C ∈ Rn,m

(tedy násob́ıme skalárem jednotlivé složky; výsledná matice má stejný rozměr jako ta p̊uvodńı)

• nulová matice
O ∈ Rn,m : ∀i = 1, . . . , n∀j = 1, . . . ,m : Oij = 0

(prostě matice plná nul)

• jednotková matice - matice I ∈ Rn,n

∀i = 1, . . . , n : Iij =

{
0,pro i 6= j
1,pro i = j

(prostě matice plná nul s jedničkami na diagonále; tato matice je vždy čtvercová, občas se
znač́ı jako E; pozn. I = identity matrix (angličtina), E = Einheitsmatrix (němčina))

Př́ıklad 3.0.3
Necht’

A :=

(
2 −1
0 3

)
, B :=

(
−1 3
−2 0

)
, α := 2

Pak

A+B =

(
2− 1 −1 + 3
0− 2 3 + 0

)
=

(
1 2
−2 3

)
αA = 2.

(
2 −1
0 3

)
=

(
4 −2
0 6

)

Věta 3.0.2
Vlastnosti operaćı s maticemi

∀α, β ∈ R∀A,B,C ∈ Rn,m :

A+ (B + C) = (A+B) + C
A+B = B +A

α(A+B) = αA+ αB
(α+ β)A = αA+ βA
α(βA) = (αβ)A

1A = A

Důkaz: po složkách využijeme vlastnosti reálných čisel �
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Definice 3
K dané matici A ∈ Rm,n definujme transponovanou matici AT ∈ Rn,m předpisem

Aij = ATji.

Př́ıklad 3.0.4
Pro matici

A :=

 1 −1 0 2
3 0 −1 2
2 −1 0 3


je transponovaná matice

AT :=


1 3 2
−1 0 −1
0 −1 0
2 2 3

 .

Věta 3.0.3
Plat́ı

(A+B)T = AT +BT

α(A)T = (αA)T

4 Násobeńı matic a vektor̊u

Definice 4
Necht’ A ∈ Rm,n a v ∈ Rn a označme jednotlivé řádky matice A

A =

 r1
...
rm

 ,

kde ri ∈ Rn, i = 1, . . . ,m je i-tý řádek matice A. Pak součin Av definujeme předpisem

Av :=

 (r1, v)
...

(rn, v)

 ∈ Rm,

kde (ri, v) je skalárńı součin i-tého řádku matice A a daného vektoru v.

Př́ıklad 4.0.1
Necht’

A :=

(
1 0 −1
−2 3 0

)
, v :=

 1
2
3


Pak

Av =

(
1 0 −1
−2 3 0

) 1
2
3

 =

(
1.1 + 0.2 + (−1).3
(−2).1 + 3.2 + 0.3

)
=

(
−2
4

)
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Prośım, povšimněte si zejména nutnosti sed́ıćıch rozměr̊u - vektor v má (muśı mı́t) rozměr
stejný jako počet sloupc̊u matice A. Výsledný vektor operace má rozměr roven počt̊u řádk̊u matice
A.

Věta 4.0.1
Pro A,B ∈ Rm,n, u, v ∈ Rn plat́ı

A(αu) = α(Au) = (αA)u
A(u+ v) = Au+Av

(A+B)u = Au+Bu

Důkaz: je velice pěkným cvičeńım. Opět je nutno porovnávat jednotlivé složky, akorát nyńı se do
hry zapoj́ı i distributivńı zákon sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel. Také je nutno do hry zapojit již
dokázené vlastnosti sč́ıtáńı matic a vektor̊u. Např́ıklad posledńı tvrzeńı (tj. (A+B)u = Au+Bu)
lze dokázat takto (pro libovolné i = 1, . . . ,m):

Li = ( (A+B)u )i =
n∑
j=1

(A+B)i,juj =
n∑
j=1

(Ai,j +Bi,j)uj =
n∑
j=1

Ai,juj +
n∑
j=1

Bi,juj

Pi = ( Au+Bu )i = (Au)i + (Bu)i =
n∑
j=1

Ai,juj +
n∑
j=1

Bi,juj

Je vidět, že maticový a vektorový kalkul nespadl z nebe a je zcela korekně vybudován. �

5 Násobeńı matic

Definice 5
Necht’ A ∈ Rm,p a B ∈ Rp,n. Pak označme jednotlivé řádky matice A

A =

 rA1
...
rAm


a jednotlivé sloupce matice B

B =
(
sB1 , . . . , s

B
n

)
Pak součin AB ∈ Rm,n lze definovat předpisem

[AB]ij := (rAi , s
B
j ), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

(tj. jednotlivé složky jsou definovány jako skalárńı součiny řádk̊u levé matice a sloupc̊u pravé
matice).

Př́ıklad 5.0.1
Necht’

A :=

(
1 0 −1
−2 3 0

)
, B :=

 2 3 0
−1 1 5
0 −2 1


Pak

AB =

(
1.2 + 0.(−1) + (−1).0 1.3 + 0.1 + (−1).(−2) 1.0 + 0.5 + (−1).1
(−2).2 + 3.(−1) + 0.0 (−2).3 + 3.1 + 0.(−2) (−2).0 + 3.5 + 0.1

)
=

(
2 5 −1
−7 −3 15

)
.

Všimněme si, že násobit BA nelze.
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Věta 5.0.1
Pro A,B,C ∈ Rn,m, α ∈ R plat́ı

A(αB) = α(AB) = (αA)B
A(B + C) = AB +AC
(A+B)C = AC +BC

Věta 5.0.2
Násobeńı matic neńı komutativńı, tj. obecně NEPLATÍ

∀A,B ∈ Rn : AB = BA

Důkaz: Necht’

A =

(
1 2
−2 −1

)
, B =

(
3 −1
1 2

)
Pak

AB =

(
1 2
−2 −1

)(
3 −1
1 2

)
=

(
5 3
−7 0

)
BA =

(
3 −1
1 2

)(
1 2
−2 −1

)
=

(
5 7
−3 0

)
�

Věta 5.0.3
Necht’ A ∈ Rm,p, B ∈ Rp,n. Plat́ı

(AB)T = BTAT

Důkaz:
[(AB)T ]ij = [AB]ji = rAj s

B
i = ([aj1, . . . , ajp], [b1i, . . . , bpi]) =

= aj1b1i + · · ·+ ajpbpi = b1iaj1 + · · ·+ bpiajp =

= (sBi )T (rAj )T = [BTAT ]ij

�

6 Permutačńı matice

Př́ıklad 6.0.1
Necht’

A :=

 1 2 3
4 5 6
7 8 9


Určete permutačńı matici P tak aby platilo

PA =

 4 5 6
1 2 3
7 8 9


Řešeńı - jedná se o výměnu prvńıho a druhého řadku. Pokud tuto výměnu provedeme na jednotkové
matici

I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , P =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1
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źıskáme požadovanou permutačńı matici, protože

PA =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

 4 5 6
1 2 3
7 8 9



7 Vlastnosti k zamyšleńı

Násobeńı matice krát vektor Av lze ekvivalentně definovat jako lineárńı kombinaci sloupc̊u matice
A s koeficienty složek vektoru v, tj. (necht’ A ∈ Rm,n, v ∈ Rn)

Av = v1s
A
1 + v2s

A
2 + · · ·+ vns

A
n =

n∑
j=1

vjs
A
j .

Násobeńı matice krát matice AB lze definovat tak, že sloupec výsledné matice je roven násobeńı
levé matice A a odpov́ıdaj́ıćıho sloupce pravé matice B, tj. (necht’ A ∈ Rm,p a B ∈ Rp,n)

AB = (AsB1 , . . . , As
B
n ), čili sABj = AsBj , j = 1, . . . , n.
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