
Inverzńı matice
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1 Motivace

Př́ıklad 1.0.1
Řešte v oboru reálných č́ısel rovnici

ax = b

kde a, b ∈ R jsou konstanty, a 6= 0.

Řešeńım je (samozřejmě)

x =
b

a

nebo-li
x = ba−1 = a−1b

Př́ıklad 1.0.2
Nalezněte x ∈ Rn

Ax = b (1)

kde A ∈ Rn,n, b ∈ Rn jsou konstanty.

Řešeńı lze nalézt pomoćı Gaussovy eliminačńı metody, nicméně našim ćılem necht’ je něco po-
dobného jako v předchoźım př́ıpadě.

x =
b

A
(2)

což samozřejmě je nesmysl, děleńı matićı neńı definováno (ani děleńı vektor̊u či děleńı matic).
Definujme však pojem inverźı matice - inverzńı prvek prostoru Rn,n vzhledem k operaci násobeńı,
tj. A−1, pro který plat́ı

AA−1 = A−1A = I. (3)

Tedy matematicky korektněǰśı zápis rovnice (2) źıskáme, pokud obě strany rovnice (1) přenásob́ıme
inverzńı matićı A−1 zleva (neńı jedno, z které strany rovnici přenásob́ıme - násobńı matic NENÍ
komutativńı)

Ax = b /A−1.
A−1Ax = A−1b

Ix = A−1b
x = A−1b

Jak ale źıskat inverzńı matici? A existuje inverzńı matice ke všem matićım?
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2 Gaussova-Jordanova eliminačńı metoda

Gaussova-Jordanova eliminačńı metoda je metoda, při které pomoćı elementárńıch řádkových
úprav uprav́ıme p̊uvodńı rozš́ı̌renou matici na matici, ve které mı́sto p̊uvodńı matice bude jednot-
ková (nikoliv pouze na schodový tvar jako u Gaussovy eliminačńı metody).

[A|b] . . . [I|x]

Vrat’me se k ”pěknému”př́ıkladu z minulého cvičeńı

Př́ıklad 2.0.1

x1 − x2 + 2x3 = 2
2x1 + x2 − x3 = 1
−x1 − x3 = −1

Gaussova eliminačńı metoda 1 −1 2 2
2 1 −1 1
−1 0 −1 −1

 r1
2r1 − r2
r1 + r3

∼

 1 −1 2 2
0 −3 5 3
0 −1 1 1

 r1
(−1)r2
r2 − 3r3

∼

 1 −1 2 2
0 3 −5 −3
0 0 2 0


A nyńı pokračujme - pokusme se upravit matici ve schodovém tvaru na ”schodový tvar i zhora”: 1 −1 2 2

0 3 −5 −3
0 0 2 0

 r3 − r1
5r3 + 2r2
r3

∼

 −1 1 0 −2
0 6 0 −6
0 0 2 0

 r2 − 6r1
r2
r3

∼

 6 0 0 6
0 6 0 −6
0 0 2 0

 1
6r1
1
6r2
1
2r3

∼

∼

 1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 0


Řešeńı

[x1, x2, x3] = [1,−1, 0]

Poznámka: Pokud u Gaussovy eliminačńı metody vznikl nulový řádek, pak se jednalo o para-
metrické řešeńı. Pokud vznikl nulový řádek s nenulovou stranou, soustava neměla řešeńı.
Narozd́ıl od toho Gauss-Jordanova metoda s t́ımto problémem nepoč́ıtá - pomoćı elementárńıch
řádkových úprav nedoćıĺıme toho, aby jsme z obdélńıkové matice udělali jednotkovou, nebo při
vzniku nulového řádku dostali do tohto řádku zase zpět na právě jednu pozici 1 (tj. při vzniku
nulového řádku se již k jednotkové matici nedopracujeme). ≈

3 Výpočet inverzńı matice

Schéma Gauss-Jordanovy eliminačńı metody se dá zapsat

[A|b] ∼ · · · ∼ [I|x] (4)

Jelikož řešeńı
x = A−1b

můžeme dosadit do rovnice (4) a źıskáme

[A|b] ∼ · · · ∼ [I|A−1b] (5)
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Pokud v p̊uvodńı rozš́ı̌rené matici použijeme mı́sto pravé strany b jednotkovou matici I,
přecháźı rovnice (5) na tvar

[A|I] ∼ · · · ∼ [I|A−1I] = [I|A−1]

Předchoźı schéma udává návod, jak nalézt inverzńı matici.

Př́ıklad 3.0.1
Nalezněte inverzńı matici k matici soustavy z předešlého př́ıkladu

[A|b] :=

 1 −1 2 2
2 1 −1 1
−1 0 −1 −1


Sestav́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy a řeš́ıme stejně jako v př́ıpadě Gauss-Jordanovy metody

[A|I] =

 1 −1 2 1 0 0
2 1 −1 0 1 0
−1 0 −1 0 0 1

 r1
2r1 − r2
r1 + r3

∼

 1 −1 2 1 0 0
0 −3 5 2 −1 0
0 −1 1 1 0 1

 r1
(−1)r2
r2 − 3r3

∼

∼

 1 −1 2 1 0 0
0 3 −5 −2 1 0
0 0 2 −1 −1 −3

 r3 − r1
5r3 + 2r2
r3

∼

 −1 1 0 −2 −1 −3
0 6 0 −9 −3 −15
0 0 2 −1 −1 −3

 r2 − 6r1
r2
r3

∼

∼

 6 0 0 3 3 3
0 6 0 −9 −3 −15
0 0 2 −1 −1 −3

 1
6r1
1
6r2
1
2r3

∼

 1 0 0 1
2

1
2

1
2

0 1 0 − 3
2 − 1

2 − 5
2

0 0 1 − 1
2 − 1

2 − 3
2


Tedy vypočtená inverze (pro jednoduchost a ”hezč́ı”zápis vytkněme zlomek)

A−1 =

 1
2

1
2

1
2

− 3
2 − 1

2 − 5
2

− 1
2 − 1

2 − 3
2

 =
1

2

 1 1 1
−3 −1 −5
−1 −1 −3


A skutečně - provedeme zkoušku

AA−1 =
1

2

 1 −1 2
2 1 −1
−1 0 −1

 1 1 1
−3 −1 −5
−1 −1 −3

 =
1

2

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 = I

A k čemu nám slouž́ı inverzńı matice?

x = A−1b =
1

2

 1 1 1
−3 −1 −5
−1 −1 −3

 2
1
−1

 =
1

2

 2
−2
0

 =

 1
−1
0



Poznámka: O tom, zda existuje inverzńı matice nebo ne, rozhoduje použit́ı Gauss-Jordanovy ma-
tice (viz poznámka výše). Matićım, ke kterým existuje inverzńı matice ř́ıkáme regulárńı, ostatńım
singulárńı. (o daľśıch podmı́nách regularity matic bude pojednáno na pozděǰśıch přednáškách a
cvičeńıch). ≈
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4 Pitva elementárńıch řádkových úprav

Necht’

A =

[
a b
c d

]
• Výměna řádku

Jedná se o permutačńı matice (viz 2. cvičeńı) - aplikujeme výměnu řádk̊u na jednotkovou
matici, např.

T =

[
0 1
1 0

]
, TA =

[
c d
a b

]
, AT =

[
b a
d c

]
• Násobeńı řádk̊u

Jedná se o pozměněnou jednotkovou matici - aplikujeme násobeńı skalárem na řádek, který
chceme změnit, např.

T =

[
1 0
0 2

]
, TA =

[
a b
2c 2d

]
, AT =

[
a 2b
c 2d

]
• Sč́ıtáńı řádk̊u

Jedná se o pozměněnou jednotkovou matici - aplikujeme sč́ıtáńı řádk̊u a následný požadovaný
zápis na jednotkovou matici, např.

T =

[
1 0
1 1

]
, (tj. r1 + r2 → r2) TA =

[
a b

a + c b + d

]
, AT =

[
a + b b
c + d d

]
Kombinaćı těchto tř́ı operaćı lze źıskat libovolnou řádkovou úpravu Gaussovy (Gauss-Jordanovy)
elimiminačńı metody.

Př́ıklad 4.0.1
Pamatujete si na Jeńıčka a Mařenku?

A :=

[
1 1
2 −1

]
, b :=

[
2
1

]
Nyńı si ukážeme, jak nalézt inverzńı matici

[A|I] =

[
1 1 1 0
2 −1 0 1

]
r1
2r1 − r2

1.∼
[

1 1 1 0
0 3 2 −1

]
3r1 − r2
r2

2.∼
[

3 0 1 1
0 3 2 −1

]
1
3r1
1
3r2

3.∼

3.∼
[

1 0 1
3

1
3

0 1 2
3 − 1

3

]
Tedy inverzńı matice

A−1 =
1

3

[
1 1
2 −1

]
Odvod’me nyńı postupně jednotlivé transformačńı matice pro elementárńı řádkové úpravy

1. [
1 0
0 1

]
r1
2r1 − r2

∼
[

1 0
2 −1

]
=: T1

2. [
1 0
0 1

]
3r1 − r2
r2

∼
[

3 −1
0 1

]
=: T2
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3. [
1 0
0 1

]
1
3r1
1
3r2

∼
[

1
3 0
0 1

3

]
=: T2

Pak děńı na levé straně při výpočtu inverze uvedeném výše se dá popsat pomoćı rovnice

T3(T2(T1A)) = I (6)

Jelikož o matićıch plat́ı
(AB)C = A(BC)

lze zapsat rovnici (6) zjednodušeně

TA = I, T := T3T2T1 (7)

Inverzńı matice je definována
A−1A = AA−1 = I (8)

Pak porovnáńım rovnic (7) a (8) lze tvrdit

A−1 = T (9)

Tedy elementárńı řádkové úpravy aplikované na matici A za účelem úpravy na jednotkovou matici
I jsou po vynásobeńı rovny inverzńı matici A−1.
Vylepšeme rovnici (9)

A−1 = TI

Jinak řečeno elementárńı řádkové úpravy nutné pro źıskáńı jednotkové matice I z p̊uvodńı matice
A aplikované na jednotkovou matici vedou k źıskáńı inverzńı matice A−1. To je také d̊uvod zp̊usobu
výpočtu inverzńı matice, který jsme si uvedli výše.

5 Výpočetńı náročnost

Výpočet inverze je př́ılǐs drahá operace - už při matici typu 2,2 potřebujeme minimálně 3 ele-
mentárńı řádkové operace. Mnohdy je výhodněǰśı použ́ıt raději Gaussovu eliminačńı metodu. Na-
proti tomu při soustavě lineárńıch rovnic s větš́ım počtem r̊uzných pravých stran má smysl použ́ıt
raději inverzńı matici. Pak řešeńı pro jednotlivé pravé strany źıskáme pouhým vynásobeńım in-
verzńı matice s danou pravou stranou (kdežto u gaussovy metody by jsme museli přepoč́ıtat
elementárńı řádkové úpravy na vektor pravých stran a posléze provést zpětnou substituci).

Př́ıklad 5.0.1
Bez výpočtu inverze vypočtěte

A−1Bw =?

pokud je zadáno

A :=

[
1 2
−1 0

]
, B :=

[
−1 2
0 1

]
, w :=

[
2
0

]
Pro jednoduchost označme

x := A−1Bw

a upravme
A−1Bw = x

Bw = Ax
y = Ax

kde jsme označili levou stranu jako
y := Bw
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a můžeme vypoč́ıst

y = Bw =

[
−1 2
0 1

] [
2
0

]
=

[
−2
0

]
A z̊ustává rovnice

y = Ax
Ax = y

což je soustava lineárńıch rovnic a lze ji řešit pomoćı Gaussovy eliminačńı metody[
1 2 −2
−1 0 0

]
r1
r1 + r2

∼
[

1 2 −2
0 2 −2

]
a pomoćı zpětné substituce dopočtu řešeńı

x =

[
0
−1

]

6 Malý d̊ukaz na závěr

Plat́ı
(AB)−1 = B−1A−1

Důkaz:
(AB)−1 = B−1A−1 /(AB). zleva

(AB)(AB)−1 = (AB)B−1A−1

I = A(BB−1)A−1

I = AIA−1

I = (AI)A−1

I = AA−1

I = I

�
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