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Abstrakt

Tato prace se zabyva TeSenim jednodimenzionalni nestacionarni dlohy vedeni tepla v caso-
prostorové doméné. Numerické feSeni je zalozeno na caso-prostorové metodé konec¢nych prvki,
ktera vede na soustavu linearnich rovnic. Prace studuje konvergenci aproximace reSeni metodou
kone¢nych prvki a ukazuje souvislost s konvergenci bilinearni interpolace. Déle ukazuje, jak lze
soustavu linearnich rovnic metodou Schurova dopliiku v ¢aso-prostorové doméné dekomponovat

na mensi oblasti. Nakonec rozebird moznosti paralelni implementace feSeného problému.

Klicova slova: rovnice vedeni tepla, ¢aso-prostorova metoda konecénych prvki, metoda Schurova

dopliiku, paralelni implementace

Abstract

This bachelor thesis will discuss the one-dimensional transient heat conduction problem in space-
time domain. The numerical solution is based on the time-space finite element method, which
leads to a system of linear equations. Thesis studies the convergence of finite element method
and shows the relationship with the convergence of bilinear interpolation. It also shows how to
decompose a system of linear equations using Schur complement in the space-time domain into

smaller areas. Finally, we discuss the possibility of parallel implementation of the problem.

Key Words: heat equation, space-time finite element method, Schure complement method,

paralel implementation
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1 Uvod

Rozvoj paralelnich poc¢itaci umoznuje pouzit vypocetni metody, které by drive nebyly myslitelné.
Inzenyrské tlohy modelované parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, napr. mechanika, se dnes
umi fesit v fddu minut pro diskretizace v miliardach prostorovych neznamych. Tradi¢ni feseni
casové zavislych tloh diskretizaci do ¢asovych vrstev neni vhodné pro paralelni implementaci.
Nové se proto uvazuje c¢as jako dalsi prostorova proménnd. Diskretizace metodou konecénych
prvkl v caso-prostoru vede na rozsdhlé soustavy rovnic, které vsak lze dobie paralelizovat v
¢aso-prostorové doméneé [1, 2, 3]. Numerické feseni navic konverguje uniformné v ¢ase, na rozdil
od tradi¢nich ¢asovych schémat napt. Eulerovy metody nebo metody Runge-Kutta.

V této préaci se zabyvame nestacionarni tlohou vedeni tepla v ty¢i a jejim numerickym
resenim metodou konecénych prvkil. Prace je strukturovina nasledovné. V kapitole 2 se nejprve
seznamime s parcialni diferencialni rovnici vedeni tepla a odvodime varia¢ni formulaci. V kapitole
3 se zabyvam cCaso-prostorovou metodou konecénych prvki, kterd vede na soustavu linearnich
rovnic. Kapitola 3 ukazuje jak dekomponovat casoprostorovou doménu do oblasti a navrhuje
paralelni feseni. Obsahem kapitoly 5 je rozbor vysledki numerickych experimentti provedenych

v praktické ¢asti této préce.
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2 Modelova tuloha

2.1 Rovnice vedeni tepla

Budeme se zabyvat parcialni diferencialni rovnici vedeni tepla v jednorozmérné tyci délky L v
¢ase (0,7 s konstantni hustotou p a konstantni mérnou tepelnou kapacitou ¢. Funkel u = u(z, t)
rozumime teplotu v bodé x a ¢ase t. Oznacme pcu(x,t) jako hustotu tepelné energie. Dale
tepelnym tokem 7(x,t) nazveme mnozstvi tepla, prochézejici bodem x za jednotku casu t ve
sméru z ¢asti (x — h,z) do Easti (x,z + h). Definujme také pocateéni stav u(x,ty) = ug(x).
ou or
c—(x,t) = —(x,1

Poznamka 2.1 pro jednoduchost neuvazujeme zadné tepelné zdroje.

Vztah mezi teplotou a tepelnym tokem urcuje Fouriertiv zakon. Rikd nam, Ze vektor hustoty
tepelného toku 7 je timérny gradientu teploty Vu v soucinu s konstantou tepelné vodivosti k a
ma opacny Smer.

ou
T=—k—
ox
kde k£ > 0.
Bude-li konstanta p = 1, pak dosazenim z Fourierova zédkona ziskdme rovnici:

ou 0%u
Ca(%t) - @(%t) =0 (1)

a pocatecni tlohu

c%(w,t) gmé‘ (x,t) = 0, ze(0,L), te(0,7T),
- (0, 1) - 0, te(0,T),
uw(L,t) = 0, te (0,T),
u(z, tyg) = wo(x) z€(0,L).

Poznamka 2.2 Okrajové podminky v pocateéni tloze (P) jsou uvedeny jako ptiklad a mohou

byt razné zménény.

2.2 Priklad, analytické reseni

Uvazujeme pocatecni tlohu (P) pro z € (0,1) , ¢t € (0,2) s s touto poc¢atecni podminkou:

u(z,tg) = sin(mz) =€ (0,1). (2)
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Vysledek analytického feseni této tlohy je ve tvaru:

w(z,t) = o~ tsin(ma). (3)

Ovérme si nyni, ze vysledek je spravny. Nejprve provedeme vypocet potiebnych parcidlnich

derivaci: ,
ou r2e” et sin(nz)
e t) = — 4
" 2,1 Sinire), ()
0%u a2,
w(m,t) = —n?e” < 'sin(nx). (5)
Po dosazeni parcialnich derivaci (4) a (5) do rovnice (1) dostaneme:
—n?e” ¢ tsin(mx) + 7™ Lsin(wx) = 0.

(3) navic spliuje okrajové a pocatecni podminky a proto je ted jiz zfejmé, ze (3) je FeSenim

pocatecni dlohy (P).

Obrazek 1: Graf feseni (3) pro c=25
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2.3 Variaéni formulace

Odvodime varia¢ni formulaci tlohy (P) . Zaénéme definici mnoziny testovacich funkei V:
V= {v(z,t) € CYQ) :v(0,t) = v(L,t) = v(x,0) = 0; Vt € (0,T)}.

Varia¢ni formulaci ziskdme z rovnice (1) a libovolné testovaci funkce v(z) z mnoziny V' za pomoci

nasledujicich tprav:
2
cg(x,t)—glz(m,t):o /- v(x,t),

ou 0%u T rL
¢S @ ol 1) — S (@ (e, 1) = 0 //O /0 dudt,

L 524,
// 8 (z,t)v :Etd:rdt—//ax2 v(z, t)dxdt = 0. (6)

Vezméme z rovnosti (6) ¢ast oznacenou jako d pro pevnou proménnou t.

L82

- a:[32(916 t)v(z,t)dx (7)

Pripomenme si ted vzorec pro integraci per partes:

/SOU 90“ /SOU

Nésledné pomoci per partes upravme vyraz (7).

L o%u L ou ov ou L
= | gaz@ D@ tde = |5 @) 5 (@ Hde - [%(.r,t)v(x’t)}
=’ =@ =0

Hranicéni ¢len vymizi, viz definice V. Po dosazeni zpét ziskame

L
// 6 (z,t)v :vtdxdt—i—//au xt)d:):dt—()

Varia¢ni formulace tlohy (P) je

Hleddme u € U
(V) B
a(u,v) =0 Yv eV,

kde

U= {u(z,t) € CHQ):u(0,t) = u(L,t) = 0; Vt € (0,T);u(x,0) = ug(z); Vo € (0, L)},

13



Tl ou Tl gu v
a(u,v)—/o /0 ca(x,t)v(:c,t)dxdt—&—/o /0 %(x,t)a—x(m,t)da:dt

je bilinedrni forma.

Tuto formulaci 1ze homogenizovat. Najdeme zobrazeni ug(z) pocatecni podminky wug(x) do
Q. Pak (V) (2.3) je ekvivalentni s

V) Hleddme ug € V :
a(upg,v) = —a(ug,v) YveV.

Poznamka 2.3 (V) nemusi mit feseni. Pro dikaz existence feseni se prostor V voli sofistiko-

vanéji, coz vSak presahuje rdmec této prace.
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3 Metoda konec¢nych prvkit MKP v caso-prostoru

3.1 Diskretizace c¢aso-prostorové oblasti

T pN—[ pN

P, ps

At

P, P,

L,
pr p? ps ps  ps

Obrazek 2: na levé strané rozdéleni oblasti €2 na obdélniky 7j, a¢, v pravo jeden obdélnik Oy

Jednodimenzionélni tlohu v ¢aso-prostoru, kterou fesime na oblasti 2 € (0,L) x (0,7,
rozdélime na obdélniky s krokem h v ose = a krokem At v ose ¢ (viz obrazek 2). Tim vznikne
sit uzli. VSechny takto ziskané uzly indexujeme ¢isly 1 az N, kde N odpovida celkovému poctu

uzla. Uzly sité usporadejme a oznaCme:
Pi, izl,...,N.

Kazdy z uzlu je charakterizovan svoji prostorovou a ¢asovou soutradnici p; = (x;,t;).

Oznac¢me Tj, A+ jako mnozinu vSech obdélnikii. Celkovy pocet obdélniku je ddn hodnotou M.

That = (01,02, 03, ...,On)
TL
~ Ath
Pricemz predpokladame ze T je délitelné At a L je délitelné h.

a- U o

Or€Th, At

Obdélnik reprezentujeme uzly v jeho rozich (lokalni indexovani)
Ok = (p}, P, P, PY)-

15



3.2 MKP prostor
e Resenf u(x,t) i testovaci funkce v(z,t) budou spojité v Q a bilinearni na Th.At-

e Oznacme si zvlast indexy uzlu I, ve kterych je hodnota funkce u(x,t) predepsédna okra-

jovymi podminkami: x; = 0 nebo x; = L.

e Totéz provedeme s indexy uzla I, pro pocateéni podminku: t; =0Az € (0,L).

Obréazek 3: Bazova funkce ¢;(z,t)

3.2.1 Bazové funkce

Definujme bilinedrni bézové funkce ¢;(z,t) pro uzly p; = (z;,1;), takto:
ei(wi i) =1, pi(x),t;) =0 Vj#i

Pro konkrétni body obdélnikového elementu (0, ) x (0, At) maji funkce nasledujici tvar:

pr(ziti) = pxp(h—z)(At—1),
Po(mit;) = r(At—t),
e3(@it)) = 7t

ea(mit;) = 5(h—a)t.

Béazové funkce na vsSech dalsich obdélnicich Oy ziskdme posunem pocatku souradnicového sys-

tému (x,t) + pi.



3.2.2 MKP aproximace (V)

Testovaci funkce v(z,t) beru pouze tyto:

v(z,t) = Z vipi(x,t)
i¢I,UI,
Misto tlohy (V) na nekone¢né dimenzionalnim prostoru V budeme fesit Galerkinovu aproximaci
na prostoru

Vh’At = <Q01> i ¢ IU U Iu

Pak
Vh,At C V.

Galerkinova aproximace tlohy (V) je

Hleddme v (z,t) = S ullp;(z,t):
(VAL i¢I,Ul,
a(u,v) = —a(tp,v) Yo € VAL

3.2.3 Soustava linearnich rovnic

Ukazeme, ze VP4t je diky bilinearité soustavou linedrnich rovnic:

a(uH(:L‘,t), Z Ui@i(wvt)) = _a(QNLO(wvt)a Z Ui@i(:vvt))

i¢I,UI, iely,

Z via(uH,goi(x,t)) = - Z via(to, pi(x,t))

i¢I,UI, i€l

Nésobeni vektor x vektor

Hledame uf(z,t) = > wllp;(x,t):
(Vh7At) ngvUIu J j( )
a(uHa QOZ) = _a(a()a (101) Vi ¢ Iv U Iu

Opét z bilinearity a(u,v) :

a( Z uf o, 0i) = —al Z (o) wj, i) Viel,.., N.
j¢11;UIu jel,

Z (u™) a(pj, i) = — Z (%) alpj, i) Viel,.., N.
j¢I.UTu T j€L T

Uloha (VA1) je tedy ekvivalentni s Au!!l = — Alig, kde A matice N x N a A matice N x Nu
(Nu je pocet prvka I,).
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3.2.4 Sestaveni matice A a vektoru pravych stran b

Matice A;; soustavy ma tvar:

_ Tk 6(pj a(Pj 6802
AZ:] - / 67(1"7 t)@z(l'a t) + %(l’, t) 6$ ( )dtd.’l}‘

Rozepiseme A; ; jako soucet jednotlivych obdélnikii:

9%, 0%
A= Z/O (2,010, 1) + 2 (2,6) 27 (o, ),

:;w

1 bude nenulové pouze pro p;,p; rohy obdélniku Oy. Zavedeme lokalni matici tuhosti, kterou

staci spocitat pro referencni obdélnik (0, h) x (0, At):

a1l a12 a13 G14
M
a1 Q22 Q23 0G24
Ak c RA¥4 AR — 714:214/6_
a31 az2 G33 a34

41 Q42 Q43 G44.

)

At

S

v

pJA P

v

Obrazek 4: Transformace referenéniho obdélnika Ok na obdélnik Oy
Zavedme si referenénf obdélnik Oy, a transformaci na obdélnik Oy, (obrézek 4)
O R AP i iy L F
<t> =pi+ Py —p1) - T+ Py —p1) - 4,
kde z € (0,h) te(0,At),

R=(ph—pipy—pl) =1,

18



dzdt = |det(R)| dzdt.
=1

Pro transformované funkce p; plati:

Sol(x7t) = Ai(fc\v%\)a
s 3P; (=

aﬁ (iL‘,t) 3/12 ($7t ’
Dp; OP; (= T
8‘2 (‘T’t) - 8‘2 (‘T’t)

Jednotlivé prvky lokalni matice soustavy pak vypoéteme podle:

At rh > - A
wi= [ [ @ NaGD + @) D) i
X X

Globalni matici A miizeme sestavit z lokélnich pifspévki matice A¥ podle nisledujiciho algo-
ritmu, P* jsou indexy uzlt pi, ph, p§, p) obdélniku Oy.

1. A =0;

2. fori=1:M do

3. A (PP)4= Ak

4. end

Nakonec v matici A vynulujeme prvky odpovidajici indextim okrajovych podminek.
Vektor pravych stran b bude nenulovy pouze v indexech uzlua I,,, kde je poc¢ateéni podminka

uo(x) (viz. kapitola 2. pozndmka 2.1):
b; = uo(7) Vi € I,
bi=0  Vi=1,..,N\I.
3.3 Konvergence MKP a interpola¢niho reseni

Nejprve definujme bilinedrn{ interpola¢ni funkei I7.

N
=1

kde p;(x,t) jsou spojité po ¢astech linedrni bazové funkce.
Je znamo, zZe rychlost konvergence MKP feseni lze odhadnout rychlosti konvergence biline-
arni interpolace v uzlech sité [2]. PopiSme proto si vypocet, kde chybu interpolacniho feSeni

odhadneme jako:

errf, () = [Ju = Il ra(e) = V [ [ttty ~ e, opazar ®)
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Chybu derivaci odhadujeme:

2

erry (h) = ||V (u— I})|| 1, (0) = \I/OT /OL [(V[u(:c,t) — Iz, t))| dwdt 9)

Obdobné definujeme i funkee errd, ;- p(h) a errl, ;- p(R).

Poznamka 3.1 Hodnoty dvojnych integrali vypocitame uzitim slozené Gaussovy kvadraturni
formule(kapitola 3.3.1).

Ocekavame polynomidlni konvergenci fadu r:
err(h) < c-h'.

To je ekvivalentni s
log(err(h)) < loge+ 17 -logh (10)

a tedy v grafu v logaritmické skdle uvidime fad konvergence r jako smeérnici asymptoty. Tento

poznatek se nam bude hodit pti vyhodnocovani numerickych experimenti v kapitole 5.

3.3.1 Gaussova kvadratura

Gaussova kvadratura k-tého tadu je kvadraturni pravidlo, které presné integruje polynomy
stupné n = 2k — 1 a méné. Této presnosti pfi minimalnim poctu vycisleni funkce f(z) je dosa-
zeno vhodnou volbou bodu x; a vah w;. Da se ukazat, ze témito body jsou koreny ortogonalnich
polynomi. Za systém ortogonalnich polynomu vezmeme Legendrovy polynomy, které jsou defi-
novany na intervalu (—1, 1). Definice Gaussovy kvadraturni formule pro funkei jedné proménné

je predpis:
b k
/ f@)de =) wif(x),
a i=0

Kde x; jsou koreny ortogondlnich polynomu a w; je viha daného bodu.

Hodnoty korenti a vah pro Gaussovu-Legendrovu kvadraturu nizkého radu jsou uvedeny v
tabulce 1.

Jelikoz jsou hodnoty v tabulce 1 pro integraci na intervalu (—1, 1), je potfeba pri integraci na

intervalu (a, b) prevést pozadovany integral na tento interval za pomoci nésledujici transformace:

b b—a (Y [(b—a a+b
/af(x)dac— 5 _1f< 5 x + 5 >dm.

Aplikovanim Gaussova kvadraturniho pravidla na tento vztah ziskdme vzorec

[ stz = b;“iwif(b;%ﬁ )

=0
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—
a
z

0 2
1

2 +,/1 é
3 0 9
3 5

/5 9
i\/:s_z 6 184++/30

4 5 7V5 36
3,2 /6 18—/30
i\/5+7 5 | Ta

28
225

0
5 1 /10 | 32241370
i3\/ 5—-2 T 900
1 10 | 322—13/70
ig\/5+2\/7 500

Tabulka 1: Hodnoty kofenu x; vah a w; pro Gauss-Legendrovu kvadraturu

Definice Gaussovy kvadraturni formule pro funkci dvou proménnych je predpis:

b pd k k
[ fdydt Y wa S waf(raas),
a Je a=0 B=0

kde x5 jsou kofeny ortogonalnich polynomu a w, g jsou jejich vahy.
Ke zpresnéni vypoctu integralu je vhodné integrovany interval rozdélit na sif mnoha mensich

¢tvercu a ty poté samostatné integrovat. Vysledny integral je pak jejich souctem:

/ab /Cd f(y, t)dydt = %%/a ; lf(y,t)da:dt,

i=1j=17@~1 e~

kde N je pocet dilku v (a,b) a M je pocet dilki v (c,d). Dosazenim Gaussovy kvadraturni
formule ziskdme:

b d N M k k
[ [ #0dyit = 35050 3 wawsaa)

i=1j=1a=0 =0

Nésleduje ukdzka MATLAB® zdrojového kédu pro Gaussovu kvadraturu fadu k = 2.
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function [ value ] = intFunciton( x,t )
%funkce ktera bude integrovana
value = (u(x,t)-IhU(x,t))"2;
end
function [I] = gaussQuad2D(a,b,c,d,h)
%slozena Gauss-Legendre kvadratura
/vstupni parametry:
%a - dolni mez 1. integralu
%b — horni mez 1. integralu
%c - dolni mez 2. integralu
%#d - horni mez 2. integralu
%h - krok na intervalu (a,b), resp. (c,d)
/vystupni parametry:
%I - hodnota integralu
%hodnoty pro rad k=2 na intervalu [-1,1]
x=[1/sqrt(3);-1/sqrt(3)]1;
w=[1;1];
I=0;
/prepocitani vah w na novy interval
ww=h/2%;
for i=a:h:b-h
pxx=h/2xx+(2%i+h)/2;
/prepocitani korenu xx na novy interval
for j=c:h:d-h
/prepocitani korenu xy na novy interval
pxy=h/2xx+(2%j+h) /2;
for alpha=1:length(x)
for beta=1:length(w)
/vypocet integralu pro jeden dilek
S=(ww(alpha)*ww(beta)*intFunciton(pxx(alpha) ,pxy(beta)));

/pricteni dilku k celkove hodnote integralu

I=I+S;
end
end
end
end
end
end
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4 Paralelizace

4.1 Rozklad tlohy na podoblasti

¢aso-prostorovou ulohu na oblasti Q := (0, L) x (0, T') rozlozime na n podoblasti s krokem H; v ose
x a krokem AT; v ose t (podoblasti nemusi mit stejny rozsah), vzniklé podoblasti oznacime jako
Q; kde i = 1,...,n. Z rozdéleni do podoblasti vynechme mnoziny uzla I, a I, kde je hodnota
funkce zadana okrajovymi podminkami. Ze sité uzla I = (pi,...,pn) vybereme podmnoziny
bodi, tak aby odpovidaly jednotlivym podoblastem I;, ..., I, a kostre, ktera je tvofena body na

hranici mezi podoblastmi Ig. Pro tyto vybrané podmnoziny plati:
IN{I,,I,} =L UILU..UI,UIsg.

I, Is,....,1,,Is jsou disjunktni mnoziny.

Ptiklad rozlozeni oblasti €2 do 4 podoblasti je zndzornén na obrazku 5.

Pavodni soustavu

Ai = Ap 1,
Ags = Arg 1,
Agi = Arg. 1,
Ais = Ap, 1s,
b; = by,

bs = by,

kde i = {1, ...,n}.

Nové budeme resit soustavu:

Ay Ais uy b1
A Azg U bo
. = : ) ( 1 1)
An  Ans N bn
Asi Agsy -+ Agn  Ags ug bs

kde u; je vektor nezndmych na podoblasti £2; a ug predstavuje vektor neznamych pro hranice

mezi podoblastmi.

Poznamka 4.1 Matice soustavy A je nesymetricka.
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Obrazek 5: Rozlozeni oblasti 2 do 4 podoblasti

4.2 Metoda Schurova doplinku

Budeme fesit preusporddanou soustavu Au = b. Nejprve se nam vsSak bude hodit abychom

vvvv H gast.

u:uP+uH

Nasledné vypocteme jednotlivé ¢asti feseni pouzitim Schurova dopliku S. Postup reseni se bude

skladat ze tri kroku:

1. Vypocet partikuldrniho reseni uf pro podoblasti €; :

2. Vypocet feseni na kostte ug :

kde



N
c=bs— Y Agi A7'W;.
S ; SR/—’

u;

3. V¥pocet homogenniho Feseni u!? pro podoblasti €;:

Aluf{ = —Aigus.
Vyse uvedend procedura je vlastné blokova Gaussova eliminace (11). Nakonec ziskdme vysledek

souc¢tem partikularntho v a homogenniho u feseni pro vsechny podoblasti §2;:
uf + u{l
u =

u§+u%

us

4.3 Poznamky k paralelni implementaci

V predeslé c¢asti jsme vidéli, jak 1ze pomoci metody Schurova doplinku vypocist feseni soustavy
ve tfech krocich. Vyhodou této metody je, Ze kroky 1 a 3 mizeme vypocist jednotlivé nezavisle
na sobé pro vsechny podoblasti. Tohoto poznatku muzeme perfektné vyuzit pro paralelizaci
vypoctu do vice nezavislych procesi a dosdhnout jeho vyznamného urychleni.

K paralelizaci muzeme naptiklad pouzit Master /Slave model komunikace, kde jeden z procest
bude hlavnim Fidicim procesem, ktery bude rozdélovat praci i ostatnim slave procesim. Pro tento

model mizeme navrhnout paralelni vypocet v nasledujicich krocich:

1. Master proces sestavi soustavu rovnic a poté ji rozdéli do podoblasti (11), nasledné odesle

slave procesum jejich prislusné bloky.

2. Vypocet partikuldrniho feseni u!” pro podoblasti §2;. Master proces miize v tuto chvili fesit

také jednu z podoblasti.

3. Master proces pocka nez dokonéi vSechny procesy predchozi krok a ziska od nich jejich

vysledky. Poté vypocte feseni na kostie ug
Spusg = ¢,
kde

N
Sp=Ag =Y AgA7'As,

=1
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N
Sp=0bs— Y Agi A7 'b;.
h S ; Sti 414

u;

4. Tento krok probiha opét paralelné. Master rozesle slave procesiim vysledek feseni na kostte
ug. Slave procesy potom vypoctou homogenni feSeni uf{ pro podoblasti ;. Opét master

nemusi pouze ¢ekat nez procesy praci dokon¢i ale muze sam pracovat na jedné podoblasti.

Al = —Ajsug

5. Po dokoncéeni predchoziho kroku vSemi procesy master piijme vsechny vysledky a nakonec

sestavi vysledny vektor u, jenz je fesenim celé soustavy.

uf%—u{l

uﬁ%—u%

us

Poznamka 4.2 Krok 3. je slabym mistem, protoze master proces musi pocitat inverze A; L to

je vypocetné narocné. Pro efektivni implementaci je potreba tento krok jesté promyslet.
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5 Numerické experimenty

Text této kapitoly se zabyva popisem a vyhodnocenim vysledkt ziskanych v praktické ¢asti mé
bakalarské prace. V praktické casti jsem se zabyval fesenim konkrétni caso-prostorové tlohy
uzitim MKP i pomoci bilinearni interpolace. Déle jsem u obou dvou téchto feseni studoval jejich
konvergenci k presnému analytickému feseni. Obé pozité numerické metody jsem poté mezi
sebou porovnal. Ovéril jsem si také funkénost principu paralelizace za pomoci metody Shurova
doplitku. Viechny vypoéty byly provadény v prostiedi MATLAB® R2013a.

5.1 Specifikace resené tulohy

Vezméme nyni konkrétni tlohu vedeni tepla na caso-prostorové doméné € := (0,1) x (0,2), kde
c=2b:

25%1;(x,t) gxg(%t) = 0, x e (0,1), te(0,2),
u(0,t) = 0, te(0,2),
u(l,t) = 0, te(0,2),
u(z,0) = sin(rz) z € (0,1).

Vsechny nasledujici vypocéty budou provadény pro tuto pocatecni ilohu.

Poznamka 5.1 Presné reseni této pocatecni okrajové tlohy zndme z kapitoly 2.2, tento fakt se
nam bude hodit pfi vypoctu chyby numerickych metod.

Caso-prostorova oblast €2 bude v nasledujicich podkapitolach diskretizovana do trovni L s
krokem h = At, to znamena jednotlivé dilky budou mit ¢tvercovy tvar. Prehled jednotlivych

urovni L a k nim ptislusné velikosti i nalezneme v tabulce 2.

B
=

S Ot R W N
‘»—A %‘,_. S‘H oo [ N Ty Y

D
s

Tabulka 2: Urovné diskretizace L pro oblast §2

Celkovy pocet ¢tvercli na €2 je dan hodnotou M a pocet uzlil je oznacen jako N.
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5.2 Konvergence bilinearni interpolace

V této Casti experimentil jsem nejprve sestavil bilinedrni interpolac¢ni funkci Ig(a?, t). Poté jsem
spocital hodnoty funkce err(}u(h) (8) pro jednotlivé urovné L. Pfi vypoctu err?u bylo zvoleno
jemnéjsi déleni Gaussovy kvadratury nez byla diskretizace ¢aso-prostorové oblasti. Konkrétné

hgri = h/2. Rad kvadratury byl zvolen k = 2. Vysledky jsou zpracovany v tabulce 3.

2048 | 2145 5.944-4
8192 | 8385 1.486-4

(Lih | M [ N |fu—Il0o) |
1] 3] 8 15 1.144-1
2| 1| 32 | 45 3.376-2
3§ | 128 | 153 9.500-3
4| 45 | 512 | 561 2.400-3
5| &
6| &

Tabulka 3: Chyba feseni tlohy pomoci interpolace

Na obrazku 6 se nachézi konvergenéni kiivka pro I7(z,t). Miizeme vidét e pro jednotku v ose
log(erry, ) se konvergenéni kiivka err® posune o 1/2 jednotky v ose log(h). Smérnice asymptoty
této krivky je tedy r = 2. podle (10) muzeme urcit, jde o konvergenci fadu 2. Vyslednd konver-

gence je dle ocekavani kvadraticka.

Iog(err| )

o

1
-1.5 -4 135 | 25 -2 -1.5 -1 0.5

log(h)

Obrazek 6: Konvergenc¢ni kiivka interpolace v logaritmické stupnici
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5.3 Konvergence MKP-reseni

Obréazek 7: Graf reseni MKP pro L =4

Zde se budeme zabyvat fesenim tlohy pomoci MKP, priklad takovéhoto feseni pro L = 4 je
ukézan na obrazku 7.

Experiment se sklddal ze sestaveni funkce upsxp, kterd aproximuje feseni zkoumané tlohy
pomoci MKP. Déle jsem vypocetl hodnoty chyb errQ, ;. p(h) a errl, . p(h) pro viechny tirovné
L, viz tabulka 4. Pfi vypoctech chyb bylo opét zvolen jemnéjsi krok Gaussovy kvadratury:
hax = h/2, T4d kvadratury byl k = 2.

(LI b [ M [ N [fu—uypll,@ | IV —umkp)llL@) |
1] 3] 8 15 1.809-1 9.811-1
2| 3| 32 | 45 4.890-2 5.016-1
3% | 128 | 153 1.240-2 2.521-1
4| i | 512 | 561 3.100-3 1.262-1
5| 35 | 2048 | 2145 7.814-4 6.313-2
6| g5 | 8192 | 8385 1.954-4 3.157-2

Tabulka 4: Chyba MKP-feseni
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Obrazek 6 ukazuje konvergenéni kiivky errQ,,p a errl;p, viz (8), (9). Pro kiivku err’

pozorujeme stejné jako pri reseni interpolaci v uzlech sité kvadratickou konvergenci. Pro kiivku
err!, znazornujici konvergenci derivaci, vidime, Ze za jednotku v ose log(erry i p) se posune err!
o jednotku i v ose log(h), smérnice asymptoty této kiivky je tedy podle (10) » =1 a jednd se o

linearni konvergenci.

log(err, . o)

1
35 -4 35 3 25 B 15 1 05
log(h)

Obrazek 8: Konvergenc¢ni kiivky MKP v logaritmické stupnici
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5.4 Ovéreni principu metody Schurova doplinku

Nésledujicim experimentem bylo praktické aplikovani metody Schurova dopliku a porovnani

vysledneho vektoru ugp s feSenim pouze pomoci MKP upsip. Pro tento experiment jsem zvolil

diskretizaci Q2 s krokem h = At = 1/10. Na siti uzli jsem dle kapitoly 2.3 sestavil matici A a

vektor pravych stran. Dalsim krokem bylo jiz rozdéleni tlohy do podoblasti, jejich pocet pro nas

experiment bude 4. Kroky pro rozdéleni vezmeme tyto:

His=5

AT, 5 = 10

Tim ziskdm prislusné indexové mnoziny I, Io, I3, I4, Ig a mizu preusporadat matici A a vektor

pravych stran podle kapitoly 3.1. Struktura preusporadané matice je zobrazena na obrazku 7.

DA |

100k

120k

10 b

160

180E

AN X
, %%%

&
e
&

20 a0 &0 a0 100 120 140 160 180

Obrazek 9: Struktura matice A v levo, v pravo struktura preusporddané matice

Nyni jiz jen zbyva spocitat vysledny vektor ugp podle 3.2 a porovnat jej s vektorem upsxp.

Ukazme si rozdil mezi témito dvéma fesenimi pomoci vektorové normy:

llusp — unrp|] = 3.9993 x 10715,

Rozdil je tedy zanedbatelny, nebot se pohybuje pfiblizné na trovni presnosti s jakou zpracova-

vame cisla v pocitaci.
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6 Zavér

V této préaci jsem se zabyval fesenim jednodimenziondlni nestaciondrni tlohy vedeni tepla v
caso-prostorové doméné pomoci numerického reseni zalozeného na MKP, které vedlo na sou-
stavy linedrnich rovnic. Déle jsem navrhl jak lze feseni ziskanych soustav linearnich rovnic
paralelizovat. Zjistil jsem, ze MKP reseni konverguje kvadraticky. To potvrdilo predpoklad, ze
konvergenci aproximace Teseni uzitim MKP lze odhadnout konvergenci bilinearni intepolace.
Také konvergence derivaci byla dle ocekavani linearni.

Upozornil jsem na sldbé misto mého navrhu paralelizace, které by pii budouci paralelni

implemntaci tlohy mélo byt lépe promysleno.
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8 Prilohy

Zdrojové kody vytvorené v praktické casti této bakalarské préce jsou prilozeny na DVD+R v

kapse desek.
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