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Abstrakt

Práce se zabývá primárnı́mi metodami rozloženı́ oblasti pro řešenı́ 2-dimenzionálnı́ Pois-
sonovy úlohy s homogennı́mi Dirichletovými okrajovými podmı́nkami a se skoky v ko-
eficientech. Výpočetnı́ oblast se rozložı́ na podoblasti, kterým pak odpovı́dajı́ jednotlivé
skoky v koeficientech. Úloha se diskretizuje metodou konečných prvků a převede se
tak na soustavu lineárnı́ch rovnic, kterou řešı́me nepřesnou třı́krokovou metodou s vy-
užitı́m předpodmı́něnı́. Konstruujeme paralelnı́ předpodmiňovač, který se skládá ze třı́
nezávislých částı́. Lokálnı́ Dirichletovy úlohy na jednotlivých podoblastech, lokálnı́ úlohy
pro všechny hrany mezi jednotlivými podoblastmi a nakonec globálnı́ Dirichletovy úlohy.
Globálnı́ úlohu můžeme pro jednoduché tvary podoblastı́ řešit metodou konečných prvků
nad hrubou diskretizačnı́ sı́tı́ danou dekompozicı́, anebo ekvivalentně metodou hranič-
nı́ch prvků s využitı́m Steklov-Poincarého operátoru, což nám posléze umožňuje řešit
úlohu i pro složitějšı́ tvary podoblastı́. Tato nová varianta řešenı́ je v práci představena a
otestována.

Klı́čová slova: Schurův doplňek, Steklov-Poincarého operátor, Poissonova rovnice, pri-
márnı́ metody rozloženı́ oblasti, metoda konečných prvků, metoda hraničnı́ch prvků

Abstract

This work deals with primal domain decomposition methods for a 2-dimensional Pois-
son equation with homogenous Dirichlet’s boundary conditions and jumping coefficients.
The computational domain is decomposed into subdomains, that align the coefficients
jumps. The problem is discretized by finite element method and converted into system
of linear equations, which are solved by inexact three-step method acting as a precon-
ditioner. Parallel preconditioner, comprised of three parts, is introduced. These parts are
local problems on subdomains, local problems for all edges between the subdomains
and a global coarse problem. The global coarse problem may be diskretized by finite
element method and also by boundary element method using Steklov-Poincare operator.
The boudary element approach gives us the possibility to solve this problem for more
complicated shapes of subdomains. This approach is being introduced and tested in this
thesis.

Keywords: Schur complement, Steklov-Poincaré operator, Poisson equation, primal
domain decomposition method, finite elements, boundary elements



Seznam použitých zkratek a symbolů

LDLT – rozklad matice na dolnı́ trojúhelnı́kovou L, diagonálnı́ D a
hornı́ trojúhelnı́kovou LT

≈ – aproximace
Ω – uzávěr množiny Ω
∂Ω – hranice množiny Ω
N – množina přirozených čı́sel
R – množina reálných čı́sel
R2 – dvoudimenzionálnı́ eukleidovský prostor, množina uspořáda-

ných dvojic reálných čı́sel (rovina)
Rn×m – prostor reálných matic řádu n×m, n,m ∈ N
C∞(Ω) – prostor všech reálných funkcı́ se spojitými derivacemi všech

řádů na uzávěru množiny Ω
L2(Ω) – prostor funkcı́, jejichž druhé mocniny majı́ na množině Ω ko-

nečný Lebesgueův integrál
diam(Ω) – průměr (diametr) množiny Ω, diam(Ω) := sup{∥x− y∥ : x, y ∈

Ω}
LinM – lineárnı́ obal množiny M
Df – definičnı́ obor funkce f
supp f – nosič funkce f , supp f := {x ∈ Df : f(x) ̸= 0}
∆ – Laplaceův operátor
∇u – gradient funkce u
divw – divergence vektorového pole w
∂u
∂n – derivace ve směru n
dϕ
dt – derivace podle tečny (tangenciálnı́ derivace)
u| M – restrikce funkce u na množinu M
a(·, ·) – bilineárnı́ forma
⊕a – direktnı́ součet, kolmý vzhledem k bilineárnı́ formě a
δx – Diracova distribuce centrovaná do bodu x
(·)T – symbol pro transpozici matice
X∗ – duálnı́ prostor k prostoru X
∅ – prázdná množina
ln – přirozený logaritmus
⟨·, ·⟩ – hodnota funkcionálu v bodě nebo také skalárnı́ součin



I – identické zobrazenı́ nebo odpovı́dajı́cı́ jednotková matice
A[i, j] – prvek matice A v i-tém řádku a j-tém sloupci
λmin(A) – nejmenšı́ vlastnı́ čı́slo reálné matice A
λmax(A) – největšı́ vlastnı́ čı́slo reálné matice A
κ(A) – čı́slo podmı́něnosti reálné pozitivně definitnı́ maticeA,κ(A) :=

λmax(A)
λmin(A)
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Předmluva

Tato práce se zabývá řešenı́m parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic ve dvou dimenzı́ch, kon-
krétně tedy Poissonovy rovnice se skoky v koeficientech, pomocı́ přı́stupu primárnı́ch
metod rozloženı́ oblasti. Metody rozloženı́ oblasti obecně rozkládajı́ úlohu pro danou
oblast na ekvivalentnı́ úlohy pro jednotlivé podoblasti, které jsou navzájem svázané pod-
mı́nkami přechodu. Jednotlivé lokálnı́ úlohy jsou menšı́ a snáze se tak řešı́. Dı́ky vývoji
nových paralelnı́ch výpočetnı́ch strojů se dnes různé metody rozloženı́ oblasti využı́vajı́
téměř pro všechny rozsáhlejšı́ úlohy v nejrůznějšı́ch odvětvı́ch. Řešenı́ takovýchto úloh
vedou po diskretizaci metodou konečných prvků na soustavy lineárnı́ch rovnic, které
můžeme přı́mo řešit nějakou základnı́ numerickou iteračnı́ metodou. Ty ovšem často
konvergujı́ přı́liš pomalu, proto se často využı́vá předpodmı́něnı́, dı́ky kterému zı́skáme
rychlejšı́ konvergenci. Základnı́ myšlenkou dnešnı́ch metod rozloženı́ oblasti tak je řešit
mı́sto jedné obrovské úlohy na celé oblasti vı́ce menšı́ch úloh na jednotlivých podoblas-
tech, které se následně ještě předpodmı́nı́ pro dosaženı́ co nejefektivnějšı́ metody.

Numerické řešenı́ hledáme na diskrétnı́ch konečně-dimenzionálnı́ch prostorech sou-
visejı́cı́ch jak s jemnou diskretizacı́ celé výpočetnı́ oblasti, tak i s dekompozicı́ na jednotlivé
podoblasti. Při řešenı́ úlohy pak pracujeme s přı́slušnými podprostory odpovı́dajı́cı́mi
geometrii úlohy a jejı́ dekompozici. Vzniklé podprostory odpovı́dajı́ jednotlivým podob-
lastem, rozhranı́ mezi podoblastmi, hranám a vrcholům. Řešenı́ celé úlohy je pak složeno
z funkcı́ v těchto podprostorech.

Cı́lem této práce je představit a otestovat paralelnı́ metodu rozloženı́ oblasti pro Pois-
sonovu úlohu ve dvou dimenzı́ch se skoky v koeficientech. Součástı́ metody je sestavenı́
předpodmiňovače, který se skládá ze třı́ částı́. Jedna odpovı́dá lokálnı́m Dirichletovým
úlohám na jednotlivých podoblastech, druhá odpovı́dá úloze přes jednotlivé hrany mezi
podoblastmi, respektive úloze pro dvojici podoblastı́ sousedı́cı́ přes danou hranu, a třetı́
část odpovı́dá globálnı́ Dirichletově úloze. Právě třetı́ uvedenou část budeme řešit meto-
dou hraničnı́ch integrálnı́ch rovnic a metodou hraničnı́ch prvků, což nám umožnı́ prová-
dět dekompozici oblasti na podoblasti různých složitějšı́ch tvarů.

Závěrem této předmluvy se podı́vejme na přehled jednotlivých kapitol a jejich obsah.
V úvodnı́ kapitole, kapitola 1, si ukážeme základnı́ myšlenky a principy metody roz-
loženı́ oblasti na jednoduchém přı́kladu. Danou oblast rozložı́me na dvě nepřekrývajı́cı́
se podoblasti a zformulujeme variačnı́ formulace pro řešenı́ obou ekvivalentnı́ch úloh.
Dále se podı́váme na možnosti diskretizace oblasti, ujasnı́me si co vlastně rozumı́me
pod tı́mto pojmem a zadefinujeme i dalšı́ potřebné vlastnosti pro diskretizaci, které jsou
nezbytné pro správné fungovánı́ numerických metod. Poté, v části 1.3, přejdeme meto-
dou konečných prvků k ekvivalentnı́ soustavě lineárnı́ch rovnic. Také zde provedeme
rozklad na přı́slušné podprostory odpovı́dajı́ jednotlivých podoblastem a rozhranı́ mezi
nimi. V poslednı́ části prvnı́ kapitoly, část 1.4, si ukážeme paralelnı́ metodu na řešenı́
vzniklé soustavy rovnic, která je založena na rozkladu řešenı́ úlohy na jeho homogennı́ a
partikulárnı́ část.

V kapitole 2 se budeme věnovat předpodmı́něnı́ pro danou Poissonovu úlohu. Vy-
jdeme z úvodnı́ kapitoly a opět rozložı́me přı́slušný konečně-prvkový prostor, ve kterém
hledáme řešenı́, na jednotlivé podprostory. Pro sestavenı́ předpodmı́něnı́ budeme uva-
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žovat nejdřı́ve diskrétnı́ harmonické rozšı́řenı́, které transformuje úlohu na rozhranı́ do
podoby Schurova doplňku. Ten se budeme dále snažit aproximovat a předpodmı́nit.
Následně budeme uvažovat lineárnı́ interpolaci z vrcholů (rohů) diskretizované sı́tě pro
jednotlivé podoblasti na jejich hrany. Tı́mto transformujeme globálnı́ problém na konečně-
prvkovou úlohu na hrubé sı́ti. Implementaci této části v dalšı́ části textu nahradı́me me-
todou hraničnı́ch prvků a nakonec budeme srovnávat jednotlivé přı́stupy, viz kapitola 4.
V druhé části kapitoly se podı́váme na odhady kovergence pro uvedené předpodmı́něnı́,
které jsou výsledkem práce autorů Brambla, Pasciaka, Schatze [2], dále autorů Dryja, Wi-
dlund [4] a Toselli, Widlund [16]. Odhady konvergence jsou teoreticky zpracovány pouze
pro dekompozici na trojúhelnı́kové podoblasti, prakticky však uvedená metoda funguje
i pro čtvercovou dekompozici, což uvidı́me na modelové úloze v kapitole 4.

V kapitole 3 si představı́me metodu hraničnı́ch a vhodnou aplikaci této metody pro
konstrukci daného předpodmı́něnı́. Nejdřı́ve si pro Poissonovu úlohu ukážeme jak se-
stavit hraničně integrálnı́ rovnice a představı́me reprezentačnı́ formuli. Poté sestavı́me
Steklov-Poincarého operátor, pomocı́ kterého budeme dále v práci aproximovat matice
soustavy pro globálnı́ úlohu. Tento přı́stup přes hraničnı́ prvky nám umožnı́ pracovat
s rozkladem do složitějšı́ch tvarů než, které umı́me řešit metodou konečných prvků.

V kapitole 4 otestujeme předvedenou metodu na několika modelových přı́kladech.
Nejprve budeme čtvercovou oblast dělit na menšı́ čtverce a srovnáme výsledky pro oba
přı́stupy, s využitı́m konečných prvků i hraničnı́ch prvků pro globálnı́ úlohu. V obou
přı́padech budeme testovat také robustnost metody a závislost na skocı́ch v koeficientech.
Druhým přı́kladem bude rozklad opět čtvercové domény, ovšem tentokráte na podoblasti
tvaru L, tzv. L-shape. Takovéto tvary už nejsme schopni rozumně popsat konečnými prvky
a tak zde s výhodou využijeme právě představenou hraničně-prvkovou aproximaci. Opět
i pro tuto úlohu budeme sledovat závislost na skocı́ch v koeficientech.
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4.1 Dekompozice na čtverce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2 Dekompozice na L-Shape . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5 Závěr 50

6 Reference 51



4

Seznam tabulek
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noty 1, vpravo nabývá střı́davě hodnot 1 a 1000. . . . . . . . . . . . . . . . 48



6

1 Úvod

Tato kapitola je úvodem do metod rozloženı́ oblasti a komplexně pojednává o způsobu,
jak můžeme šikovnou cestou řešit okrajové úlohy pro parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice.
Kapitola nás provede celým postupem řešenı́ Poissonovy okrajové úlohy, od jejı́ počátečnı́
formulace ve spojité podobě, přes diskretizaci, následné sestavenı́ soustavy lineárnı́ch
rovnic, až po metodu jak tuto soustavu řešit.

V prvnı́ části se tedy zaměřı́me na formulaci úlohy pro Poissonovu rovnici s nulovými
Dirichletovými okrajovými podmı́nkami na dané oblasti. Oblast posléze rozložı́me na
vı́ce vzájemně nepřekrývajı́cı́ch se podoblastı́ a zformulujeme ekvivalentnı́ rozloženou
úlohu. V druhé části se budeme věnovat diskretizaci, předepsanou oblast pokryjeme
konečným počtem elementů. Nad uzly těchto elementů posléze, ve třetı́ části, sestavı́me
diskretizovanou úlohu, jejı́ž řešenı́ odpovı́dá soustavě lineárnı́ch rovnic. V poslednı́ části
této kapitoly si ukážeme metodu, kterou lze vhodně řešit přı́slušnou soustavu lineárnı́ch
rovnic.

1.1 Formulace úlohy

Základnı́ myšlenky a principy metod rozloženı́ oblasti si ukážeme na jednoduchém přı́-
kladě, kdy budeme dělit danou oblast pouze na dvě podoblasti. Zformulujeme dvě ekvi-
valentnı́ úlohy, úlohu pro celou původnı́ oblast a potom úlohu pro rozklad na jednotlivé
podoblasti. Definice přı́slušných prostorů a slabých řešenı́ diferenciálnı́ch úloh naleznete
např. v [11, 6].

Mějme danou omezenou oblast Ω ve dvou dimenzı́ch s lipschitzovskou hranicı́ a na
nı́ uvažujme Poissonovu úlohu s nulovými Dirichletovými okrajovými podmı́nkami

−div (ρ(x)∇u(x)) = f(x) v Ω ⊂ R2,
u(x) = 0 na ∂Ω,

(1.1)

kde pravá strana rovnice, funkce f , je z L2(Ω) a ρ ∈ L∞(Ω) taková, že ρ(x) ≥ ρ0 > 0 je tzv.
materiálová funkce (z fyziky odpovı́dá např. tuhosti materiálu). Potom funkce u ∈ H1

0 (Ω)
je slabým řešenı́m úlohy (1.1) pokud splňuje

Ω
ρ(x)∇u(x)∇v(x) dx =


Ω
f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (1.2)

Nynı́ uvažujme dělenı́ oblasti Ω na 2 nepřekrývajı́cı́ se podoblasti tak, že hranice jednot-
livých podoblastı́ jsou lipschitzovské a platı́

Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅, Γ := (∂Ω1 ∪ ∂Ω2) \ ∂Ω.

Společné hranici mezi oblastmi Ω1 a Ω2, značı́me ji Γ, řı́káme rozhranı́ (interface), nebo
také kostra (skelet). V dalšı́ formulaci předpokládejme, že ρ(x) je konstantnı́ na každé
podoblasti, tedy

ρ(x) :=


ρ1 > 0, pro x ∈ Ω1,

ρ2 > 0, pro x ∈ Ω2,
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a f je tatáž funkce jako v úloze (1.1). Potom je úloha (1.1) ekvivalentnı́ s následujı́cı́
rozloženou úlohou (dvojice úloh svázaných na rozhranı́ Γ):

−ρ1∆u1(x) = f(x) v Ω1,

u1(x) = 0 na ∂Ω1 \ Γ,

u1(x) = u2(x) na Γ, (1.3)

ρ1
∂u1
∂n1

(x) = −ρ2
∂u2
∂n2

(x) na Γ, (1.4)

−ρ2∆u2(x) = f(x) v Ω2,

u2(x) = 0 na ∂Ω2 \ Γ,

kde n1 je vnějšı́ jednotková normála k Ω1 a n2 je vnějšı́ jednotková normála k Ω2, jak
je naznačeno na Obrázku 1. Ekvivalence obou úloh se dá ukázat z variačnı́ formulace.

Ω1 Ω2Ω Γ

n2

n1

Obrázek 1: Rozloženı́ oblasti Ω na 2 podoblasti.

Variačnı́ rovnici (1.2) můžeme přepsat do tvaru, kdy oba integrály rozepı́šeme na součet
integrálů přes jednotlivé oblasti Ω1 a Ω2. Dı́ky vlastnosti materiálové funkce ρ(x), která
je po částech konstantnı́, pak dostaneme

ρ1


Ω1

∇u(x)∇v(x) dx + ρ2


Ω2

∇u(x)∇v(x) dx =


Ω1

f(x)v(x) dx +


Ω2

f(x)v(x) dx.

Definujme funkce u1 a u2 jako restrikce na přı́slušné podoblasti,

u1(x) := u(x)|Ω1 a u2(x) := u(x)|Ω2 .
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Rovnici (1.2) tak můžeme vyjádřit pomocı́ těchto funkcı́ jako

ρ1


Ω1

∇u1(x)∇v(x) dx + ρ2


Ω2

∇u2(x)∇v(x) dx =


Ω1

f(x)v(x) dx +


Ω2

f(x)v(x) dx.

Pokud bychom uvažovali dostatečnou regularitu1 řešenı́ u, dalo by se ukázat, že funkce
u1 a u2 splňujı́ všechny podmı́nky uvedeny v rozložené úloze a jsou tak jejı́m řešenı́m.
Obě úlohy jsou tedy ekvivalentnı́, funkce u1 a u2 jsou restrikcı́ řešenı́ u na přı́slušnou
podoblast. Podmı́nkám (1.3) a (1.4) řı́káme podmı́nky přechodu, vynucujı́ spojitost řešenı́ a
spojitost toku na rozhranı́ Γ.

Dále se zabývejme touto rozloženou úlohou, uvažujme ovšem obecnějšı́ přı́pad, kdy
je oblast Ω rozložena na N nepřekrývajı́cı́ch se podoblastı́,

Ω =
N
i=1

Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅, pro i ̸= j, Γ =
N
i=1

∂Ωi \ ∂Ω.

Úlohu, kterou budeme dále řešit můžeme zapsat takto,

−ρi∆ui(x) = f(x) v Ωi,

ui(x) = 0 na ∂Ω,
ui(x) = uj(x) na ∂Ωi ∩ ∂Ωj , j ̸= i,

ρi
∂ui
∂ni

(x) = −ρj ∂uj

∂nj
(x) na ∂Ωi ∩ ∂Ωj , j ̸= i,

(1.5)

pro i = 1, . . . , N . Navı́c dále pro jednoduchost uvažujme pouze oblasti, které jsou polygo-
nálnı́. Při diskretizaci takovéto oblasti se nedopustı́me žádné chyby v důsledku geome-
trické nepřesnosti diskretizované oblasti. Taktéž i pro jednotlivé podoblasti předpoklá-
dejme, že jsou polygonálnı́.

Nynı́ zaved’me

a(u, v) :=


Ω
ρ(x)∇u(x)∇v(x) dx, b(v) :=


Ω
f(x)v(x) dx,

variačnı́ formulaci tak můžeme zapsat jako

Hledáme u ∈ H1
0 (Ω) takové, že

a(u, v) = b(v), ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Takto definované b je lineárnı́ funkcionál a a je bilineárnı́ forma.

1Dostatečnou hladkost řešenı́ u, napřı́klad u ∈ C2(Ω).
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1.2 Diskretizace oblasti

Abychom mohli danou úlohu řešit numericky, je potřeba oblast Ω diskretizovat, to zna-
mená rozdělit na konečný počet elementů. A následně napočı́tat řešenı́ v uzlech (vrcho-
lech) této diskretizace.

Z předchozı́ části máme danou oblast Ω ⊂ R2, kterou nynı́ uvažujeme pouze poly-
gonálnı́2. Elementy dané diskretizace budeme rozumět vždy polygony se stejným počtem
vrcholů a podobného tvaru, napřı́klad trojúhelnı́ky, čtyřúhelnı́ky, atd. Diskretizace ob-
lasti můžou být různě jemné (elementy různě velké), o jemnosti dikretizace vypovı́dá
parametr h. Pochopitelně čı́m jemnějšı́ diskretizaci máme, tı́m přesnějšı́ aproximaci řešenı́
dostaneme, ovšem za cenu vyššı́ho počtu neznámých v následných soustavách rovnic.

Definice 1.1 Nehct’h > 0. Diskretizacı́ Th oblasti Ω nazýváme takové dělenı́

Th = {T1, T2, . . . , TnT }

oblasti Ω na elementy Ti, pro které platı́:

•
nT
i=1

T i = Ω, Ti ∩ Tj = ∅, pro i ̸= j,

• h = max
T∈Th

hT , hT = diam(T ).

h nazýváme diametrem3 diskretizace Th.
O diskretizaci Th řekneme, že je geometricky konformnı́ (zkráceně, konformnı́), pokud

průnik uzávěrů dvou různých elementů je

1) prázdná množina, když spolu oba elementy vůbec nesousedı́,

2) jedno z dvojice

– vrchol elementu,

– celá strana elementu,

které majı́ oba elementy společné.

Ukázku takovéto konformnı́ diskretizace vidı́me na obrázku 2.

Definice 1.2 Pokud jsou elementy diskretizace Th trojúhelnı́ky, potom takové diskretizaci řı́káme
triangulace.

2Tento předpoklad je pouze zjednodušenı́m celé situace, obecně můžeme pracovat pořád s lipschitzovskou
oblastı́, při diskretizaci bychom ale do řešenı́ zanášeli chybu danou geometrickou nepřesnostı́.

3diam(T ) := sup{∥x − y∥ : x, y ∈ T} ... diametr elementu T ≡ největšı́ vzdálenost mezi dvěma body
v elementu T .
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Obrázek 2: Ukázka konformnı́ triangulace a jednotlivých situacı́ dvou různých elementů.
Vlevo: elementy nesdı́lejı́ nic, uprostřed: elementy sdı́lejı́ vrchol, vpravo: elementy sdı́lejı́
celou hranu.

Řešenı́ úlohy, která je uvedena v předchozı́ části, budeme chtı́t dále aproximovat funkcı́,
která bude určena hodnotami v konečném počtu bodů. Jako body, ve kterých budeme
aproximované řešenı́ vyčı́slovat, uvažujeme vrcholy jednotlivých elementů diskretizace,
tzv. uzly diskretizace. Uzly diskretizace, které ležı́ na hranici ∂Ω nebo na rozhranı́ Γ, nazý-
váme hraničnı́ uzly.

Aby diskretizovaná úloha vůbec konvergovala ke správnému řešenı́, je třeba po dis-
kretizaci vyžadovat, aby splňovala několik dalšı́ch vlastnostı́.

Definice 1.3 Diskretizace Th se nazývá tvarově-regulárnı́, pokud existuje kladná konstanta C
nezávislá na h taková, že platı́

hT ≤ CϱT , ∀T ∈ Th,

kde ϱT je poloměr kružnice vepsané do T .

Poznámka 1.1 Pokud je diskretizace regulárnı́, pak neobsahuje žádné „degenerované“
elementy, které by byly přı́liš zploštělé a protažené. U triangulace je tato vlastnost ekvi-
valentnı́ s tı́m, že trojúhelnı́ky nemajı́ přı́liš malé nebo naopak velké vnitřnı́ úhly.

Definice 1.4 Diskretizace Th se nazývá kvazi-uniformnı́, pokud je tvarově-regulárnı́ a pokud
existuje kladná konstanta C nezávislá na h taková, že platı́

hT ≥ Ch, ∀T ∈ Th.

Poznámka 1.2 Pokud je diskretizace kvazi-uniformnı́, pak nemůže obsahovat elementy,
jejichž diametr by se blı́žil nule. Jedná se tak o diskretizaci, kdy jsou všechny elementy
podobně velké. Navı́c diametr každého elementu diskretizace musı́ být vždy odražen od
nuly.
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Pro naši úlohu budeme nadále uvažovat triangulaci Th, která respektuje dělenı́ na
jednotlivé podoblasti, tzn. že rozhranı́Γneprotı́ná žádný element. Navı́c předpokládejme,
že triangulace

Th := {T1, T2, . . . , TnT }

je konformnı́, tvarově-regulárnı́ a kvazi-uniformnı́. Uzly triangulace Th označme M,

M := {x1, x2, . . . , xn}.

1.3 Metoda konečných prvků

V této části zformulujeme diskrétnı́ úlohu nad danou triangulacı́, která bude aproximovat
spojitou úlohu formulovanou v prvnı́ části kapitoly. Řešenı́ této diskrétnı́ úlohy pak
povede na řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic, kdy vektor neznámých odpovı́dá aproximaci
hledané funkce v uzlech diskretizace. Hraničnı́ uzly oblasti Ω jsou ze zadánı́ úlohy nulové
a proto je nebudeme ve výsledných soustavách uvažovat. Pokud má tedy diskretizačnı́
sı́t’M celkově n uzlů, soustava bude mı́t n − nD neznámých, kde nD je počet uzlů na
nulové Dirichletové hranici oblasti Ω.

Zaved’me prostor V jako konečně dimenzionálnı́ podprostor prostoru H1
0 (Ω). Funkce

z V jsou dány hodnotami v uzlech diskretizačnı́ sı́tě a na elementech diskretizace jsou
lineárnı́.

H1
0 (Ω) ⊃ V . . . spojité, po částech lineárnı́ funkce

Dı́ky Galerkinově aproximaci 4 budeme nynı́ hledat přibližné řešenı́ u našı́ úlohy, značme
ho stejně, v prostoru V . Variačnı́ formulaci tak můžeme zapsat v diskrétnı́ podobě jako

Hledáme u ∈ V takové, že
a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V.

(1.6)

Necht’{ϕi(x)}ni=1 je báze prostoru V na dané diskretizaci Th a sı́ti M. Jednotlivé bázové
funkce definujme následovně,

ϕi(x) :=


1, x = xi,

0, x = xj ∧ j ̸= i,

aTk x+ bk, x ∈ Tk, ak ∈ R2, bk ∈ R, k = 1, . . . , nT ,

i = 1, . . . , n.

Bázová funkce ϕi(x) je tedy lineárnı́ na všech elementech Tk a je nenulová pouze na
elementech, které obsahujı́ vrchol xi (Obrázek 3a). Všechny funkce z V lze vyjádřit jako
lineárnı́ kombinace prvků báze,

∀v ∈ V : v(x) =

n
i=1

viϕi(x).

4Metoda Galerkinovy aproximace je popsaná např. v [10]
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ϕi(x)

0

1

Tk

b)a)

xk3

uk3

xk2

uk2

xk1

uk1

xk2 xk3

xk1 = xi

Obrázek 3: a) Bázová funkce, b) Aproximované řešenı́ nad elementem Tk.

Nynı́ si prostor V rozložı́me na součet podprostorů

V = V1 + . . .+ VN + VΓ,

kde
Vi ... spojité, po částech lineárnı́ funkce, které jsou nenulové pouze ve vnitř-

nı́ch uzlech oblasti Ωi a na hranici ∂Ωi se nulujı́ (viz obrázek 4),

pro i = 1, . . . , N .

VΓ ... spojité, po částech lineárnı́ funkce, které jsou nenulové pouze v uzlech
rozhranı́ Γ (viz obrázek 5).

Bázové funkce {ϕi(x)}ni=1 prostoru V můžeme taktéž rozdělit na bázové funkce da-
ných podprostorů Vi a VΓ.

ϕi
j(x)

ni

j=1
. . . báze prostoru Vi pro i = 1, . . . , N,

ϕΓ
j (x)

nΓ

j=1
. . . báze prostoru VΓ,

kde ni je počet uzlů diskretizace v oblasti Ωi a nΓ je počet uzlů diskretizace na rozhranı́ Γ.
Označme vi(x) funkci z prostoru Vi pro i = 1, . . . , N , a vΓ(x) funkci z prostoru VΓ. Pak
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∂Ωi

Obrázek 4: Funkce z prostoru Vi, nenulová pouze uvnitř podoblasti Ωi.

tyto funkce můžeme vyjádřit pomocı́ prvků přı́slušných bázı́ následovně:

∀vi ∈ Vi : vi(x) =

ni
j=1

vijϕ
i
j(x), i = 1, . . . , N, (1.7)

∀vΓ ∈ VΓ : vΓ(x) =
nΓ
j=1

vΓj ϕ
Γ
j (x). (1.8)

Každou funkci v(x) ∈ V můžeme zapsat ve tvaru

v(x) = v1(x) + . . .+ vN (x) + vΓ(x) =
N
i=1

vi(x) + vΓ(x),

kde vi ∈ Vi pro i = 1, . . . , N a vΓ ∈ VΓ. Diskrétnı́ variačnı́ formulaci (1.6) zapı́šeme pomocı́
rozkladu na jednotlivé podprostory ve tvaru

Hledáme u ∈ V , u =
N

i=1 u
i + uΓ takové, že

a

 N
j=1

uj + uΓ,

N
i=1

vi + vΓ

 = b


N
i=1

vi + vΓ


, ∀vi ∈ Vi, i = 1, . . . , N,∀vΓ ∈ VΓ.
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Γ

Obrázek 5: Funkce z prostoru VΓ, nenulové pouze na rozhranı́ Γ.

A protože navı́c platı́, že prostory Vi pro i = 1, . . . , N jsou navzájem ortogonálnı́ vzhledem
k bilineárnı́ formě a, což značı́me symbolem ⊕a a zapisujeme jako

V = V1 ⊕a V2 ⊕a . . .⊕a VN + VΓ,

můžeme diskrétnı́ variačnı́ formulaci dále přepsat jako

Hledám ui ∈ Vi pro i = 1, . . . , N a uΓ ∈ VΓ takové, že

a(u1, v1) + . . . + 0 + a(uΓ, v1) = b(v1), ∀v1 ∈ V1,

. . .
...

...

0 + . . . + a(uN , vN ) + a(uΓ, vN ) = b(vN ), ∀vN ∈ VN ,

a(u1, vΓ) + . . . + a(uN , vΓ) + a(uΓ, vΓ) = b(vΓ), ∀vΓ ∈ VΓ.

Funkce u1(x), . . . , uN (x), uΓ(x) hledáme jako lineárnı́ kombinace přı́slušných bázových
funkcı́ podle vztahů (1.7) a (1.8). Uvedená diskrétnı́ variačnı́ formulace je tedy ekvivalentnı́
se soustavou lineárnı́ch rovnic v maticovém zápise

A11 A1Γ

. . .
...

ANN ANΓ

AΓ1 . . . AΓN AΓΓ




ū1

...
ūN

ūΓ

 =


b̄1

...
b̄N

b̄Γ

 ,
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kde definujeme matice

Aii[k, l] := a(ϕi
k, ϕ

i
l), AiΓ[k, l] = AΓi[l, k] := a(ϕi

k, ϕ
Γ
l ), AΓΓ[k, l] := a(ϕΓ

k , ϕ
Γ
l )

a vektory
b̄i[k] := b(ϕi

k), b̄Γ[k] := b(ϕΓ
k )

pro i = 1, . . . , N . A kde vektory ū1, . . . , ūN a ūΓ odpovı́dajı́ koeficientům lineárnı́ kombi-
nace:

ūi = (ui1, u
i
2, . . . , u

i
ni)

T , pro i = 1, . . . , N,

ūΓ = (uΓ1 , u
Γ
2 , . . . , u

Γ
nΓ)

T .

Jak sestavit jednotlivé maticové bloky a pravou stranu naleznete např. v [10] (kap. 5) a
nebo také v mé bakalářské práci [8]. Matice soustavy je symetrická, pozitivně definitnı́
a dı́ky volbě bázových funkcı́ je také velmi řı́dká. Celou soustavu budeme zkráceně
zapisovat 

AII AIΓ

AΓI AΓΓ


ūI

ūΓ


=


b̄I

b̄Γ


,

kde I odpovı́dá všem podoblastem Ωi pro i = 1, . . . , N . Tohoto zjednodušenı́ budeme
dále využı́vat, platı́

uI(x) =

N
i=1

ui(x), ⇒ ūI =

 ū1

...
ūN

 .

Poznámka 1.3 Báze jednotlivých prostorů Vi pro i = 1, . . . N a VΓ můžeme zapsat i
algebraicky. Pro danou soustavu vyjádřı́me uzlové hodnoty daných bázových funkcı́ ve
sloupcı́ch následujı́cı́ch matic,

I
0


∈ Rn×

N
i=1 n

i
pro V1 + . . .+ VN ,


0
I


∈ Rn×nΓ

pro VΓ.

1.4 Paralelnı́ řešenı́ soustavy třı́krokovou metodou

Vzniklou soustavu budeme řešit tzv. třı́krokovou metodou, která nám umožnı́ části výpočtu
provádět pro jednotlivé podoblasti nezávisle a dá se tak snadno paralelizovat. Řešenı́ u
rozdělı́me na součet homogennı́ho řešenı́ uH a partikulárnı́ho řešenı́ uP , které je nulové
na rozhranı́ Γ a splňuje zadanou Poissonovu rovnici uvnitř podoblastı́:

u(x) = uH(x) + uP (x), u(x)|Ωi =: ui(x), u(x)|Γ =: uΓ(x),

uiP (x) := uP (x)|Ωi , uiH(x) := uH(x)|Ωi , uΓH(x) := uH(x)|Γ,

⇓

ū =


ūIH + ūIP

ūΓH


.
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Řešı́me tedy soustavu 
AII AIΓ

AΓI AΓΓ


ūIH + ūIP

ūΓH


=


b̄I

b̄Γ


.

Jednotlivé části nynı́ spočteme ve třech krocı́ch:

1. Partikulárnı́ řešenı́ uIP je konečně-prvkovou aproximacı́ řešenı́ lokálnı́ Dirichletovy
úlohy na podoblastech Ωi s nulovými okrajovými podmı́nkami,

−ρi∆uiP (x) = f(x) v Ωi,

uiP (x) = 0 na ∂Ωi,

pro i = 1, . . . , N . Odpovı́dajı́cı́ vektor ūIP spočteme přı́mo ze soustavy

AII ūIP = b̄I .

2. Homogennı́ řešenı́ na rozhranı́, vektor ūΓH , vyjádřı́me po několika úpravách.
AII AIΓ

AΓI AΓΓ


ūIH

ūΓH


=

 b̄I −AII · ūIP  
=0

b̄Γ −AΓI · ūIP


−AΓI ·


AII

−1 · ř1
AII AIΓ

0 S


ūIH

ūΓH


=


0

b̄Γ −AΓI · ūIP


(1.9)

S := AΓΓ −AΓI

AII

−1
AIΓ . . . je tzv. Schurův doplněk

Z (1.9) spočteme ūΓH přı́mo jako řešenı́ soustavy

S · ūΓH = b̄Γ −AΓI · ūIP .

3. Nakonec homogennı́ řešenı́ uIH odpovı́dá řešenı́ lokálnı́ Dirichletovy úlohy na
podoblastech Ωi,

−ρi∆uiH(x) = 0 v Ωi,

uiH(x) = uΓH(x) na ∂Ωi,

pro i = 1, . . . , N . Přı́slušný vektor ūIH tak podle (1.9) spočteme přı́mo ze soustavy

AII ūIH = −AIΓūΓH .

Na této metodě jsou založeny přı́mé paralelnı́ řešiče. Kroky 1 a 3 se dajı́ snadno para-
lelizovat, nebot’ se jedná pouze o lokálnı́ úlohy na jednotlivých podoblastech. Krok 2 je
ovšem globálnı́ úloha a při paralelizaci způsobuje komunikaci mezi procesy, pro vysoký
počet podoblastı́ (vysoké N ) a jemnou diskretizaci (malé h) se výpočet v tomto kroku
stává velmi náročným. V dalšı́ kapitole nahradı́me krok 2 nepřesným a opět paralelnı́m
řešenı́m, které nám dá robustnı́ paralelnı́ předpodmı́něnı́.
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2 Paralelnı́ předpodmı́něnı́

V této kapitole se podı́váme na předpodmı́něnı́ pro úlohu, kterou jsme se zabývali
v úvodnı́ kapitole, a sestavı́me tzv. vertex-based předpodmiňovač. Vhodným předpod-
mı́něnı́m zı́skáme rychlejšı́ konvergenci iteračnı́ch metod, které použı́váme pro řešenı́
soustavy lineárnı́ch rovnic. Obecně je cı́lem využı́vat předpodmı́něnı́, která jsou rela-
tivně levná na konstrukci, jsou robustnı́ a škálovatelná, a řešenı́ úlohy za jejich využitı́
konverguje v malém počtu iteracı́.

Pro danou soustavu
Aū = b̄

hledáme takové předpodmı́něnı́ A, aby pro předpodmı́něnou úlohu platilo

A−1A ≈ I,

tedy aby čı́slo podmı́něnosti matice soustavy bylo co nejblı́že jedné. Právě čı́slo podmı́-
něnosti má vliv na konvergenci iteračnı́ch metod.

V našem přı́padě můžeme matici A po LDLT rozkladu zapsat ve tvaru

A =


I 0

AΓI

AII

−1
I


AII 0

0 S


I

AII

−1
AIΓ

0 I


,

odtud vyjádřı́me jejı́ inverzi jako

A−1 =


I −


AII

−1
AIΓ

0 I

 
AII

−1
0

0 S−1


I 0

−AΓI

AII

−1
I


,

kde pro prvnı́ a poslednı́ člen platı́
I 0

−AΓI

AII

−1
I


=


I −


AII

−1
AIΓ

0 I

T

.

Tento rozklad je ekvivalentnı́ s třı́krokovou metodou popsanou v předchozı́ části.

Předpodmiňovač, který zde popı́šeme a sestavı́me, bude ve tvaru

A−1 =


I −


AII

−1
AIΓ

0 I

 
AII

−1
0

0 S−1


I 0

−AΓI

AII

−1
I


.

Všechny části ponecháme přesné, jediné co budeme aproximovat je Schurův doplněk.

V dalšı́m textu, stejně jako v úvodu, budeme pro jednoduchost označovat stejnými
symboly slabé řešenı́u(x) a jeho konečně-prvkovou aproximaciuh(x). Také u jednotlivých
konečně-dimenzionálnı́ch podprostorů vynecháme index h.
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2.1 Konstrukce předpodmı́něnı́

Uvažujme úlohu, která byla uvedena v prvnı́ části textu, tzn. uvažujme Poissonovu
úlohu ve dvou dimenzı́ch na polygonálnı́ oblasti Ω, která je rozdělena do N podoblastı́
tak, že dělenı́ tvořı́ tzv. hrubou diskretizaci s diametrem H . Na jednotlivých podoblastech
je materiálová funkce ρ(x) konstantnı́. Stejně jako v úvodu uvažujme jemnou diskretizaci
Th, s diametrem h, oblasti Ω takovou, aby respektovala geometrii úlohy a dělenı́ na
podoblasti.

Vyjděme z diskrétnı́ variačnı́ formulace dané úlohy,

Hledáme u ∈ V takové, že
a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V,

(2.1)

kdeV je prostor po částech lineárnı́ch spojitých funkcı́, které jsou dány hodnotami v uzlech
diskretizace. K prostoru V mějme uzlovou bázi {ϕj(x)}nj=1 takovou, jak jsme definovali
v kapitole 1.3.

{ϕj(x)}nj=1 : v(x) =

n
j=1

vjϕj(x), v ∈ V.

Stejným způsobem jako v kapitole 1.3 zaved’me i rozklad prostoru V na jednotlivé pod-
prostory pro všechny podoblasti Ωi a pro rozhranı́ Γ,

V = V1 ⊕a V2 ⊕a . . .⊕a VN + VΓ.

K jednotlivým prostorům uvažujme opět jejich uzlové báze {ϕi
j(x)}n

i

j=1 pro i = 1, . . . , N

a {ϕΓ
j (x)}n

Γ

j=1,


ϕi
j(x)

ni

j=1
: vi(x) =

ni
j=1

vijϕ
i
j(x), vi ∈ Vi, i = 1, . . . , N,


ϕΓ
j (x)

nΓ

j=1
: vΓ(x) =

nΓ
j=1

vΓj ϕ
Γ
j (x), vΓ ∈ VΓ.

Řešenı́u ∈ V můžeme jednoznačně vyjádřit jako součet funkcı́ z jednotlivých podprostorů
pomocı́ přı́slušných bázı́, potom diskrétnı́ variačnı́ formulace (2.1) je po Galerkinově
aproximaci ekvivalentnı́ se soustavou lineárnı́ch rovnic ve tvaru

A11 A1Γ

. . .
...

ANN ANΓ

AΓ1 . . . AΓN AΓΓ




ū1

...
ūN

ūΓ

 =


b̄1

...
b̄N

b̄Γ

 ,

nebo ve zkráceném zápise
AII AIΓ

AΓI AΓΓ


ūI

ūΓ


=


b̄I

b̄Γ


.
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2.1.1 Diskrétnı́ harmonické rozšı́řenı́

Připomeňme, že rozhranı́ Γ =
N

i=1 ∂Ωi \ ∂Ω. Nynı́ uvažujme lokálně rozhranı́ Γi :=
∂Ωi \ ∂Ω pro jednotlivé podoblasti, tedy pro i = 1, . . . , N , a k nim uvažujme prostory VΓi

obdobně jako jsme dřı́ve uvažovali prostor VΓ, tedy spojité, po částech lineárnı́ funkce,
které jsou nenulové pouze na rozhranı́ Γi.

Definujme nejdřı́ve spojité lokálnı́ harmonické rozšı́řenı́

Hi : H
1
2 (Γi) →→ H1(Ωi),

kde5

H
1
2 (Γi) :=


v ∈ H

1
2 (∂Ω) : supp v ⊂ Γi


,

tak, že každé funkci uΓi ∈ H
1
2 (Γi) jednoznačně přiřadı́ funkci uΓi = Hi(uΓi) ∈ H1(Ωi),

která je slabým řešenı́m úlohy

−∆uΓi = 0 v Ωi,uΓi = uΓi na Γi,uΓi = 0 na ∂Ω,
(2.2)

pro i = 1, . . . , N . Dále definujme diskrétnı́ lokálnı́ harmonické rozšı́řenı́

Hi : VΓi →→ VΓi + Vi,

které každé funkci uΓi ∈ VΓi jednoznačně přiřadı́ funkci Hi(uΓi) ∈ VΓi +Vi jako konečně-
prvkovou aproximacı́ úlohy (2.2) rozšı́řenou nulou do zbytku Ω. Takto definované funkce
Hi(uΓi) jsou jednoznačně určeny hodnotami funkcı́ uΓi na Γi, ve všech uzlech mimo Ωi

jsou nulové a jsou také ortogonálnı́ ke všem funkcı́m z Vi vzhledem k bilineárnı́ formě a,
nebot’diskrétnı́ slabou formulaci pro úlohu (2.2) můžeme zapsat jako

a(Hi(uΓi), vi) = 0, ∀vi ∈ Vi. (2.3)

Nynı́ definujme harmonické rozšı́řenı́ globálně tak, že lokálnı́ harmonické rozšı́řenı́
provedeme najednou pro celé rozhranı́ Γ do všech podoblastı́. Opět uvažujme nejdřı́ve
spojité globálnı́ harmonické rozšı́řenı́ jako

H : H
1
2 (Γ) →→ H1

0 (Ω),

kde
H

1
2 (Γ) :=


v ∈ L2(Γ ∪ ∂Ω) : v|Γi ∈ H

1
2 (Γi) pro i = 1, . . . , N


,

které splňuje úlohu (2.2) na všech podoblastech současně. Diskrétnı́ globálnı́ harmonické
rozšı́řenı́

H : VΓ →→ VΓ + (VI)
⊥a =: VH, VI := V1 ⊕a . . .⊕a VN ,

5supp v ... nosič funkce v, supp v := {x ∈ Dv : v(x) ̸= 0}, taková část definičnı́ho oboru, na kterém je v(x)
nenulová.
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Γi

Obrázek 6: Diskrétnı́ lokálnı́ harmonické rozšı́řenı́ Hi na oblasti Ωi.

definujeme opět jako konečně-prvkovou aproximaci spojitého harmonického rozšı́řenı́ H
tak, že každé funkci uΓ ∈ VΓ jednoznačně přiřadı́ funkci H(uΓ) := uI + uΓ ∈ VH, jako
řešenı́ úlohy (podle (2.3))

Hledáme uI ∈ VI takové, že
a(uI + uu

Γ
, vI) = 0 ∀vI ∈ VI ,

což odpovı́dá soustavě rovnic
AII AIΓ


·

ūI

ūΓ


= 0 ⇒ AII ūI = −AIΓūΓ. (2.4)

Takto definované funkce H(uΓ) ∈ VH jsou jednoznačně určeny hodnotami funkce uΓ na
rozhranı́ Γ a jsou obecně nenulové na celé oblasti Ω. Dı́ky jejich ortogonalitě ke všem
funkcı́m z prostorů Vi pro i = 1, . . . , N dostáváme rozklad

V = V1 ⊕a . . .⊕a VN ⊕a VH.

Bázi prostoru VH zı́skáme, pokud aplikujeme diskrétnı́ harmonické rozšı́řenı́ na bá-
zové funkce původnı́ prostoru VΓ:

ϕΓ
j (x)

nΓ

j=1
→


ϕH
j (x)

nΓ

j=1
, ϕH

j (x) := H

ϕΓ
j (x)


.



21

Jednotlivé bázové funkce ϕH
j jsou konečně-prvkovou aproximacı́ úlohy pro ϕ̃H

j = H(ϕΓ
j ):

ϕH
j ≈


−∆ϕ̃H

j (x) = 0 v
N
i=1

Ωi,

ϕ̃H
j (x) = ϕΓ

j (x) na Γ,

ϕ̃H
j (x) = 0 na ∂Ω,

pro j = 1, . . . , nΓ.

Každou funkci v ∈ V můžeme nově dı́ky harmonickému rozšı́řenı́ jednoznačně zapsat
jako

v(x) = ṽ1(x) + . . .+ ṽN (x) +H(vΓ) =
N
i=1

ṽi(x) +H(vΓ),

kde ṽi ∈ Vi pro i = 1, . . . , N a vΓ ∈ VΓ. Funkce ṽi vyjádřı́me z původnı́ch funkcı́ jako

ṽi(x) = vi(x)−

H(vΓi(x))− vΓi(x)


, i = 1, . . . , N.

V dalšı́m textu tyto nové funkce značme stejně jako ty původnı́. Diskrétnı́ variačnı́ for-
mulaci (2.1) tak přeformulujme do tvaru

Hledáme u ∈ V , u =
N

i=1 u
i +H(uΓ) takové, že

a(u1, v1) + . . . + 0 + 0 = b(v1), ∀v1 ∈ V1,

. . .
...

...

0 + . . . + a(uN , vN ) + 0 = b(vN ), ∀vN ∈ VN ,

0 + . . . + 0 + a(H(uΓ),H(vΓ)) = b(H(vΓ)), ∀vΓ ∈ VΓ.

Označme
a(H(uΓ),H(vΓ)) =: s(uΓ, vΓ), b(H(vΓ)) =: c(vΓ),

pak je uvedená úloha ekvivalentnı́ s řešenı́m soustavy lineárnı́ch rovnic v maticovém
zápise 

A11

. . .

ANN

S




ū1

...
ūN

ūΓ

 =


b̄1

...
b̄N

c̄

 , (2.5)

kde
S := AΓΓ −AΓI


AII

−1
AIΓ, c̄ := b̄Γ −AΓI


AII

−1
b̄I .

Budeme použı́vat zkrácený zápis
AII 0
0 S


ūI

ūΓ


=


b̄I

c̄


.
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Poznámka 2.1 Tuto změnu báze můžeme popsat také algebraicky stejně jako v Po-
známce 1.3. Po diskrétnı́m rozšı́řenı́, viz (2.4), dostaneme uzlové hodnoty bázových funkcı́
prostoru VH ve sloupcı́ch matice

−(AII)−1AIΓ

I


∈ Rn×nΓ

.

S bázemi zbývajı́cı́ch prostorů Vi se při harmonickém rozšı́řenı́ nic neděje. Celou trans-
formaci danou harmonickým rozšı́řenı́m tak můžeme popsat přenásobenı́m

I 0
−AΓI(AII)−1 I


AII AIΓ

AΓI AΓΓ


I −(AII)−1AIΓ

0 I


=


AII 0
0 S


,

výsledná matice odpovı́dá matici soustavy (2.5). Tı́mto jsme ukázali, že harmonickým
rozšı́řenı́m definovaný Schurův doplněk odpovı́dá Schurovu doplňku tak, jak jsme ho
měli algebraicky definovaný v kapitole 1.4.

Při konstrukci předpodmı́něnı́ můžeme dále postupovat zvlášt’ pro vnitřnı́ lokálnı́
úlohy a pro Schurův doplněk. V našem přı́padě ponecháme řešenı́ vnitřnı́ úlohy přesné a
dále budeme aproximovat pouze Schurův doplněk. Podı́vejme se tedy odděleně na úlohu

Hledáme uΓ ∈ VΓ takové, že
a(H(uΓ),H(vΓ)) = b(H(vΓ)), ∀vΓ ∈ VΓ,

neboli
s(uΓ, vΓ) = c(vΓ), ∀vΓ ∈ VΓ,

(2.6)

která odpovı́dá soustavě lineárnı́ch rovnic

SūΓ = c̄.

2.1.2 Rozklad rozhranı́ na hrany a vrcholy

Rozhranı́ Γ se skládá z jednotlivých hran, které označı́me Ei, a množiny vrcholů, tu
označme V . Platı́, že

Γ =
M
i=1

Ei ∪ V,

kde teda

Ei ... hrana, body přı́slušı́cı́ hraně ležı́ na hranici právě dvou podoblastı́,

pro i = 1, . . . ,M , M je celkový počet hran.

V ... množina všech vrcholů (rožnı́ch bodů hrubé sı́tě), vrcholy jsou body
ležı́cı́ na hranici alespoň třı́ podoblastı́.

Rozložme prostor VΓ na součet podprostorů tak, aby odpovı́daly jednotlivým hranám
a vrcholům na

VΓ = VE1 + . . .+ VEM + VV ,
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hrany
vrcholy

Obrázek 7: Rozklad rozhranı́ Γ na jednotlivé hrany Ei a vrcholy V .

kde
VEi ... spojité, po částech lineárnı́ funkce, které jsou nenulové pouze na

hraně Ei,
pro i = 1, . . . ,M .

VV ... spojité, po částech lineárnı́ funkce, které jsou nenulové ve všech vrcho-
lových uzlech, body množiny V , všude jinde jsou nulové.

Ei
Ej

Obrázek 8: Funkce z prostoru VEi , nenulové pouze na hraně Ei.
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Ei
Ej EkVl

Obrázek 9: Funkce z prostoru VV , nenulové pouze ve vrcholech vrcholech V .

Bázové funkce {ϕΓ
j (x)}n

Γ

j=1 prostoru VΓ můžeme taktéž rozdělit na bázové funkce
daných podprostorů VEi a VV .

ϕEi
j (x)

nEi

j=1
. . . báze prostoru VEi pro i = 1, . . . ,M ,

ϕV
j (x)

nV

j=1
. . . báze prostoru VV ,

kde nEi je počet uzlů diskretizace na hraně Ei a nV je počet vrcholů, tedy počet uzlů hrubé
diskretizace.

Každou funkci z vΓ ∈ VΓ potom zapı́šeme ve tvaru

vΓ(x) = vE1(x) + . . .+ vEM (x) + vV(x) =

M
i=1

vEi(x) + vV(x),

kde vEi ∈ VEi pro i = 1, . . . ,M a vV ∈ VV . Diskrétnı́ variačnı́ formulaci (2.6) pro Schurův
doplněk můžeme přeformulovat na

Hledáme uΓ ∈ VΓ, uΓ =
M

i=1 u
Ei + uV takové, že

s(uE1 , vE1) + . . . + s(uEM , vE1) + s(uV , vE1) = c(vE1), ∀vE1 ∈ VE1 ,
...

...
...

...
s(uE1 , vEM ) + . . . + s(uEM , vEM ) + s(uV , vEM ) = c(vEM ), ∀vEM ∈ VEM ,

s(uE1 , vV) + . . . + s(uEM , vV) + s(uV , vV) = c(vV), ∀vV ∈ VV .
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Při vyjádřenı́ jednotlivých funkcı́ pomocı́ uvedených bázových funkcı́ dostáváme opět
ekvivalentnı́ soustavu lineárnı́ch rovnic v maticovém zápise,

SE1E1 . . . SE1EM SE1V

...
. . .

...
...

SEME1 . . . SEMEM SEMV

SV E1 . . . SVEM SVV




ūE1

...
ūEM

ūV

 =


c̄E1

...
c̄EM

c̄V

 .

Soustavu budeme zkráceně zapisovat ve tvaru
SEE SEV

SVE SVV


ūE

ūV


=


c̄E

c̄V


,

kde E odpovı́dá všem hranám Ei pro i = 1, . . . ,M .

2.1.3 Interpolace na hrubý prostor

Nynı́ definujme lineárnı́ interpolaci z vrcholů na přilehlé hrany,

IH : VV →→ VV ,
která každé funkci vV ∈ VV přiřadı́ funkci IHvV ∈ VV tak, že pro včechny vrcholy provede
lineárnı́ interpolaci na hrany (znázorněno na obrázku 10).VV ... spojité, po částech lineárnı́ funkce, které jsou nenulové pouze na roz-

hranı́ Γ a na každé hraně Ei, pro i = 1, . . . ,M , jsou lineárnı́.

Bázi prostoru VV dostaneme z původnı́ báze prostoru VV aplikacı́ lineárnı́ interpo-
lace IH : 

ϕV
j (x)

nV

j=1
→

ϕV
j (x)

nV

j=1
, ϕV

j (x) := IHϕV
j (x).

Každou funkci z vΓ ∈ VΓ můžeme pomocı́ této lineárnı́ interpolace nově vyjádřit ve tvaru

vΓ(x) = ṽE1(x) + . . .+ ṽEM (x) + IHvV(x) =
M
i=1

ṽEi(x) + IHvV(x),

kde ṽEi ∈ VEi pro i = 1, . . . ,M a vV ∈ VV . Funkce ṽEi vyjádřı́me z původnı́ch funkcı́ jako6

ṽEi = vEi −

IHvV


|Ei , i = 1, . . . ,M.

V dalšı́m textu tyto nové funkce značme stejně jako ty původnı́. Znovu tak můžeme
zformulovat úlohu (2.6) v podobě

6Nové hranové funkce dané lineárnı́ interpolacı́ dostaneme odečtenı́m IHvV od těch původnı́ch na
přı́slušné hraně. Uvedená restrikce je zde myšlena ve smyslu restrikce na prostor VEi a znamená ponechánı́
hodnot na přı́slušné hraně Ei a doplněnı́ nulou do celé oblasti Ω, tak aby výsledná funkce stále přı́slušela
prostoru VEi .
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Vi
Vi

Vj Vj

Obrázek 10: Znázorněnı́ lineárnı́ interpolace IH nad jednou hranou mezi dvěma vrcholy.
Vlevo znázorněna funkce z VV , vpravo funkce z VV .

Hledáme uΓ ∈ VΓ, uΓ =
M

i=1 v
Ei + IHvV takové, že

s(uE1 , vE1) + . . . + s(uEM , vE1) + s(IHuV , vE1) = c(vE1), ∀vE1 ∈ VE1 ,
...

...
...

...
s(uE1 , vEM ) + . . . + s(uEM , vEM ) + s(IHuV , vEM ) = c(vEM ), ∀vEM ∈ VEM ,

s(uE1 , IHvV) + . . . + s(uEM , IHvV) + s(IHuV , IHvV) = c(IHvV), ∀vV ∈ VV .

Ekvivalentnı́ soustava lineárnı́ch rovnic pro tuto úlohu se od předchozı́ uvedené lišı́.
Matice soustavy se lišı́ v blocı́ch označených vlnovkou, dı́ky změny báze. Dále se lišı́
také pravá strana a vektor neznámých koeficientů na pozicı́ch odpovı́dajı́cı́ch uzlům na
hranách, ty ovšem značme stejně, dostáváme tak

SE1E1 . . . SE1EM S̃E1V

...
. . .

...
...

SEME1 . . . SEMEM S̃EMV

S̃V E1 . . . S̃VEM S̃VV




ūE1

...
ūEM

ūV

 =


c̄E1

...
c̄EM

c̄V


a ve zkráceném zápise 

SEE S̃EV

S̃VE S̃VV


ūE

ūV


=


c̄E

c̄V


.
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Stejně jako v poznámce 2.1 můžeme i lineárnı́ transformaci, která měnı́ bázi prostoru VV ,
popsat algebraicky. Uvažujme matici RT

E jako matici lineárnı́ interpolace z vrcholů na
hrany, pak bázi prostoru VV algebraicky odpovı́dá

RT
E

I


,

báze ostatnı́ch hranových prostorů se neměnı́ a všem hranám dohromady tak odpovı́dá
matice 

I
0


.

Změnu báze danou přı́slušnou lineárnı́ interpolacı́ tak vyjádřı́me přenásobenı́m
I 0
RE I


SEE SEV

SVE SVV


I RT

E

0 I


=


SEE S̃EV

S̃VE S̃VV


.

Dá se ukázat, že matice S̃VV vzniklá lineárnı́ interpolacı́ odpovı́dá matici globálnı́ Dirichle-
tovy úlohy na hrubé sı́ti AH , tzn. matici, kterou sestavı́me pokud vezmeme jednotlivé
podoblasti jako elementy a na nich odpovı́dajı́cı́ globálnı́ bázové funkce.

Uvažujme tedy úlohu na hrubé sı́ti, necht’jsou všechny podoblasti trojúhelnı́ky a tvořı́
tak elementy diskretizace. Uvažujme klasickou konečně-prvkovou bázi jako v kapitole 1.3.
Matici AH odpovı́dajı́cı́ této bázi pro danou úlohu můžeme vyjádřit pomocı́ našı́ matice
A pro jemnou diskretizaci, když přı́slušně změnı́me bázi vrcholových funkcı́ tak, že ji
lineárně interpolujeme na hrany a následně harmonicky rozšı́řı́me do všech podoblastı́,
což zapı́šeme následovně,

AH =

RI RE I


·A ·

 RT
I

RT
E

I

 =

=

RI RE I

 I 0
AΓI(AII)−1 I


AII 0
0 S


I (AII)−1AIΓ

0 I

 RT
I

RT
E

I

 ,

kde RT
I je matice diskrétnı́ho harmonického rozšı́řenı́ do jednotlivých podoblastı́ pro

lineárnı́ interpolaci z vrcholů na hrany,

RT
I = −(AII)−1AIΓ


RT

E

I


.

Pro součin poslednı́ch dvou matic ve vyjádřenı́ AH dostáváme


I (AII)−1AIΓ

0 I

 RT
I

RT
E

I

 =

 0
RT

E

I

 ,
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a proto můžeme dále AH vyjádřit jako

AH =

RE I

 SEE SEV

SVE SVV


RT

E

I


=

=

RE I

 I 0
−RE I


SEE S̃EV

S̃VE S̃VV


I −RT

E

0 I


RT

E

I


=

I 0

 SEE S̃EV

S̃VE S̃VV


0
I


= S̃VV .

2.1.4 Sestavenı́ předpodmiňovače

Ukázali jsme, že úloha pro Schurův doplněk má po lineárnı́ interpolaci následujı́cı́ po-
dobu,

s(uΓ, vΓ) = s

 M
i=1

uEi ,

M
i=j

vEj

+ s


M
i=1

uEi , vV


+ s

uV , M
i=j

vEj

+ s

uV , vV


,

kde poslednı́ člen odpovı́dá Dirichletově úloze na hrubé sı́ti

s

uV , vV


=: a


uH , vH


, uH := H(IHuV), vH := H(IHvV).

Pro předpodmı́něnı́ uvažujme aproximaci Schurova doplňku, kdy zanedbáme oba smı́šené
členy, druhý a třetı́ sčı́tanec, a také mimodiagonálnı́ členy v prvnı́m sčı́tanci,

s̃(uΓ, vΓ) =
M
i=1

s

uEi , vEi


+ a


uH , vH


.

Tomuto odpovı́dá matice

S =


S̄EE 0
0 AH


, S̄EE :=

 SE1E1

. . .
SEMEM

 .

Nakonec nám tedy zbývá vypořádat se s poslednı́ částı́ předpodmı́něnı́, a to s úlohou

Hledáme uEi ∈ VEi takové, že
s

uEi , vEi


= c(vEi), ∀vEi ∈ VEi ,

pro i = 1, . . . ,M . Tato slabá diskrétnı́ formulace odpovı́dá lokálnı́ Dirichletově úloze
kolem hrany Ei:

−ρj∆uj(x) = 0 v Ωj ,

uj(x) = 0 na ∂Ωj \ Ei,
−ρk∆uk(x) = 0 v Ωk,

uk(x) = 0 na ∂Ωk \ Ei,
uj(x) = uk(x) = uEi(x) na Ei,

ρj
∂uj
∂n

(x)− ρk
∂uk
∂n

(x) = cEi(x) na Ei,
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pro i = 1, . . . ,M , kde n je normála k hraně Ei, oblasti Ωj a Ωk sousedı́ přes hranu Ei. Tato
úloha po diskretizaci konečnými prvky odpovı́dá soustavě Ajj AjEi

Akk AkEi

AEij AEik AEiEi

 ūj
ūk
ūEi

 =

 0
0
c̄Ei

 ,

která je ekvivalentnı́ se soustavou Schurova doplňku

SEiEi ūEi = c̄Ei ,

pro i = 1, . . . ,M .

Definujme výsledné předpodmı́něnı́ v podobě

ã(u, v) :=
N
i=1

a(ui, vi) + s̃(uΓ, vΓ) =
N
i=1

a(ui, vi) +
M
i=1

s

uEi , vEi


+ a


uH , vH


, (2.7)

s

uEi , vEi


= a


H(uEi),H(vEi)


, a


uH , vH


= a


H

IHuV


,H

IHvV


,

kterému odpovı́dá matice

A =


I 0

AΓI(AII)−1 0


AII 0

0 S


I (AII)−1AIΓ

0 I


. (2.8)

Předpodmı́něnı́ se skládá ze třı́ částı́:

1. Lokálnı́ úloha na podoblastech Ωi pro i = 1, . . . , N , čemuž odpovı́dá matice AII .

2. Lokálnı́ úloha na hranách Ei pro i = 1, . . . ,M , které odpovı́dá matice ŜEE .

3. Globálnı́ úloha na hrubé sı́ti, té odpovı́dá matice AH .

Prvnı́ dvě části jsou lokálnı́ úlohy, které můžeme řešit paralelně nezávisle na sobě. Třetı́
úloha je globálnı́ a řešı́ se pro celou oblast Ω najednou. Ovšem dimenze této úlohy
odpovı́dá pouze počtu vrcholů dané dekompozice, nejedná se tak o nikterak náročnou
úlohu na výpočet.

2.2 Analýza předpodmı́něnı́

Pokud budeme chtı́t toto předpodmı́něnı́ aplikovat při výpočtech, je dobré jej nejdřı́ve
analyzovat a ověřit konvergenci. Bude nás tedy zajı́mat čı́slo podmı́něnosti matice sou-
stavy

κ
 A−1 ·A


=
λmax

λmin
.

Toto je ekvivalentnı́ s nalezenı́m čı́sel λmax, λmin > 0 takových, pro které platı́

∀u ∈ V : λminã(u, u) ≤ a(u, u) ≤ λmaxã(u, u).
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V předchozı́ části textu jsme si ukázali jak můžeme každou funkci

u = uI + uE + uV ∈ V

jednoznačně zapsat pomocı́ lineárnı́ interpolace a harmonického rozšı́řenı́ ve tvaru

u = ũI ⊕a (ũ
E + uH),

kde
uH := H(IHuV), ũE := H(u− uH), ũI := u− uH − ũE .

Bilineárnı́ formy jimž odpovı́dajı́ matice úlohy A a matice předpodmı́něnı́ A pak můžete
zapsat ve tvaru

a(u, u) =

N
i=1

a(ũIi , ũ
I
i ) + a(ũE , ũE) + 2a(ũE , uH) + a(uH , uH),

ã(u, u) =

N
i=1

a(ũIi , ũ
I
i ) +

M
i=1

a(ũEi , ũ
E
i ) + a(uH , uH),

kde

ũIi := uI |Ωi , ũE =

M
i=1

ũEi , ũEi := H

(u− uH)|Ei


.

Cı́lem je tedy provést odhady pro jednotlivé členy předpodmı́něnı́ jak shora tak zdola.
Jednotlivé odhady zde nebudeme konstruovat, pouze si uvedeme výsledné věty, bez
důkazů, které jsou důsledkem práce autoři Bramble, Pasciak, Schatze v [2], dále pak
Dryja, Widlund v [4] a Toselli, Widlund v [16].

Pokud budeme uvažovat danou úlohu na polygonálnı́ oblasti Ω, jejı́ž rozklad na
podoblasti tvořı́ regulárnı́ triangulaci (hrubá sı́t’), a nad kterou máme konformnı́, regu-
lárnı́ a kvazi-uniformnı́ triangulaci (jemnou sı́t’), pak může dı́ky informacı́m z uvedené
literatury zformulovat následujı́cı́ dvě věty pro hornı́ a dolnı́ odhad.

Věta 2.1 (Hornı́ odhad)

(∃λmax > 0) (∀u ∈ V ) : a(u, u) ≤ λmaxã(u, u).

Pro hornı́ odhad, větu 2.1 se dá ukázat, že platı́ s konstantou λmax = 10.

Věta 2.2 (Dolnı́ odhad)
Existuje konstanta C > 0 nezávislá na H a h, která splňuje

(∀u ∈ V ) : ã(u, u) ≤ C ·

1 + ln

H

h

2

· a(u, u).



31

Důsledkem těchto vět dostáváme také odhad pro čı́slo podmı́něnosti matice úlohy a tak
i odhad pro počet iteracı́ metody sdružených gradientů, kterou budeme úlohu nakonec
řešit. Dostáváme tedy

κ
 A−1 ·A


≤ 10 · C ·


1 + ln

H

h

2

,

kde C > 0 je konstanta nezávislá na diskretizačnı́ch parametrech H a h. Toto chovánı́ se
budeme snažit ověřit při numerických experimentech v kapitole 4.
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3 Aplikace hraničnı́ch prvků

Při konstrukci předpodmı́něnı́ potřebujeme v jednom kroku sestavit matici globálnı́ Di-
richletovy úlohy na hrubé sı́ti dané jednotlivými podoblastmi, matici AH . Jak sestavit
takovouto matici pro podoblasti, které jsou všechny trojúhelnı́kového tvaru je jednodu-
ché, stačı́ použı́t klasický konečně-prvkový přı́stup s vhodnou bázı́. Tı́mto se dokážeme
vypořádat ještě i se obdélnı́kovými podoblastmi, když bychom vzali bilineárnı́ bázové
funkce. Ovšem pro složitějšı́ tvary podoblastı́ už je nejasné, jak by se dala matice AH

sestavit přı́mo. V této kapitole si ukážeme hraničnı́ řešenı́ dané úlohy na jednotlivých
podoblastech, což nám dá návod jak aproximovat matici AH pro nejrůznějšı́ složité tvary
podoblastı́.

Sestavı́me hraničnı́ integrálnı́ formulaci a reprezentačnı́ formuli pro Poissonovu rov-
nici. Poté z reprezentačnı́ formule pro řešenı́ v objemu přejdeme na hranici a předsta-
vı́me operátor, který zobrazı́ Dirichletovu stopu na Neumannovu stopu, tzv. Steklov-
Poincarého operátor. Následně si ukážeme jak by se dal tento operátor aproximovat a
numericky napočı́tat pro danou úlohu. Nakonec si ukážeme jak tento hraničnı́ operátor
souvisı́ s bilineárnı́ formou pro úlohu v objemu. Dobrý úvodem pro metodu hraničnı́ch
prvků a pro tuto kapitolu by mohla být [1] nebo [13], detailněji a v obecnějšı́ch prostorech
se této problematice věnujı́ také [14, 15].

Pro celou tuto kapitolu uvažujme omezenou oblast Ω ⊂ R2 s lipschitzovskou hranicı́.
Zaved’me si operátor stopy pro funkčnı́ hodnoty, tzv. Dirichletovu stopu

γ0 : H
1(Ω) →→ H

1
2 (∂Ω),

splňujı́cı́
γ0u(x) = u(x)|∂Ω pro všechny u ∈ C∞(Ω),

a operátor stopy pro normálové derivace, tzv. Neumannovu stopu

γ1 : H
1
∆(Ω) →→ H− 1

2 (∂Ω),

splňujı́cı́

γ1u(x) =
∂u

∂n
(x)


∂Ω

pro všechny u ∈ C∞(Ω)

kde n je jednotkový vektor vnějšı́ normály definovaný pro skoro všechna x ∈ ∂Ω. Prostor
H

1
2 (∂Ω) je prostor stop funkcı́ z H1(Ω), tedy

γ0

H1(Ω)


= H

1
2 (∂Ω).

Symbolem H1
∆(Ω) označujeme prostor definovaný jako

H1
∆(Ω) :=


v ∈ H1(Ω) : −∆v ∈ L2(Ω)


.

Prostor H− 1
2 (∂Ω) je duálnı́ prostor k prostoru H

1
2 (∂Ω), tedy prostor všech spojitých

lineárnı́ funkcionálů v H
1
2 (∂Ω),

H− 1
2 (∂Ω) =


H

1
2 (∂Ω)

∗
.
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Operátory γ0 a γ1 jsou spojité a lineárnı́, viz [3].

Věta 3.1 Existuje lineárnı́ a spojité zobrazenı́

ε : H
1
2 (∂Ω) →→ H1(Ω),

které je pravou inverzı́ operátoru Dirichletovy stopy, tzn.

∀ϕ ∈ H
1
2 (∂Ω) : γ0(εϕ) = ϕ.

ProstorH− 1
2 (∂Ω) je duálnı́ prostor, jeho prvky jsou lineárnı́ funkcionály. Hodnotu funkci-

onálu γ1u v bodě ϕ ∈ H
1
2 (∂Ω) odpovı́dajı́cı́ skalárnı́mu součinu v L2(∂Ω) definujme jako

⟨γ1u, ϕ⟩ :=

Ω
∇u∇(εϕ) dx −


Ω
(−∆u)εϕdx, (3.1)

kde ε je zobrazenı́ z věty 3.1.

3.1 Hraničnı́ integrálnı́ formulace

Nynı́ na oblasti Ω uvažujme Poissonovu rovnici

−∆u(x) = f(x) x ∈ Ω,

kde f ∈ L2(Ω), a pokusme se sestavit hraničnı́ integrálnı́ formulaci pro řešenı́ u, prozatı́m
bez ohledu na okrajové (hraničnı́) podmı́nky, které mohou být Dirichletovy, Neumannovy
nebo smı́šené.

Řešenı́ u hledáme obecně v prostoruH1(Ω), ovšem za daného předpokladu na pravou
stranu f a podle definice musı́ být z prostoruH1

∆(Ω). Derivace v těchto prostorech myslı́me
ve smyslu distribucı́. Poissonovu rovnici přenásobme funkcı́ v ∈ H1

∆(Ω) a zintegrujme
přes oblast Ω, dostaneme7

Ω
−∆u(y)v(y) dy =


Ω
f(y)v(y) dy.

Pro dané prostory můžeme zobecnit prvnı́ a druhou Greenovu identitu do následujı́cı́ch
vět.

Věta 3.2 (Prvnı́ Greenova identita) Pro všechny u ∈ H1
∆(Ω) a v ∈ H1(Ω) platı́

Ω
−∆u(y)v(y) dy =


Ω
∇u(y)∇v(y) dy −


∂Ω
γ1u(y)γ0v(y) dsy.

Věta 3.3 (Druhá Greenova identita) Pro všechny u, v ∈ H1
∆(Ω) platı́

Ω
∆u(y)v(y)− u(y)∆v(y) dy =


∂Ω
γ1u(y)γ0v(y)− γ0u(y)γ1v(y) dsy.

7Z praktických důvodů zde použijeme jako proměnnou y.
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Využitı́m těchto Greenových identit dostaneme
Ω
u(y) (−∆v(y)) dy =


Ω
f(y)v(y) dy +


∂Ω
γ1u(y)γ0v(y) dsy −


∂Ω
γ0u(y)γ1v(y) dsy.

Nynı́ definujeme funkci G(x, y) : R2 × R2 →→ R jako

G(x, y) := − 1

2π
ln ∥x− y∥,

kterou nazýváme fundamentálnı́ řešenı́ pro Laplaceovu rovnici. Dá se ukázat, viz [13], že
funkce G splňuje

−∆yG(x, y) = δx(y) (ve smyslu distribucı́) 8.

S využitı́m této funkce dostaneme následujı́cı́ reprezentačnı́ formuli pro u ∈ H1
∆,

∀x ∈ Ω : u(x) =


Ω
f(y)G(x, y) dy+


∂Ω
γ1u(y)γ0G(x, y) dsy −


∂Ω
γ0u(y)γ1,yG(x, y) dsy,

(3.2)
která je zobecněnı́m věty o třech potenciálech, viz [13, 1]. Pomocı́ jednotlivých integrálů
můžeme pro x ∈ Ω definovat operátory

[N(f)] (x) :=

Ω f(y)G(x, y) dy, N : L2(Ω) →→ H1(Ω),

[V (γ1u)](x) :=

∂Ω γ1u(y)γ0G(x, y) dsy,

V : H− 1
2 (∂Ω) →→ H1(Ω),

[W (γ0u)](x) :=

∂Ω γ0u(y)γ1,yG(x, y)) dsy, W : H

1
2 (∂Ω) →→ H1(Ω),

N se řı́ká Newtonův, nebo taky objemový, potenciál, V je potenciál jednoduché vrstvy a
W je potenciál dvojvrstvy.

3.2 Steklov-Poincarého operátor

Steklov-Poincarého operátor

S : H
1
2 (∂Ω) →→ H− 1

2 (∂Ω)

je zobrazenı́, které Dirichletově stopě γ0u přiřadı́ Neumannovu stopu γ1u, kde u ∈ H1(Ω)
je řešenı́ homogennı́ úlohy

−∆u(x) = 0 x ∈ Ω,
u(x) = g x ∈ ∂Ω,

(3.3)

pro funkce g ∈ H
1
2 (∂Ω). V souvislosti s touto úlohou jej můžeme odvodit z reprezentačnı́

formule (3.2) přechodem na hranici ∂Ω aplikacı́ Dirichletovy a Neumannovy stopy.

8δx(y) je Diracova distribuce centrovaná do bodu x.
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Vrat’me se tedy k reprezentačnı́ formuli (3.2) odpovı́dajı́cı́ homogennı́ úloze (3.3),
objemový člen je zde nulový. Provedeme-li limitnı́ přechod na hranici, Ω ∋ x̃ → x ∈ ∂Ω,
tedy aplikujeme-li operátory γ0 a γ1, dostaneme dı́ky vlastnostem jednotlivých potenciálů
([13, 1]) vztah pro Dirichletovu stopu

1

2
γ0u(x) =


∂Ω
γ1u(y)γ0G(x, y) dsy −


∂Ω
γ0u(y)γ1,yG(x, y) dsy (3.4)

a vztah pro Neumannovu stopu

1

2
γ1u(x) =


∂Ω
γ1u(y)γ1,xG(x, y) dsy − γ1,x


∂Ω
γ0u(y)γ1,yG(x, y) dsy. (3.5)

Pro x ∈ ∂Ω tak můžeme definovat operátor potenciálu jednoduché vrstvy

[V (γ1u)](x) :=


∂Ω
γ1u(y)γ0G(x, y) dsy, V : H− 1

2 (∂Ω) →→ H
1
2 (∂Ω),

operátor potenciálu dvojvrstvy

[K(γ0u)](x) :=


∂Ω
γ0u(y)γ1,yG(x, y) dsy, K : H

1
2 (∂Ω) →→ H

1
2 (∂Ω),

adjungovaný operátor k operátoru potenciálu dvojvrstvy

[K ′(γ1u)](x) :=


∂Ω
γ1u(y)γ1,xG(x, y) dsy, K ′ : H− 1

2 (∂Ω) →→ H− 1
2 (∂Ω),

a hypersingulárnı́ operátor

[D(γ0u)](x) := −γ1,x

∂Ω
γ0u(y)γ1,yG(x, y) dsy, D : H

1
2 (∂Ω) →→ H− 1

2 (∂Ω).

Vlastnosti jednotlivých operátorů jsou uvedeny v [9, 3]. Operátory V , K, K ′ a D jsou
lineárnı́ a spojité. Operátor V je navı́c symetrický a pro diam(Ω) < 1 také H− 1

2 -eliptický.
OperátorD je také symetrický aH

1
2 -semieliptický. Vztahy (3.4) a (3.5) tak můžeme zapsat

ve tvaru

∀x ∈ ∂Ω :
1

2
γ0u(x) = [V (γ1u)](x)− [K(γ0u)](x), (3.6)

∀x ∈ ∂Ω :
1

2
γ1u(x) = [K ′(γ1u)](x) + [D(γ0u)](x). (3.7)

Z elipticity operátoru V plyne existence jeho inverze V −1. Z rovnice (3.6) tak můžeme
přı́mo vyjádřit Steklov-Poincarého operátor

γ1u = V −1


1

2
I +K


(γ0u),
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který ovšem po diskretizaci vede na nesymetrickou matici. Proto dále přičteme 1
2γ1u

k rovnici (3.7),

γ1u =


1

2
I +K ′


(γ1u) +D(γ0u),

a dosadı́me za γ1una pravé straně, dostaneme opět vztah pro Steklov-Poincarého operátor

γ1u =


1

2
I +K ′


V −1


1

2
+K


+D


(γ0u),

který zůstane i po diskretizaci symetrický. Definujme tedy Steklov-Poincarého operátor jako

S :=


1

2
I +K ′


V −1


1

2
+K


+D


,

ten splňuje
∀x ∈ ∂Ω : γ1u(x) = [S(γ0u)](x).

Operátor je lineárnı́, spojitý, symetrický a pro diam(Ω) < 1 je také H
1
2 (∂Ω)-semieliptický,

viz [14].

Uvažujme nynı́ operátor harmonického rozšı́řenı́

H : H
1
2 (∂Ω) →→ H1(Ω),

který každé funkci u ∈ H
1
2 (∂Ω) přiřadı́ Hu ∈ H1(Ω) jako slabé řešenı́ Dirichletovy úlohy

−∆ Hu(x) = 0 v Ω,Hu(x) = u(x) na ∂Ω.

Operátor H je lineárnı́ a spojitý. Podle definice (3.1) a věty 3.1 tak pro všechna u, v ∈
H

1
2 (∂Ω) platı́

⟨Su, v⟩ =

Ω
∇( Hu)(x)∇( Hv)(x) dx. (3.8)

3.3 Diskretizace a Galerkinova aproximace Steklov-Poincarého operátoru

Úlohu (3.3) pro Steklov-Poincarého operátor můžeme zapsat jako slabou hraničnı́ formu-
laci s využitı́m vztahů (3.6) a (3.7) následovně,

Hledáme γ1u ∈ H− 1
2 (∂Ω) takové, že současně platı́

∀w ∈ H− 1
2 (∂Ω) :

1

2
⟨w, γ0u⟩ = ⟨w, V (γ1u)⟩ − ⟨w,K(γ0u)⟩,

∀v ∈ H
1
2 (∂Ω) :

1

2
⟨γ1u, v⟩ = ⟨K ′(γ1u), v⟩+ ⟨D(γ0u), v⟩ .
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Dále předpokládejme v souladu s předchozı́mi kapitolami, že oblast Ω je polygonálnı́.
Hranici ∂Ω rozložı́me na N úseček tak, že každá strana polygonu odpovı́dá právě jedné
úsečce,

∂Ω =
N
i=1

Si.

Množinu uzlů, krajnı́ch bodů úseček, označı́me

{xj}Nj=1

Definujme nespojité po částech konstantnı́ funkce

ψi(x) :=


1 x ∈ Si,
0 jinde,

pro i = 1, . . . , N a spojité po částech afinnı́ funkce

ϕj(x) :=


1 x = xj ,
0 x = xj−1, x = xj+1, ϕ(x) je lineárnı́ na každém segmentu Si

0 x /∈ {Sj−1,Sj},

pro j = 1, . . . , N .

Přı́slušné prostory ze slabé formulace úlohy nahradı́me jejich konečně-dimenzionálnı́mi
aproximacemi, které sestavı́me jako lineárnı́ obaly právě definovaných bázı́,

H− 1
2 (∂Ω) : Wh := Lin {ψi}Ni=1 ⊂ H− 1

2 (∂Ω),

H
1
2 (∂Ω) : Vh := Lin {ϕj}Nj=1 ⊂ H

1
2 (∂Ω).

Index h značı́ diametr diskretizovaných elementů. Galerkinova aproximace hraničnı́
úlohy pak vypadá následovně

∀wh ∈ Wh : 1
2⟨wh, uh⟩ = ⟨wh, V (th)⟩ − ⟨wh,K(uh)⟩ ,

∀vh ∈ Vh : 1
2 ⟨th, vh⟩ = ⟨K ′ (th) , vh⟩+ ⟨D(uh), vh⟩ ,

kde uh ∈ Vh aproximuje γ0u a th ∈ Wh aproximuje γ1u. Pokud budeme dané funkce
hledat jako lineárnı́ kombinaci přı́slušných bázových funkcı́,

∀uh ∈ Vh : uh(x) =

N
j=1

ujhϕj(x, )

∀th ∈ Wh : th(x) =

N
j=1

tjhψj(x),
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pak je úloha ekvivalentnı́ s následujı́cı́mi soustavami lineárnı́ch rovnic

1
2Mh · ūh = Vh · t̄h −Kh · ūh,

1
2M

T
h · t̄h = KT

h · t̄h +Dh · ūh,

kde vektory ūh a t̄h odpovı́dajı́ koeficientům lineárnı́ kombinace,

ūh = (u1h, u
2
h, . . . , u

N
h )T , t̄h = (t1h, t

2
h, . . . , t

N
h )T .

Stejnou manipulacı́ jako ve spojité podobě můžeme i ted’ vyjádřit aproximaci Steklov-
Poincarého operátoru Sh ∈ RN×N v diskrétnı́ podobě

Sh :=


1

2
MT

h +KT
h


V −1
h


1

2
Mh +Kh


+Dh,

dostaneme tak výslednou soustavu

Shūh =MT
h t̄h.

Jednotlivé matice ve vyjádřenı́ Sh jsou:

• Diskrétnı́ operátor jednoduché vrstvy Vh ∈ RN×N , definován jako

Vh[i, j] := ⟨ψi, V (ψj)⟩ = − 1

2π


∂Ω
ψi(x)


∂Ω
ψj(y) log ∥x− y∥ dsy dsx

= − 1

2π


Si


Sj

log ∥x− y∥ dsy dsx,

pro i, j = 1, . . . , N , který je symetrický a pozitivně definitnı́.

• Diskrétnı́ operátor dvojvrstvy Kh ∈ RN×N definujeme

Kh[i, j] := ⟨ψi,K (ϕj)⟩ =
1

2π


∂Ω
ψi(x)


∂Ω
ϕj(y)

(x− y, n(y))

∥x− y∥2
dsy dsx

=
1

2π


Si


Sj−1∪Sj

ϕj(y)
(x− y, n(y))

∥x− y∥2
dsy dsx,

pro i, j = 1, . . . , N .

• Diskrétnı́ adjungovaný operátor k operátoru dvojvrstvy K ′
h ∈ RN×N je transpozicı́

diskrétnı́ho operátoru dvojvrstvy:

K ′
h := KT

h .
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• Diskrétnı́ hypersingulárnı́ operátor Dh ∈ RN×N definovaný

Dh[i, j] := ⟨D(ϕi), ϕj⟩

= − 1

2π


∂Ω

dϕj

dt
(x)


∂Ω

log ∥x− y∥ dϕi

dt
(y) dsy dsx,

pro i, j = 1, . . . , N , kde
dϕj

dt
(x)

je derivace podle tečny, tzv. tangenciálnı́ derivace. Vyčı́slenı́ matice Dh tak prove-
deme přenásobenı́m matice Vh maticı́ těchto tangenciálnı́ch derivacı́

Dh = T T
h VhTh,

kde
Th[i, j] :=

dϕj

dt
(x), x ∈ Sj

pro i, j = 1, . . . , N .

• Matice hmotnosti Mh ∈ RN×N dána

Mh[i, j] := ⟨ψi, ϕj⟩ =

∂Ω
ψi(x)ϕj(x) dsx =


Si

ϕj(x) dsx

pro i, j = 1, . . . , N .

Matice Steklov-Poincarého operátoruSh sestavená z těchto matic je symetrická a pozitivně
definitnı́.

Vyčı́slenı́ jednotlivých integrálů je dále ještě poměrně pracné, mnohé z nich obsahujı́
nepřı́jemné singularity, se kterými je třeba zacházet velmi opatrně. Na integrály, které
singularity neobsahujı́ můžeme použı́t Gaussovu kvadraturu. Jak se vypořádat s jednot-
livými přı́pady naleznete v [15, 7]. Všechny tyto hraničně-prvkové matice jsou plné, což
má za následek nepřı́jemnou manipulaci s nimi a poměrně velké omezenı́ z hlediska
pamět’ových nároků pro rozsáhlejšı́ úlohy.

3.4 Kombinace FEM a BEM matic

Vrat’me se zpět do situace z kapitoly 2, tedy uvažujme polygonálnı́ oblast Ω ⊂ R2, která je
rozložena na N nepřekrývajı́cı́ch se podoblastı́, elementů Ti, které jsou polygony a tvořı́
hrubou diskretizaci TH této oblasti,

Ω =

N
i=1

T i, TH = {T1, T2, . . . , TN}, Ti ... polygon.

Nad touto diskretizacı́ máme konečně-dimenzionálnı́ prostor, ve kterém hledáme apro-
ximaci řešenı́ globálnı́ Dirichletovy úlohy. V tomto prostoru uvažujme spojitou konečně-
prvkovou bázi, jejı́ž prvky jsou jednoznačně určeny hodnotami v uzlech diskretizace.



40

Bázová funkce ϕ̃i(x) nabývá hodnoty jedna v i-tém uzlu diskretizace a ve všech ostatnı́ch
uzlech má hodnotu nula. Na hranách každého elementu je funkce ϕ̃i(x) lineárnı́ a uvnitř
každého elementu je harmonická, standardně pro trojúhelnı́kové elementy je lineárnı́ a
pro obdélnı́kové elementy je bilineárnı́.

Pro tuto úlohu máme definovanou bilineárnı́ formu, podle které sestavujeme přı́sluš-
nou matici bilineárnı́ formy (matici tuhosti), což provádı́me po jednotlivých elementech
Tk,

A[i, j] =


Ω
∇ϕ̃i(x)∇ϕ̃j(x) dx =


T∈Tk


T
∇ϕ̃i(x)∇ϕ̃j(x) dx.

Lokálně si tedy na každém elementemT ∈ Tk můžeme úlohu pro takovéto bázové funkce,
tzn. harmonické na každém elementu a jednoznačně určené hodnotami na hranici, resp.
ve vrcholech, napsat jako

−∆ϕ̃i(x) = 0 v T,
ϕ̃i(x) = ϕi(x) na ∂T,

pro i = 1, . . . , n, kde n je počet uzlů diskretizace TH a ϕi je přı́slušná bázová funkce
odpovı́dajı́cı́ i-tému uzlu pro hraničnı́ úlohu na elementu T . Taková bázová funkce, která
je spojitá, po částech lineárnı́, v i-tém uzlu nabývá hodnoty jedna a ve všech ostatnı́ch
uzlech elementu T je nulová. Podle vztahu (3.8) je pak lokálnı́ matice bilineárnı́ formy na
elementu T ekvivalentnı́ matici Steklov-Poincarého operátoru,

A[i, j] =


T
∇ϕ̃i∇ϕ̃j dx = ⟨S(ϕi), ϕj⟩ ≈ ⟨Sh(ϕi), ϕj⟩.

Vı́ce o kombinaci FEM a BEM přı́stupu můžete najı́t v [5].

Obrázek 11: Ekvivalentnı́ bázová funkce na hranici a v objemu pro trojúhelnı́kový element.
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Obrázek 12: Ekvivalentnı́ bázová funkce na hranici a v objemu pro obdélnı́kový element.



42

4 Numerické experimenty

V této kapitole otestujeme představenou metodu řešenı́ na modelové úloze pro několik
různých přı́padů. Nejdřı́ve si ve zkratce naznačı́me jak postupovat při řešenı́ modelové
úlohy a jak sestavit odpovı́dajı́cı́ matici úlohy s předpodmı́něnı́m, kterou budeme ná-
sledně řešit metodou sdružených gradientů. U jednotlivých numerických experimentů
budeme sledovat počty iteracı́ pro danou úlohu v závislosti na hrubé a jemné diskreti-
zaci, které jsou dány parametryH a h. V kapitole 2.2 jsme zkonstruovali odhad pro danou
metodu řešenou na trojúhelnı́kové hrubé sı́ti. Tento odhad srovnáme s napočı́tanými vý-
sledky a uvidı́me jak, a jestli vůbec, se konvergence zhoršı́ při využitı́ hraničně-prvkového
přı́stupu na konstrukci matice globálnı́ úlohy na hrubé sı́ti. Také nás bude zajı́mat cho-
vánı́ metody v přı́padě, kdy dekompozicı́ budou složitějšı́ tvary. Otestujeme to na tzv.
L-shape, tedy tvary pı́smene L, kde by se mohlo projevit zhoršenı́ v důsledku nekonvexity
polygonu.

Uvažujme nynı́ modelovou 2D úlohu

−div(ρ(x)∇u(x)) = 1 v Ω := ⟨−1
4 ,

1
4⟩ × ⟨−1

4 ,
1
4⟩,

u(x) = 0 na ∂Ω,

kde ρ(x) je po částech konstantnı́ funkce, kterou budeme později při konkrétnı́ch testech
blı́že specifikovat. Oblast Ω zde schválně volı́me tak, aby jejı́ diametr byl menšı́ než 1, což
potřebujeme pro využitı́ hraničně-prvkových matic (kapitola 3). Zadaná oblast Ω je tedy
čtverec se středem v počátku souřadnicového systému, stranami rovnoběžnými s osami
a délkou strany

d =
1

2
.

Oblast Ω vždy rozdělı́me na N stejných podoblastı́ s diametrem H . Tı́mto dostaneme
hrubou diskretizačnı́ sı́t’. Definujeme rozhranı́ Γ tak jak jsme to udělali v kapitole 1, tedy
jako všechny hranice jednotlivých podoblastı́ bez globálnı́ Dirichletovy hranice ∂Ω. Pro
každou podoblast pak dále sestavı́me jemnou triangulaci s diametrem h. Nad těmito
triangulacemi budeme aproximovat řešenı́ u(x) pomocı́ spojitých po částech lineárnı́ch
bázových funkcı́ viz obrázek 3. Dále při řešenı́ budeme postupovat podle kapitol 1 a 2.
Nejdřı́ve sestavı́me lokálnı́ maticeAii a vektory bi pro i = 1, . . . , N . Z nich poté sestavı́me
globálnı́ matici a vektor

A =


AII AIΓ

AΓI AΓΓ


, b̄ =


b̄I

b̄Γ


.

Dalšı́m krokem je sestavenı́ matice předpodmı́něnı́ A podle (2.8), což provedeme po jed-
notlivých částech. Matici AII již máme vytvořenou, zbývá tedy zkonstruovat aproximaci
Schurova doplňku, matici S. Sestrojı́me matici lineárnı́ interpolace RE , dále pak matici
lokálnı́ Dirichletovy úlohy kolem každé hrany S̄EE a nakonec matici matici globálnı́ Di-
richletovy úlohy AH . Jakmile máme k dispozici matici úlohy, matici předpodmı́něnı́ a
přı́slušnou pravou stranu, můžeme úlohu vyřešit metodou předpodmı́něných sdruže-
ných gradientů, algoritmus nalezneme např. v [10] (kap. 10.4) nebo [12] (kap. 6.7). Při
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řešenı́ se vyhneme sestrojenı́ inverze předpodmı́něnı́, což je náročná operace. Aplikaci
předpodmı́něnı́ v metodě sdružených gradientů provádı́me po částech, viz algoritmus 1.

1: r := [rI , rΓ]T {Residuum z předchozı́ho kroku}
2: s = z := 0
3: for i = 1, . . . , N do
4: zi = Aii\ri
5: sΓ = sΓ +AΓi · zi
6: end for
7: q := rΓ − sΓ

8: zΓ = S\q
9: for i = 1, . . . , N do

10: zi = zi +Aii\

−AiΓ · zΓ


11: end for
12: return z = [zI , zΓ]T

Algoritmus 1: Aplikace předpodmı́něnı́ v metodě sdružených gradientů

Co nás nakonec zajı́má je počet iteracı́ uvedené metody pro jednotlivé řešené přı́pady
v závislosti na celkovém počtu podoblastı́ pro různé poměry hrubé a jemné diskretizace
H/h. OblastΩ z modelové úlohy budeme rozkládat v prvnı́m přı́padě na čtverce a budeme
srovnávat výsledky pro variantu, kdy matici AH sestavı́me metodou konečných prvků,
s variantou, kdy ji sestavı́me pomocı́ hraničnı́ch prvků. V dalšı́m přı́kladu budeme roz-
kládat oblast Ω na podoblasti tvaru pı́smene L (L-shape). V tomto přı́padě již nebudeme
mı́t k dispozici možnost srovnánı́ hraničně-prvkového přı́stupu s tı́m konečně-prvkovým,
nebot’pomocı́ klasické metody konečných prvků matici AH nelze sestrojit. Všechny testy
budeme provádět ve dvou variantách, jednou bez skoků v koeficientech a podruhé se
skoky v koeficientech, kdy jednotlivé skoky budou vždy o tisı́c. Z odhadů v kapitole 2.2
budeme očekávat následujı́cı́,

počet iteracı́ = O


1 + ln

H

h

2

. (4.1)

4.1 Dekompozice na čtverce

Prvnı́ testovanou úlohou je dělenı́ čtvercové oblasti Ω na N stejných čtverců. Oblast
Ω rozdělı́me v obou směrech rovnoměrně na Ni částı́ s krokem H̃ , výsledná čtvercová
mřı́žka má N = N2

i částı́. Každá podoblast je pak rovnoměrně diskretizována s krokem
h̃ na malé čtverce a dále na trojúhelnı́ky, které jsou elementy diskretizace. Dekompozice
je znázorněna na obrázku 13.

Pro tuto uvedenou geometrii úlohy testujeme dva přı́pady rozmı́stěnı́ koeficientů
ρ(x), viz obrázek 14. V prvnı́m přı́padě uvažujme funkci ρ(x) ≡ 1, tedy bez skoků
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h̃

H̃

Obrázek 13: Dekompozice čtvercové oblasti Ω na menšı́ čtverce.

ρ(x) = 1 ρ(x) = 1 ρ(x) = 1

ρ(x) = 1 ρ(x) = 1 ρ(x) = 1

ρ(x) = 1 ρ(x) = 1 ρ(x) = 1

ρ(x) = 103 ρ(x) = 1 ρ(x) = 103

ρ(x) = 1 ρ(x) = 103 ρ(x) = 1

ρ(x) = 103 ρ(x) = 1 ρ(x) = 103

Obrázek 14: Rozloženı́ funkce ρ(x), vlevo je konstantnı́ na celé oblasti Ω a nabývá hodnoty
1, vpravo nabývá střı́davě hodnot 1 a 1000.
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v koeficientech. V druhém přı́padě uvažujme funkci ρ(x), která nabývá střı́davě hodnot 1
a 1000 na jednotlivých podoblastech (šachovnice). Pro oba nı́že uvedené přı́pady testujeme
úlohu pro N rovno 4, 16, 64, 256 a 1024, s poměry H/h rovny 4, 8, 16, 32 a 64. Poměr
H/h, kde H je diametr podoblasti a h je diametr diskretizace, odpovı́dá pro čtvercové
podoblasti a trojúhelnı́kové elementy poměru dělenı́ H̃/h̃ znázorněném na obrázku 13.
Relativnı́ přesnost v metodě sdružených gradientů je ε = 1e−4. Při konstrukci hraničnı́ch
operátorů jsou některé integrály počı́tány numericky pomocı́ Gaussových kvadraturnı́ch
vzorců čtvrtého řádu.

4.1.1 Globálnı́ úloha pomocı́ FEM

Matici AH sestavı́me jako matici globálnı́ Dirichletovy úlohy na hrubé sı́ti metodou ko-
nečných prvků. Elementy sı́tě jsou v tomto přı́padě čtverce, konečně-prvková bázová
funkce na čtverci je bilineárnı́ funkce s předpisem

ϕ(x) = b1 + b2x1 + b3x2 + b4x1x2, b1, b2, b3, b4 ∈ R, x = (x1, x2),

která nabývá hodnoty jedna v jediném rohu čtverce a ve všech ostatnı́ch rozı́ch je nulová.
Nad stranami čtverce je funkce lineárnı́, viz obrázek 12 vpravo.

N

H/h 4 16 64 256 1 024

4 49 225 961 3 969 16 129
13 81 385 1 665 6 913

4/4 12/12 13/13 13/13 13/13

8 225 961 3 969 16 129 65 025
29 177 833 3 585 14 849

5/5 14/14 15/15 17/17 17/17

16 961 3 969 16 129 65 025 261 121
61 369 1 729 7 425 30 721

5/5 16/16 20/20 21/21 21/21

32 3 969 16 129 65 025 261 121
125 753 3 521 15 105
6/6 19/19 25/25 25/25 –/–

64 16 129 65 025 261 121 1 046 529
253 1 521 7 105 30 465
7/7 22/22 29/29 29/29 –/–

Tabulka 1: Výsledky pro různé kombinace dekompozice a diskretizace, dělenı́ na čtverce,
AH - FEM.
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Výsledky testovánı́ uvedené metody pro danou situaci jsou zaznamenány v tabulce 1.
Čı́sla uvedená v každé buňce tabulky majı́ následujı́cı́ význam, v hornı́m řádku je di-
menze úlohy9, respektive celkový počet neznámých matice A, v prostřednı́m řádku je
dimenze rozhranı́ Γ, neboli počet neznámých odpovı́dajı́cı́ matici S, a v poslednı́m řádku
je uvedena dvojice čı́sel odpovı́dajı́cı́ počtu iteracı́ bez skoků v koeficinetech / počet iteracı́
se skoky v koeficientech.

Z výsledků vidı́me, že použitá metoda je pro daný přı́pad dokonale robustnı́, počty
iteracı́ vůbec nezávisı́ na skocı́ch v koeficientech materiálové funkce ρ(x). Dále je patrné,
že počty iteracı́ asymptoticky10 nezávisı́ na počtu podoblastı́, ale pouze na poměru H/h.
Takovéto chovánı́ jsme očekávali z uvedených odhadů. Ovšem v tomto přı́padě se zdá, že
metoda konverguje lépe. V očekávaném odhadu (4.1) figuruje druhá mocnina logaritmu,
výsledky však ukazujı́ na chovánı́ v podobě

počet iteracı́ = O


1 + ln

H

h


.

Poznámka 4.1 V uvedených tabulkách jsou vždy poslednı́ dvě buňky prázdné, to je
dáno rozměry přı́slušné úlohy, která se již nepovedla napočı́tat na běžném stolnı́m PC
bez použitı́ paralelnı́ implementace.

4.1.2 Globálnı́ úloha pomocı́ BEM

Předchozı́ úloha je zde uvedena pouze pro srovnánı́, hlavnı́m cı́lem této práce je právě
nahradit matici AH maticı́ Steklov-Poincarého operátoru, což nám umožnı́ řešit úlohu
pro obecnějšı́ tvar podoblastı́. Nynı́ se tedy podı́vejme na chovánı́ metody pro dělenı́
na čtverce v přı́padě, kdy maticiAH aproximujeme maticı́ Steklov-Poincarého operátoru.
Jako bázové funkce v hraničně-prvkovém úloze uvažujeme funkce popsané v kapitole 3.4,
viz obrázek 12 vlevo.

Tabulka 2 opět zaznamenává totéž jako tabulka 1, počty neznámých celé soustavy
a počty neznámých na hranici zůstávajı́ stejné, nebot’ se jedná stále o stejnou geometrii
úlohy. Nové údaje jsou zde pouze počty iteracı́, ty ovšem vyšly i v tomto přı́padě téměř
stejné. Lišı́ se pouze na pár mı́stech kde je v tomto přı́padě o jednu iteraci vı́ce. I po na-
hrazenı́ matice AH hraničně prvkovou maticı́ tak dostáváme velmi uspokojivé, vı́ceméně
totožné, výsledky pro konvergenci představené metody.

9V soustavách neuvažujeme uzly odpovı́dajı́cı́ nulové Dirichletové hranici.
10Počet iteracı́ se pro velká N ustálı́ na nějaké hodnotě a dále již na N nezávisı́.
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N

H/h 4 16 64 256 1 024

4 49 225 961 3 969 16 129
13 81 385 1 665 6 913

4/4 12/12 13/13 13/13 13/13

8 225 961 3 969 16 129 65 025
29 177 833 3 585 14 849

5/5 14/14 15/15 17/17 17/17

16 961 3 969 16 129 65 025 261 121
61 369 1 729 7 425 30 721

5/5 17/17 21/21 21/21 21/21

32 3 969 16 129 65 025 261 121
125 753 3 521 15 105
6/6 19/19 25/25 25/25 –/–

64 16 129 65 025 261 121 1 046 529
253 1 521 7 105 30 465
7/7 22/22 29/29 29/29 –/–

Tabulka 2: Výsledky pro různé kombinace dekompozice a diskretizace, dělenı́ na čtverce,
AH - BEM.

4.2 Dekompozice na L-Shape

Druhou testovanou úlohou je dělenı́ zadané čtvercové oblasti Ω na N stejných částı́
tvaru pı́smene L, tzv. L-shape. Oblast rozdělı́me v obou směrech rovnoměrně na Ni částı́
s krokem H̃ , čı́mž vznikne čtvercová mřı́žka. Každý čtverec potom dále rozdělı́me na dvě
části tvaru L, dostáváme tak celkem N = 2 · N2

i podoblastı́. Každá takováto podoblast
tvaru L je pak rovnoměrně diskretizována s krokem h̃ na trojúhelnı́ky stejně jako tomu
bylo v předchozı́m přı́kladě. Dekompozice je znázorněna na obrázku 15.

Pro tuto geometrii úlohy testujeme opět dva přı́pady rozmı́stěnı́ koeficientů ρ(x).
V prvnı́m přı́padě budeme uvažovat konstantnı́ funkci ρ(x) ≡ 1 na celém Ω a v druhém
přı́padě budeρ(x)nabývat střı́davě hodnot 1 a 1000, jak je naznačeno na obrázku 16. Úlohu
otestujeme pro N rovno 8, 32, 128, 512 a 2048 s poměry H̃/h̃ rovny 6, 12, 24, 48, 96 což
po řadě odpovı́dá poměrům11 H/h rovným přibližně 5, 10, 21, 41 a 82. Relativnı́ přesnost
v metodě sdružených gradientů je ε = 1e − 4. Při konstrukci hraničnı́ch operátorů jsou
některé integrály počı́tány numericky pomocı́ Gaussových kvadraturnı́ch vzorců čtvrtého
řádu.

11Podle definice H a h jako diametrů množin platı́, že H/h
.
= 0, 86 · H̃/h̃.
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h̃

H̃

Obrázek 15: Dekompozice čtvercové oblasti Ω na L-shape.

ρ(x) = 1

ρ(x) = 103

Obrázek 16: Rozloženı́ funkce ρ(x), vlevo je konstantnı́ na celé oblasti Ω a nabývá hodnoty
1, vpravo nabývá střı́davě hodnot 1 a 1000.

Pro takovýto tvar podoblastı́ již nejsme schopni rozumně zkonstruovat matici globálnı́
Dirichletovy úlohyAH na hrubé sı́ti pomocı́ konečně-prvkové báze. Proto zde již nemáme
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k dispozici žádné srovnánı́ a pro výpočet budeme uvažovat pouze situaci, kdy matici
aproximujeme pomocı́ hraničně-prvkového přı́stupu Steklov-Poincarého operátorem.

N

H̄/h̄ 8 32 128 512 2 048

6 121 529 2 209 9 025 36 481
49 241 1 057 4 417 18 049

11/14 14/19 16/20 16/21 16/22

12 529 2 209 9 025 36 481 146 689
105 513 2 241 9 345 38 145

13/17 16/23 19/24 19/25 19/27

24 2 209 9 025 36 481 146 689 588 289
217 1 057 4 609 19 201 78 337

16/20 20/27 22/29 22/31 22/32

48 9 025 36 481 146 689 588 289
441 2 145 9 345 38 913

18/23 23/33 26/35 26/36 –/–

96 36 481 146 689 588 289 2 356 225
889 4 321 18 817 78 337

21/28 27/38 30/41 30/42 –/–

Tabulka 3: Výsledky pro různé kombinace dekompozice a diskretizace, dělenı́ na L-shape,
AH - BEM.

Výsledky testovánı́ jsou uvedeny v tabulce 3. Jednotlivá čı́sla v tabulce majı́ stejný
význam jako v předchozı́ch dvou, tedy čı́slo v prvnı́m řádku buňky je dimenze úlohy,
respektive počet neznámých matice A, v druhém řádku je dimenze úlohy pro Schurův
doplňěk, neboli počet neznámých matice S, a dvojice čı́sel v poslednı́ řádku uvádı́ počet
iteracı́ bez skoků v koeficientech / se skoky v koeficientech. Můžeme vidět, že úloha
po dekompozici na podoblasti tvaru L (L-shape) již nenı́ tak robustnı́ a docházı́ k malým
rozdı́lům v počtech iteracı́ v závislosti na skocı́ch v koeficientech. Konvergence pro přı́pad
se skoky v koeficientech je o něco horšı́, stále však relativně dobrá a pro naše potřeby
uspokojivá. Výsledky opět odpovı́dajı́ podobnému chovánı́ jako v předchozı́m přı́kladě
pouze se zhoršenými konstantami.
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5 Závěr

V této práci jsme si ukázali principy primárnı́ metody rozloženı́ oblasti a jeden ze způsobů
jak pomocı́ této metody řešit parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice. Speciálně jsme se zaměřili
na metodu řešenı́ Poissonovy úlohy ve dvou dimenzı́ch s předpodmı́něnı́m. Hlavnı́m
tématem práce byla konstrukce předpodmı́něnı́ pro úlohu ve dvou dimenzı́ch, jeho ana-
lýza a následná implementace metody hraničnı́ch prvků. Odhady pro trojúhelnı́kové
podoblasti a pro použitı́ metody konečných prvků deklarujı́ čı́slo podmı́něnosti dané
úlohy O((1 + log(H/h))2) nezávisle na skocı́ch v koeficientech, kde H je maximálnı́ di-
ametr podoblasti a h je diskretizačnı́ parametr. Tomuto by tedy měly odpovı́dat počty
iteracı́. Při numerických experimentech jsme ověřili, že zvolená metoda funguje velmi
dobře. Očekávané analytické odhady se ukázaly jako nadhodnocené a ukázalo se, že
počty iteracı́ odpovı́dajı́ spı́šeO(1+log(H/h)). Nahrazenı́ řešenı́ globálnı́ úlohy pro před-
podmı́něnı́ metodou hraničnı́ch prvků se osvědčilo, konvergence metody zůstala stejná,
v přı́padě se L-shape se sice zhoršila, ne však nijak výrazně. Využitı́ hraničnı́ch prvků
v této metodě nám umožňuje se v praxi vypořádávat s obecnějšı́mi tvary podoblastı́ než
bylo doposud možné s využitı́m metody konečných prvků.

Dalšı́m tématem ke zpracovánı́ se nabı́zı́ přenést tento předpodmiňovač do 3D, kde by
se změnil poměr prvků uvnitř podoblasti vůči těm hraničnı́m a jednotlivé části předpod-
mı́něnı́ by tak mohly mı́t ve výsledku jiný význam než ve 2D. Pro uvedenou metodu ve
3D (bez použitı́ hraničnı́ch prvků) jsou již známy analytické odhady, které jsou O(H/h),
což je horšı́, než jak je tomu ve 2D. Proto bychom tuto metodu ve třech dimenzı́ch na-
hradili tzv. wire-basket metodou, ve které se dá obdobně aplikovat metoda hraničnı́ch
prvků.

Dále by bylo vhodné vyzkoušet aplikaci hraničnı́ch prvků i na dalšı́ části předpodmı́-
něnı́. Pro úlohu na rozhranı́ se tato možnost přı́mo nabı́zı́ a řešenı́ metodou hraničnı́ch
prvků by mohlo být přirozenějšı́ a efektivnějšı́ než jak je to doposud při použitı́ konečných
prvků. Poslednı́ úlohou, která se týká konstrukce předpodmı́něnı́ jsou lokálnı́ úlohy na
podoblastech, které mohou být taky řešeny metodou hraničnı́ch prvků. Bylo by určitě za-
jı́mavé toto vyzkoušet a otestovat ve 2D a poté přı́padně použı́vat ve 3D, kde by aplikace
hraničnı́ch prvků měla výraznějšı́ význam pro ušetřenı́ nároků na výpočet.

Lukáš Malý
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