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1 Algebraické operace

DEFINICE 1
(Binarni) algebraicka operace o na neprazdné mnozing

A je zobrazeni
o: Ax A>3 (a,b) —aobe A

Operace o na mnoziné A tedy kazdé usporadané dvojici
(a,b) € A x A prvkl a,b € A prirazuje jednoznacné
uréeny prvek a o b € A.

PRIKLAD 1 S&itdni + definované na mnozing redlnych &isel R,
které napriklad dvojici (2,3) € R x R pfifazuje prvek
24+3=05€cR.
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2 Vektorovy prostor

DEFINICE 2

Redlnym (komplexnim) vektorovym prostorem rozumime mnozinu
V s algebraickou operaci + : V x V 3 (u,v) — u+wv € V), kterou
nazyvame scitdni vektorii a zobrazenim R(C) xV 3 (a,v) — av €
V), které nazyvame ndsobeni skaldrem, pricemz plati:

VP1 Vu,vvweV:iu+(v+w)=(u+v)+w

VP2 JoeVWuelV:u+o=0+u=u

VP3 VvueVi—ueV:u+(—u)=-ut+u=o

VP4 VuveVY:u+v=v+u

VPS5 Va e R(C)Vu,veV:a(u+v)=au+av

VP6 Vo,3 e RIC)Vu e V: (a+ f)u=au+ fu

VP7 Vo, € R(C)Vu e V: a(fu) = (af)u

VP8 VuecV:1lu=u
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2 Vektorovy prostor

PRIKLAD 2 Redlné aritmetické vektory daného fddu n se s¢itdnim
vektorl a s nisobenim skalarem po slozkach tvori realny vektorovy
prostor. Jeho nulovy prvek jeo = [0, ...,0], proa = [aq, ..., a,] je
inverznim prvkem —a = |—ay, ..., —a,]. Pron = 1 je mnoZina

skalaru 1 vektoru stejna.

PRIKLAD 3 MnozZina F vSech redlnych funkci s operaci +
definovanou pro kazdé realné x rovnosti

(f +9)(x) = flz) + g(x)
a s nasobenim skaldrem, které pro kazdé o € R a f € F definuje
funkci af € F rovnosti (a.f)(x) = a.f(x), tvori redlny vektorovy
prostor. Nulovy prvek o tohoto prostoru je dan predpisem o(x) = 0,
prvek opacny k f je definovan pomoci (—f)(x) = — f(x).
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2 Vlastnosti vektorovych prostoru

VETA 1
Necht V je vektorovy prostor s nulovym prvkem o, u € V a necht
« je libovolny skalar. Pak plati nasledujici rovnosti:

l. Ou=o0
2. ao=0
3. (—l)u=—u
DUKAZ:
. ou'Z 0u+o '= Ou+ (Ou + (—(Ou))) Z! (Ou + Ou) + + (—(0u))
=2 (04 0)u+ (—(0u)) = 0u+ (—(0u)) = o.

2. Pouzijeme-li 1 pro u = o, dostaneme 0o = o, takze

ao = a(00) ‘= (a0)o = 0o = o.

3. u+ (—1)u L u+ (—1)u i ( L

1+ (—1))u=0Ou=o.
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3 Vektorovy podprostor

DEFINICE 3
Neprazdna mnozina 4 C V je podprostorem vektorového prostoru
V), jestlize U je vektorovy prostor vzhledem ke sCitani vektoru a

nasobeni skalarem v prostoru V.

VETA 2
MnozZzina U C V je podprostorem vektorového prostoru V' pravé

tehdy, kdyz pro libovolné dva prvky u, v € U a pro libovolny skalar
« plati:
l. u+veld

2. auel
DUKAZ: Z2 plyne Ou € U i (—1)u € U, takze podle 1. a 3. véty 1 také nulovy

prvek o = Ou i opaény prvek —u = (—1)u patii do Y. Ostatni axiomy

vektorového prostoru jsou splnény ziejme také.
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3 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 4 Necht p je pevné zvolend piimka v prostoru
prochazejici zvolenym pocCatkem souradnic. Pak mnozina vSech
polohovych vektoru bodil na pfimce p tvoii podprostor vektorového

prostoru vSech vazanych vektort v prostoru.

PRIKLAD 5 Pro dané k > 1 je mnoZina P, vSech mnohoclent

stupné mensiho nez £ podprostorem vektorového prostoru F
z prikladu 3.

PRIKLAD 6 Nechf V je libovolny prostor. Pak O = {o} je
podprostorem V, nebof o + 0 = o a pro libovolny skalér « plati, Ze
a0 = 0. Vektorovy prostor O je nejmensi podprostor daného

vektorového prostoru a nazyva se nulovym podprostorem.
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3 Vektorovy podprostor

PRIKLAD 7 Necht S = {vy,..., v} je kone¢nd mnoZina vektord

vektorového prostoru ). MnoZzina vSech vektoru, které 1ze zapsat ve
tvaru u = a1 vy + - - - + ag vy je podprostorem vektorového prostoru
V, ktery nazyvame linedrni obal mnoZziny S. Linearni obal dané

mnoziny vektorti S zna¢ime (S) = (vy,..., V).

PRIKLAD 8 U = {[uy, uz, us] € R? : uy — 2uy + ug = 0} tvori
podprostor vektorového prostoru R3. VyieSime-li soustavu jedné
rovnice o trech neznamych u; — 2uy + ug = 0 dostaneme teSeni ve
tvaru u; = 2t — s, us = t,u3 = s s parametry t, s € R. Pak muZeme
podprostor I/ zapsat ve tvaru:

U=1{2t—s,t,s|,t,s € R} ={t[2,1,0] + s[—1,0,1],t,s € R} =

= ([2,1,0],[—1,0,1]).
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4 Vektory v matematice a fyzice

m Vektorové prostory zobecnuji pojem vektoru
znamého napt. z fyziky, tj. veliCina majici velikost a
smer

m Nejedna se o veliCiny, které maji velikost a smér
(Co je velikost vektoru z prostoru vsech funkci
F7

m Dokonce 1 veliCiny, které maji velikost a smér
nemusi splnovat axiomy vektorového prostoru

m V pripadé abstraktnich vektorl je nékdy mozZné je
pro zjednodusSeni nahradit "Sipkami", tj. veliCinami,
které maji velikost a smeér.
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5 Zavislé a nezavislé vektory

DEFINICE 4
Neprazdna kone¢na mnoZina vektori S = {vy,..., vy}
vektorového prostoru V je linedrné nezdvisld, jestlize
rovnice

1V] + -+ QpVp =0 (*)

ma jediné reseni

ap == qa = 0.
Jestlize S = {v1,...,Vi} je nezavisla, fikame také, Ze
vektory vi,...,Vvy jsou nezavislé. Ma-li rovnice (x) i

jiné feSeni, pak fikame, ze S je linedrné zdvisld a vektory
Vi,..., Vg ]Jsou zavislé.

Zékladni pojmy z linedrni a multilinedrni algebry — p. 11/4



5 Zavislé a nezavislé vektory

Geometricky vyznam linearni zavislosti pro
dvourozmérné vazané vektory

o ul=u

/ /

y /
/ ! ovi=u
// O3 Wi=l-w / 2V

v
v

ot uH-low, vilH-losgwi=lo oty uH-loy, vi=lo
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5 Zavislé a nezavislé vektory

PRIKLAD 9 Jestlize vi = [2,—1,0], vy = [1,2,5] avs = [7, —1,5],
pak mnoZina vektord S = {v1, vy, v3} je linedrné zavisla, nebot

3V1—|—V2—V3:O.

PRIKLAD 10 Mnohocleny py(z) =1 — x,pa(x) =5 + 3z — 22° a
p3(z) = 1 + 3x — x* tvoii linedrné zavislou mnoZinu v Ps, nebof
pro kazdé x € R plati 3p;(x) — p2(z) 4+ 2ps(x) = 0, tj.

3p1 — p2 + 2p3 = o.

PRIKLAD 11 Vektory e; = [1,0,0],e, = [0,1,0] aes = [0,0, 1]
tvori linearn€ nezavislou mnozinu realnych tfirozmérnych
aritmetickych vektort, nebot a;e; + asey + azes = o pouze

pI'OOq:0,0Q:0,0é;g:O.
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6 Linearni kombinace a zavislost

DEFINICE 5
Vektor v z vektorového prostoru V budeme nazyvat
linedrni kombinaci vektoru vy, ..., vy € V), jestlize exis-
tuji skalary o, ..., a; tak, ze

V = Q1V]+ -+ QpVg.

PRIKLAD 12 Mnohoélen p;(z) = x z vektorového prostoru P;
vSech linearnich redlnych mnohoclent je linearni kombinaci
mnohoClent ps(z) = x + 1 a p3(z) = x + 2, nebot pro libovolné
realné x plati

pi(z) =z =2(x+1) - (z+2) =2p(z) — p3(2),
takze p; = 2py — ps.
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6 Linearni kombinace a zavislost

VETA 3
Kone¢na mnoZina nenulovych vektord S = {vy,...v,,}

je linearn¢ zavisla, prave kdyz existuje k£ > 2 tak, ze
vektor v, je linearni kombinaci vektoru v, ..., vi_1.
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7 Postacujici podminky pro nezavislos
funkci

Necht' § ={f1,..., fr} je kone¢na mnozina realnych funkci
vektorového prostoru F. S je nezavisla pravé tehdy, kdyz z

Oélfl(ﬂf) + - Oékfk(i') = (

pro vSechna x € R plyne, ze a; = -+ - = oy, = 0.
Dosadime-li za x postupné rlizna ¢isla x4, . . . , 3, dostaneme
soustavu k linearnich rovnic o k£ neznamych a4, ..., a; ve tvaru:
Oélfl(CEl) + ... + Oékfk(CEl) = 0
Cklfl(iljk) + ... + @kfk(zk) = 0

Pokud ma tato soustava regularni matici, plyne odsud, Ze
a; = --- = = 0ad jenezivisla mnozina.

Zékladni pojmy z linedrni a multilinedrni algebry — p. 16/4



7 Postacujici podminky pro nezavislos
funkci

PRIKLAD 13 Rozhodnéte, zda jsou mocniny z, 7% a ° linedrné
nezavisleé.
RESENT{:Zvolime si body z1 = 1, 25 = 2 a x5 = 3, které postupné
dosadime do funkci fi(x) = xz, fo(x) = 2%, f3(x) = 2°, a vytvoiime
soustavu: a1 +  as + az = 0

2&1 + 4&2 + 8@3 = 0

30&1 + 9042 + 27043 = 0
Matici této soustavy prevedeme na schodovy tvar. Dostaneme

1 1 1 11 1 1 1 1
2 4 8| -2ty — |0 2 6 — 10 2 6 |.
39 27 | —3ry 0 6 24 | —3r, 00 6

Matice soustavy je regularni, takze soustava ma jen nulové reSeni
a1 = ay = a3 = 0. Funkce x, 2% a 2° jsou tedy linedrné nezavislé.
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8 Baze vektorového prostoru

DEFINICE 6
Kone¢nia mnoZina £ vektortu vektorového prostoru V je

bdze vektorového prostoru V, jestlize
m £ je nezavisla.

m Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linearni kom-
binaci vektoru €.

Ne kazdy vektorovy prostor ma bazi ve smyslu nasi
definice. Napriklad neexistuje zadna koneCna mnozina
realnych funkci, jejichz linearni kombinaci by bylo
mozno vyjadrit libovolnou realnou funkci.
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8 Baze vektorového prostoru

PRIKLAD 14 Vektory e; = [1,0,0],e, = [0,1,0],e3 = [0,0, 1]
tvoif bazi V = R?. Jakykoli vektor v = [vy, v9, v3] tohoto prostoru
Ize vyjadrit ve tvaru v = vie; + v9ey + vzes. Baze £ = (e, e, €3)
je zvlastnim pripadem standardni bdze R", ktera je tvofena radky Ci

sloupci jednotkové matice 1.

PRIKLAD 15 MnohoCleny p,(z) = 1 a pa(x) = x tvoii bazi
vektorového prostoru Ps. Kazdy mnohocClen p(x) = ag + a1z 1ze
zapsat ve tvaru p = agp; + a1p2. Mnohocleny zde povazujeme za
realné funkce definované na celé redlné ose. Necht agp; + a1ps = o,
t]. ag + a1z = 0 pro vSechna x. Pro x = 0 dostavame

ag+ a; -0 =0,odkud ag =0,aprox =1pakza;-1=0

dostaneme a; = 0, takze p; a p, Jsou nezavislé.

Zékladni pojmy z linedrni a multilinedrni algebry — p. 19/4



8 Souradnice vektoru

DEFINICE 7
Necht £ = (eq,...,e,) je uspofddand baze vektort vektorového
prostoru V. Necht v € V. Potom ¢isla vy, . . . , v,, pro ktera plati

V = V1€ + -+ 1 Up€p,
nazyvame souradnice vektoru v v bazi £.
Souradnice kazdého vektoru v € V jsou v dané bazi £ urCeny

jednoznacn€. Budeme je zapisovat také do aritmetického vektoru,

ktery se nazyva souradnicovy vektor a znali se |v|..

PRIKLAD 16 Mnohoélen p(z) = z + 2 md v bazi P = (p1, p2)

z piikladu 15, kde p;(z) = 1 a pa(x) = x, soufadnice 2, 1, neboft
p(x) =z +2=2pi(x) + Ipa(x).

Jeho soufadnicovy vektor je [p|, = |2, 1].
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8 Dimenze vektorového prostoru

DEFINICE 8

Maximalni pocet nezavislych vektort vektorového pro-
storu ) nazyvame dimenzi prostoru )V a znalime
j1 dim). Ma-li vektorovy prostor bazi, je jeho di-
menze rovna poctu vektori biaze a mluvime o
konecnérozmérném prostoru. Podle nasi definice plati
dim{o} = 0. Nema-li nenulovy vektorovy prostor bazi,
mluvime o nekonecnérozmérném prostoru.
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9 Linearni zobrazeni

DEFINICE 9
Necht U,V jsou vektorové prostory. Zobrazeni A : U — V se
nazyva linedrni zobrazeni (operdtor), jestlize pro kazdé dva vektory

u,v € U a skalar « plati:

1. Alu+v) = A(u) + A(v)

2. Alau) = aA(u)
Linearni zobrazeni / — U se Casto nazyva linedrni transformace.
Mnozinu vSech linearnich zobrazeni vektorového prostoru U do

vektorového prostoru V budeme znacit L(U, V). Misto L(U,U ) bu-
deme psat stru¢né L(U). Linearni zobrazeni vektorového prostoru

U do R se nazyvaji linedrni formy nebo linedrni funkciondly.
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9 Linearni zobrazeni

PRIKLAD 17 Funkce y = ax je linedrni transformace R pro
libovolné pevné zvolené a € R, nebot

a(u+v)=au+av a alau)= aau
pro libovolna Cisla u, v a a.

PRIKLAD 18 Funkce f : y = 2z + 1 nenf linedrn{ transformace R,

nebot f(24+2) = f(4) =9 #10= f(2) + f(2).

PRIKLAD 19 Je-li A libovolna redlnd m x n matice, R™!(R™!)
prostor vSech sloupcovych aritmetickych vektorti dimenze n(m),

.
pax Je A:R" 5x— Ax e R™!

linedrni zobrazeni, nebof pro libovolné vektory x a y plati

Ax+y)=Ax+ Ay a A(ax)=aAx.
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9 Linearni zobrazeni

PRIKLAD 20 Zobrazeni D : P, — P, definované pfedpisem

D :p(z) = apa™+- - -+az+ag — p'(z) = na,a" - tagr+ay

je linearni.

Opravdu pro p(z) = a,2" + -+ - +apaq(r) = b,a" + - + by je

(p+q)(xz) = (a, +by)x™ + -+ + (ag + by),

(ap)(x) = (@ay)x™ + -+ - + (aag) a

1. D(p+q) = n(a, +by)x" 4+ -+ (a1 + by) =
=na,z" "+ +a; +nbx" 4 4 by =
=p'(x) +¢'(z) = D(p) + D(q)

2. D(ap) = n(aa,)x™ ' + -+ (aay) = a(na,x™ ' 4+ +ay) =

= ap'(z) = aD(p).
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9 Princip superpozice a inverze line-
arnich zobrazeni

Mnoho technickych problémiu 1ze zformulovat jako dlohu najit pro
dané linearni zobrazeni A : U/ — V apro b € V vektor x € U tak,
aby platilo

A(x) = b. (R)

Predpokladejme nyni, Zze zname napriklad feSeni x; a x5 rovnice

(R) pro dvé pravé strany by a b, tedy Ze plati
A(Xl) = b1 d A(Xg) = bg,

a Ze navic plati b = by + bs.
Pak miZeme urcit feSeni x rovnice () pouhym seCtenim x; a X,
nebot’ pro x = x; + x plati

A(X) = A(Xl + XQ) = A(Xl) + A(Xg) = b1 -+ bg — b.
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9 Princip superpozice a inverze line-
arnich zobrazeni

VETA 4
Necht A : U — V je vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni
vektorového prostoru U/ na vektorovy prostor V. Pak existuje A~}

které je rovnéz linearni zobrazeni.

DUKAZ: Inverzni zobrazeni A~ existuje pro kazdé vzajemné

jednoznacné zobrazeni. Necht’ u = A(x), v = A(y), tedy

x = A"'(u)ay = A'(v), anecht’ « je libovolny skalar. Potom
A7 utv) = A (A(X) + A(y) = A (Alx +y)) = x+y =

A7 (u) + A7 (v),

A (aA(x)) = A7 (A(ax)) = ax = A7 (u).

A7 (au)
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10 Matice linearniho zobrazeni

VETA 5
Necht A : R™1 — R™! je libovolné linedrni zobrazeni. Pak existuje

matice A typu (n, m) tak, Ze pro libovolné x € R"! plati

A(x) = Ax.

DUKAZ: Jelikoz libovolny vektor x € R™! 1ze zapsat ve tvaru

I I
X =T1S] + -+ TmS,,

lze A(x) zapsat pomoci
Ax) = Azt + -+ st ) = 51 A 4+ -+ 2,A(S)) = Ax,
kde

A = [A(S{), ce ,A(S;[n)} — [CLij] .

Zékladni pojmy z linedrni a multilinedrni algebry — p. 27/4



10 Matice linearniho zobrazeni

Budeme predpokladat, ze U/ a V jsou dva vektorové prostory
konecné dimenze s bazemi £ = (ey,...,e,)aF = (fi,...,1,).
DEFINICE 10

Nechft A : U4 — V je linedrni zobrazeni. Pak muZeme vek-
tory A(ey),..., A(e,,) vyjadfit jako linearni kombinace vektort
fi,.... £, ve tvaru:

Aler) = anfi +---4+ auf,

o R T
Matici [Al; » = |ay] = [A(e)] ..., [A(en)] £] nazgvame ma-
tici linedrniho zobrazeni A vzhledem k bdzim (£, F). Jestlizeld =V

a & = F, pak budeme mluvit o matici linedrni transformace vzhle-

dem k bdzi £ a misto [A], . budeme psit strucné [A,.
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10 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 21 Nechf P3, Py maji baze £ = (eq, e2, €3), kde

e1(z) = 1,e2(x) = z,e3(x) = v* a F = (f1, fo), kde fi(z) = 1, fo(z) = =.
Najdéte matici derivace

D:7739pl—>p/€772.

RESEN{: Nejdifve najdeme soufadnice D(e;), D(e2) a D(e3) v bazi F. Jelikoz
D(e1)(x) =0, D(ez)(x) =1a D(e3)(x) = 2z, miZeme napsat piimo:

0O = 0-1 + O0-x
1 = 1-1 + 0-=x
2c0 = 0-1 + 2-x

Soutadnice D(eq), D(es) a D(e3) vzhledem k Ftvorii ziejmé koeficienty na
radcich, které zapiSeme do sloupcti a dostaneme

o,-[08 0]
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10 Matice linearniho zobrazeni

PRIKLAD 22 S vyuzitim feSeni piikladu 21 vypoctéte derivaci libovolného
mnohocClenu p nejvyse druhého stupné.
RESEN{: Mnohoclen p(z) = az? + bz + ¢ € P3 mé v bazi £ soufadnice

ple = [ b

a

JelikoZz jsme si v piikladu 29 ukazali, ze derivace D : P3 — Py ma v bazich £, F

matici
0O 1 0
[D]E,]-':[O 0 2]'
plati
01 0 ¢ b
[p/]}‘: [Dp]]-": [D]s,f[p]gz [ 0O 0 2 ] 2 ] - [ 2a ] '
Odtud
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11 Bilinearni formy

DEFINICE 11
Necht V je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni B : ¥V x V — R se
nazyva bilinedrni forma, jestlize pro libovolné u,v,w € Vaa € R

plati:
1. B(u+v,w)= B(u,w)+ B(v,w)
2. B(au,v) = aB(u,v)
3. B(u,v+w)=B(u,v)+ B(u,w)
4. B(u,av) = aB(u,v)

Bilinearni funkce je tedy pri zvolené hodnoté jedné proménné
linearni funkci druhé proménné. MiiZeme ji povazovat za zobecnéni

funkce f(x,y) = axy dvou proménnych x a y na vektorové prostory.
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11 Definice a priklady

PRIKLAD 23 Na prostoru V = R? sloupcovych vektort dimenze 3 si definujeme

formu B predpisem, ktery kazdé dvojici vektori x = [x;] ay = [y;] pfifazuje
B(x,y) =x'y = z1y1 + T2y + T3Ys.

Interpretujeme-li x jako silu a y jako drahu, pak B(x,y) je prace konana silou x

po draze y. Snadno se ovéfi, ze B je bilinearni forma.

PRIKLAD 24 Necht A = [a;;] je dand redlnd Ctvercovd matice fadu 2. Pak
zobrazendi, které kazdé dvojici sloupcovych vektord druhého fadu x = [z;] a
y = [y:] pfifazuje

B(x,y) = x'Ay = anziy1 + a1221y2 + a21Z2y1 + a223292,

je bilinearni forma.

PRIKLAD 25 Nechf F je vektorovy prostor vSech redlnych funkci. Pak piedpis,
ktery kazdé dvojici funkci f € F a g € F pritazuje

B(f,g) = f(1)g(1) + f(2)g(2),

definuje bilinearni formu.
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11 Klasifikace bilinearnich forem

DEFINICE 12

Necht V je libovolny vektorovy prostor. Bilinedrni forma B se
nazyva symetrickd, jestlize pro libovolné vektory u,v € ) plati
B(u,v) = B(v,u) a antisymetrickd, jestlize B(u,v) = —B(v,u).

PRIKLAD 26 Bilinearni formy z pifkladu 23 a 25 jsou ziejmé
symetrické, zatimco forma z prikladu 24 je symetricka, pravé kdyz
A = A . Bilinearni forma z piikladu 24 bude antisymetrickd, pravé
kdyz A = —A"

Vskutku B(x,y) =y ' Ax = (yTAX)T — (AX)T y=x A'y.
Jelikoz B(y,x) =x' Ay pak B(x,y) = B(y,x) & A=A".
Obdobné B(x,y) = —B(y,x) & A =—-A".
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11 Klasifikace bilinearnich forem

VETA 6
KazZdou bilinearni formu B miZeme vyjadfit ve tvaru souctu syme-

trick€ a antisymetrické formy
B(u,v) = B*(u,v) + B*(u,v),

kde |
B°(u,v) :§(B(u, v) + B(v,u))
BAu,v) =3 (B(u.v) ~ B(v,u)
pficemz B°(u,v) = B%(v,u) a B(u,v) = —B*(v,u).

Formy B® a B* se nazyvaji po fad& symetrickd ¢dst a antisymetrickd

¢ast bilinearni formy 5.

DUKAZ: B(u,v) = 2(B(u,v)+ B(v,u)) + 1 (B(u,v) — B(v,u))

2
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12 Matice bilinearni formy

DEFINICE 13
Necht V je libovolny vektorovy prostor a £& =

(e1,...,e,) je jeho baze. Matici bilinearni formy B v
bazi £ rozumime matici

Ble = [Blei, €;)]

VETA 7
Necht [B]. je matice bilinearni formy B v bazi £ vekto-

rového prostoru V. Pro libovolné vektory x,y € V

B(x,y) = [x]¢ [Blg [y]e -
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12 Matice bilinearni formy

PRIKLAD 27 Najdéte matici bilinedrni formy z pifkladu 3 definované na
prostoru P53 v§ech mnohoclenti nejvyse druhého stupné v bazi £ = (eq, es, e3),
kde e1(z) = 1, ea(x) = z, e3(x) = x2 Vysledek vyuZijte k vycisleni B(p, q) pro

p(z) =1—zaqg(x)=12°—2.

RESEN{: Postupné vypocteme:

B(er,e1) = ei(Der(l)+e1(2)e1(2) = 1-14+1-1 = 2
B(ei,es) = ei(l)ea(l)+e1(2)ea(2) = 1-14+1-2 = 3
B(ei,e3) = ei(l)ez(l)+e1(2)es(2) = 1-14+1-4 = 5
B(es,ea) = ea(l)ea(l) +e2(2)ex(2) = 1-14+2-2 = 5
B(ega,e3) = ea(l)es(l) +ex(2)e3(2) = 1-142-4 = 9
B(es,e3) = e3(l)es(l)+e3(2)e3(2) = 1-1+4-4 = 17

Ostatni prvky matice formy dopoCteme ze symetrie
Bles,e5) = ei(L)e; (1) +€i(2)e;(2) = ej(1)ei(1) +e;(2)es(2) = Blej, €:).
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12 Matice bilinearni formy

PRIKLAD 28 (Pokracovdni)
Matice ma tedy tvar:

[B]gz

Jelikoz -
1
[p]g: —1
0

plati

[ 2 3
Bpg=|1 -1 0|3 5
| 5 9

2 3 5

35 9

5 9 17 |

: -

a[q]f;: —1 )

— - 1_

s1[ o 9 |

9 ~1 =[1—1 0} 4 | =-2
17 || 1 8
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13 Kvadratické formy

DEFINICE 14
Necht V je vektorovy prostor a necht B je bilinedrni forma na V.
Zobrazeni () g definované pro libovolné x € ) predpisem

Qp(x) = B(x,Xx)

se nazyva kvadratickd forma prislusna bilinearni formé 5. Kvadra-
tickou formou budeme stru¢né nazyvat zobrazeni () definované na

YV, pro které existuje bilinearni forma B na V tak, Ze () = ().

Kvadratickou formu miZeme povazovat za zobecnéni funkce

y = ax? na vektorové prostory.
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13 Kvadratické formy

PRIKLAD 29 Na prostoru V = R? sloupcovych vektorti dimenze 3 je definovano

zobrazeni @, které kazdému vektoru x = [x;] pfifazuje

Qx) =x'x =27 + 23+ 23,

coz je kvadraticka forma prislusna bilinearni formée definované v priklade 23 o
bilinearnich formach. Interpretujeme-li x jako polohovy vektor, pak ()(x) je druha
mocnina jeho délky.

PRIKLAD 30 Nechf A = [a;;] je dand redlnd Ctvercova matice fadu 2. Pak
zobrazeni, které kazdému sloupcovému vektoru x = [x;] dimenze dvé pfifazuje
T 2 2
Q(x) =x Ax = ayj127 + (a12 + a21)T122 + a22%5
je kvadraticka forma pfisluSna bilinearni formé definované v prikladé 24 o
bilinearnich formach.

PRIKLAD 31 Necht F je prostor viech redlnych funkci. Pak piedpis, ktery
kazdé funkci f € F pfifazuje

Q(f) = f(1)* + f(2)%

definuje kvadratickou formu prislusnou bilinearni formé definované v prikladé 25
Zékladni pojmy z linedrni a multilinedrni algebry — p. 39/4

o bilinearnich formach.



14 Matice kvadratické formy

Necht’ V je vektorovy prostor koneCné dimenze s bazi
£ =(ey,...,e,) anecht () je dana kvadraticka forma pfislusna
bilinearni forme B. Pak pro libovolny vektor x € V plati

Q(x) = B(x,x) = [x]¢ [Blg [x];
Je proto pfirozené povazovat matici | B|. za matici kvadratické
formy () prislu$né bilinearni formé B v bazi £. Kvadratickd forma
pifslu§na B pifslusi téZ symetrické ¢asti B> bilinedrni formy B.
Proto definujeme matici kvadratické formy () g prislusné k bilinearni
formeé B jako symetrickou matici

Qs] = [B°].

Pfi1 studiu matic kvadratickych forem se tedy miZeme omezit na

symetrické matice.
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15 Pozitivné definitni formy

DEFINICE 15

Kvadraticka forma () na vektorovém prostoru V se nazyva pozitivné
definitni, jestlize pro libovolné x € V, x # o plati Q(x) > 0.
Jestlize pro libovolné x € V plati Q(x) > 0, pak se () nazyva

pozitivné semidefinitni.

PRIKLAD 32 Kbvadratickd forma z pfikladu 29 je pozitivné definitni.
PRIKLAD 33 Kvadratick4 forma @ definovand na R? pfedpisem
Q(x) = 227 — 2x129 + 323 = 2(x1 — 222)? + 222 je pozitivné definitni.

PRIKLAD 34 Kvadratickd forma z pfikladu 31 nabyvd pouze nezdpornych
hodnot, avSak Q( f) = 0 napfiklad pro nenulovou funkci f(z) = (z — 1)(x — 2).
Kvadraticka forma je proto pouze pozitivné semidefinitni.
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15 Pozitivné definitni formy

LEMMA 2 Je-li V je vektorovy prostor konecné dimenze s bazi £ a
je-li () je pozitivné definitni kvadraticka forma, pak pro libovolné

x # o plati [x|. # o0 a

DEFINICE 16

Kazdou symetrickou matici A budeme nazyvat pozitivné definitni,
jestlize pro kazdy sloupcovy vektor x # o plati x'Ax > 0, a po-
zitivné semidefinitni, jestlize x' Ax > 0 pro libovolny sloupcovy

vektor X.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni (semidefinitni), prave
kdyz je jeji matice v libovolné bazi pozitivne definitni
(semidefinitni).
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