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Stabilni a rychlé numerické metody
pro reseni naroc¢nych inzenyrskych uloh

Osnova kurzu

1. Soustavy linearnich rovnic
2. Interpolace a numericka integrace
3. Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu, FFT

4. Obycejné a parcialni diferencialni rovnice metodami konecnych a hrani¢nich prvku
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e Metoda nejmensich ¢tvercu abstraktné
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e Rychla Fourierova transformace

e Spektralni metody Teseni diferencialnich rovnic



Metoda nejmensich ¢tvercu konkrétné

Linearni regrese

Prolozme (xg, yo), - - -, (T, Ym) € R? kde m > 1 a x; # x; pro i # j linedrni funkef

m

filz) = ap+ a1 x = arg minz (Bo+ Biai —ui)* .
Po.b1eR ° 2




Metoda nejmensich ¢tvercu konkrétné

Linearni regrese

Jedna se o minimalizaci kvadratické funkce tzv. kvadratické programovani,

o(B)=> (Bo+Biai—y) =c—2b"-B+8"- A8,
1=0
kde . .
c=Y () b= |, A=|.. i
i=0 ;)ZI% Yi ;):1:2 ;)(xZ)Q

Uloha je ekvivalentni reSeni soustavy 2 linearnich rovnic o 2 neznamyech,

A -oa=hb.



Metoda nejmensich ¢tvercu konkrétné

Polynomialni regrese

Prolozme (xg, yo), - - -, (T, Ym) € R? kde m > n a x; # x; pro i # j polynomem

2

n m n
folz) = Z a; v’ = arg min S: S: B x! —y;
=0 BeR™L Sy \ j=o




Metoda nejmensich ¢tvercu konkrétné

Polynomialni regrese

Opét se jedna o minimalizaci kvadratické funkce tzv. kvadratické programovani,
2

P(B) =) Sjﬁj:cj—yz- =c—2b"-B+p" A3,
kde
( f%yi \ (m+1 f%xi f%(:vz)” \
c o= Zm:<yi)2’ b - g%xz Yi ’ A — éxz é(xz)Q coee é(xi>n+l
\iﬁ)wm ) éw §<> S

Uloha je ekvivalentni reseni soustavy n + 1 linearnich rovnic o n + 1 neznamych,

A -oa=hb.



Metoda nejmensich ¢tvercu konkrétné

Reseni preurcenych soustav linearnich rovnic

Soustava m linearnich rovnic o n neznamych

AN

A-a=b
nema reseni, prave kdyz
begHA)={A-B: BER"}.
Metoda nejmensich ¢tvercu je ekvivalentni ortogonalni projekci b na 7—[(2‘:),
A -a=Db,
kde A:=AT-Aab:=A”. b

Polynomialni regrese jako preurcena soustava
ag+ ayxg+ -+ ay ()" = Yo I zg ... (zo)"

ag+ a1 Ty + -+ an ()" = Yn R s

Yo

Ym
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Metoda nejmensich ¢tvercu abstraktné

Ortogonalni projekce dat do podprostoru

Méjme vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem (., .) a podprostor konecné dimenze

Vi = <‘1007 SRR 90n>'
Je dan prvek (data) u € V. Hledame jeho ortogonalni projekei na V,:

n
un:Zaj w; = argmin |ju— v,|.
. n
j:

Jedna se o reseni soustavy linearnich rovnic

A -a=Db,
kde
((1007 (700> te ((1007 CPn) (u7 ('PO>
A = : : , b= :
(cpna 900> T (90717 Qon) (U., cpn)



Metoda nejmensich ¢tvercu abstraktné

Ortogonalni projekce dat do podprostoru
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Metoda nejmensich ¢tvercu stabilné a rychle

Legendreova rada

Pro skalarni soucin )
(fla)glw) = | @) glo) do

volime bazi Legendreovych polynomu
27 — 1

J
Aproximace funkce f(x) je pak ¢astecny soucet (Fourier-)Legendreovy fady

" (f(2), Py(a))
@ =2 5@ Py

Skalarni souciny aproximujeme Gauss-Legendreovou kvadraturou ftadu N > n.

Py(z) =1, P(z)=z, Piz): rPi_i(r) — i _o(x) pro j > 2.

]=



Metoda nejmensich ¢tvercu stabilné a rychle

Cebysevova rada

Pro skalarni soucin

J@).9@) = [ == fa)gla) do

volime bézi Cebysevovych polynomi
To(x) =1, Ti(z) =z, Tj(x):=2xT;_1(xr)—T;—s(x)proj > 2.

Aproximace funkce f(x) je pak ¢astecny soucet (Fourier-)Cebysevovy fady

" (f(2). ()
@) = 2 15, By

Skalarni souciny aproximujeme Gauss-Cebysevovou kvadraturou radu N > n.

7=0



Metoda nejmensich ¢tvercu stabilné a rychle

Laguerrova rada
Pro skalarni soucin -
(Fla)g@) = [ f(@) glo) do
0

volime bazi Laguerrovych polynomu

2j—1—ua

L0($> = 1, Ll(ZE') = 1—1’, LJ(ZE> = Lj—1($>_TLj—2($> pl"Oj > 2.

n

Aproximace funkce f(z) je pak castecny soucet (Fourier-)Laguerrovy rady

" (f(a), L)
@) = 2 T, Lyt

Skalarni souciny aproximujeme Gauss-Laguerrovou kvadraturou radu N > n.




Metoda nejmensich ¢tvercu stabilné a rychle

Hermiteova rada

Pro skalarni soucin -
(Fla)gla) = [ & fla)gla) do
volime bazi Hermiteovych polynomu !
Ho(z):=1, Hi(z)=z Hj(z)=2xH;_1(v)—2(j—1)H;_o(x) proj > 2.

Aproximace funkce f(x) je pak ¢astecny soucet (Fourier-)Hermiteovy rady

N (), Hy(a)
1) = 2 T, Hyy

Skalarni souciny aproximujeme Gauss-Hermiteovou kvadraturou radu N > n.
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Rychla Fourierova transformace

Trigonometricka rada

Pro skalarni soucin ,
-

(f(z),g(x)) = f(z)g(x)dx

0
volime harmonickou, L*(0, 27)-ortogonalni, bazi

polr) ==Taproj>1:¢j(x):=cos(jx), ©i(r) =sin(jz).

Aproximace funkce f(z) je pak castecny soucet trigonometrické rady

fle) =2 [ fla)da+ - Z ([ 5 stz =) snis

T™Jo

n ( OQW (2) cos(jz) dZ) COS(JfE)} -



Rychla Fourierova transformace

Fourierova rada

Pro skalarni soucin nad komplexnimi funkcemi
27

(f(z), g(x)) = f(z) g™ (z) d,

0
kde g*(z) := Reg(x) — ¢ Im g(z), volime bézi
pi(z) = 'V = cos(jz) + 1sin(jz), j > 0.

Aproximace funkce f(x) je pak ¢astecny soucet Fourierovy tady

n

i) =52 S ([ sz ) e

j=0



Rychla Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace, slozitost O(n?)
- k
) —2mi( 7
aj = fre Uat), k=0.1,... .n.
k=0

kde fr. = f (2%%).

Rychla Fourierova transformace (FFT), slozitost O(n logn)

Necht n = ny, ny + 1 = 2% kde L € N. Pak

\ozj/ = Z _1fk exp (—27m (jnL]i 1)) + Z frexp (—27m (jnLk+ 1))

]{:1,3 ..... ny,

nL—l k ( ] ) nL—l k
. —2m| J——7 .
— exp | —2m +e nptl exp | —2m
Z for exp ( (Jml - 1)) kz_% for1 €xp ( (Jn“ - 1))

\ 7 A\ 7

FFTL—l,j (fsude) FFTL—l,j (fliche)
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Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné

fud




Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné

Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Hledame trajektorii x(¢):

ma’(t) + kax(t) =
z(0) =
' (0) =

Napr. ro=m =k = 1:

mqg — k x,

0,
0.
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Resent je x(t) = (

12



Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné: numerické reseni Eulerovou metodou

Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Navic je dan casovy krok At. Hledame priblizné hodnoty z; ~ z(t;) v casech t; = jAL:

m@(azﬁg — 2z + )+ kxipe = mg— ko,

rog — O,
ALt(I'l —.I‘()> = 0.

 Ap— dr dm
Napr. At = 35, 15




Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity na pruziné: numerické reSeni projekci na polynomy

Je dana pocat. vychylka x, tihové zrychleni g, hmotnost télesa m a tuhost pruziny k.
Navic je dan stupen polynomu n + 2. Hledame priblizné reseni
r,(t) = Z;:QQ a;t! = z(t) ~» Soustava n + 1 linearnich rovnic o n + 1 neznamych:

t' (mal(t) + kz,(t) = —t' - (mg — ko) fori =0,1,...,n — 2
Napr. n = 5, 10:

20
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Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu

-l---'-l.l.--i
i

mh‘iu m:hn_u!!: Ji.



Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce

0.6 - -—g -
— < ~
’—‘ _‘J’ -
0.2 -~ < L~ I I
”’

| I — A

-2 -1.5 -1 -0.5

o
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce




Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce
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Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Volné kmity Sykorova mostu: Euler vers. projekce

0.6
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Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Ultrazvukova defektoskopie draku letadlaSpoluprace (s Honeywell)

piezo-aktudtor < — trhlina

o e

O )))))
&

plezo-




Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Ultrazvukové méreni vysky hladiny oleje v auté (s Continental)




Spektralni metody reseni diferencialnich rovnic

Elektromagnetické tvareni plechi (s Fraunhofer)

civka (v Q%™): 3 zdvity,
budici proud amplituda 100 kA, pul peridoda sinu, frekvence 8.33 kHz,
vodic (£2™): hlinikovy plech, tl. 2 mm thin, 2 mm nad civkou

=

Qext O O O




