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Stabilńı a rychlé numerické metody
pro řešeńı náročných inženýrských úloh
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1. Soustavy lineárńıch rovnic

2. Interpolace a numerická integrace

3. Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, FFT
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• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u abstraktně
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• Rychlá Fourierova transformace
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u konkrétně

Lineárńı regrese

Proložme (x0, y0), . . . , (xm, ym) ∈ R
2, kde m ≫ 1 a xi 6= xj pro i 6= j lineárńı funkćı

f1(x) := α0 + α1 x := argmin
β0,β1∈R

m∑

i=0

(β0 + β1 xi − yi)
2
.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u konkrétně

Lineárńı regrese

Jedná se o minimalizaci kvadratické funkce tzv. kvadratické programováńı,

ϕ(β) :=
m∑

i=0

(β0 + β1 xi − yi)
2 = c− 2bT · β + βT ·A · β,

kde

c :=
m∑

i=0

(yi)
2, b :=




m∑
i=0

yi

m∑
i=0

xi yi


 , A :=



m + 1

m∑
i=0

xi

m∑
i=0

xi
m∑
i=0

(xi)
2


 .

Úloha je ekvivalentńı řešeńı soustavy 2 lineárńıch rovnic o 2 neznámých,

A ·α = b.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u konkrétně

Polynomiálńı regrese

Proložme (x0, y0), . . . , (xm, ym) ∈ R
2, kde m ≫ n a xi 6= xj pro i 6= j polynomem

fn(x) :=
n∑

j=0

αj x
j := argmin

β∈Rn+1

m∑

i=0




n∑

j=0

βj x
j − yi




2

.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u konkrétně

Polynomiálńı regrese

Opět se jedná o minimalizaci kvadratické funkce tzv. kvadratické programováńı,

ϕ(β) :=
m∑

i=0




n∑

j=0

βj x
j − yi




2

= c− 2bT · β + βT ·A · β,

kde

c :=
m∑

i=0

(yi)
2, b :=




m∑
i=0

yi

m∑
i=0

xi yi

...
m∑
i=0

(xi)
n yi




, A :=




m + 1
m∑
i=0

xi . . .
m∑
i=0

(xi)
n

m∑
i=0

xi
m∑
i=0

(xi)
2 . . .

m∑
i=0

(xi)
n+1

... ... . . . ...
m∑
i=0

(xi)
n

m∑
i=0

(xi)
n+1 . . .

∑m
i=0(xi)

2n




.

Úloha je ekvivalentńı řešeńı soustavy n + 1 lineárńıch rovnic o n + 1 neznámých,

A ·α = b.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u konkrétně

Řešeńı přeurčených soustav lineárńıch rovnic

Soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých

Â ·α = b̂

nemá řešeńı, právě když

b̂ 6∈ H(Â) := {A · β : β ∈ R
n} .

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je ekvivalentńı ortogonálńı projekci b̂ na H(Â),

A ·α = b,

kde A := ÂT · Â a b := ÂT · b̂.

Polynomiálńı regrese jako přeurčená soustava

α0 + α1 x0 + · · · + αn (x0)
n = y0

...
α0 + α1 xm + · · · + αn (xm)

n = ym

⇐⇒ Â :=



1 x0 . . . (x0)

n

... ... ...
1 xm . . . (xm)

n


 , b̂ :=




y0
...
ym



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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u abstraktně

Ortogonálńı projekce dat do podprostoru

Mějme vektorový prostor V se skalárńım součinem (., .) a podprostor konečné dimenze

Vn := 〈ϕ0,ϕ1, . . . ,ϕn〉.
Je dán prvek (data) u ∈ V . Hledáme jeho ortogonálńı projekci na Vn:

un =
n∑

j=0

αj ϕj := argmin

vn:=
n∑

j=0
βj ϕj∈Vn

‖u− vn‖.

Jedná se o řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

A ·α = b,

kde

A :=



(ϕ0,ϕ0) . . . (ϕ0,ϕn)

... . . . ...
(ϕn,ϕ0) . . . (ϕn,ϕn)


 , b :=



(u,ϕ0)

...
(u,ϕn)


 .



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u abstraktně

Ortogonálńı projekce dat do podprostoru

ϕ0

α0ϕ0
ϕ1

α1ϕ1

u

u1

V1

Polygonálńı regrese jako ortogonálńı projekce

ϕj := xj, (f(x), g(x)) :=
m∑

i=0

f(xi) g(xi).
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u stabilně a rychle

Legendreova řada

Pro skalárńı součin

(f(x), g(x)) :=

∫ 1

−1

f(x) g(x) dx

voĺıme bázi Legendreových polynomů

P0(x) := 1, P1(x) := x, Pj(x) :=
2j − 1

j
xPj−1(x)−

j − 1

j
Pj−2(x) pro j ≥ 2.

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet (Fourier-)Legendreovy řady

fn(x) =
n∑

j=0

(f(x), Pj(x))

(Pj(x), Pj(x))
Pj(x).

Skalárńı součiny aproximujeme Gauss-Legendreovou kvadraturou řádu N > n.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u stabilně a rychle

Čebyševova řada

Pro skalárńı součin

(f(x), g(x)) :=

∫ 1

−1

1√
1− x2

f(x) g(x) dx

voĺıme bázi Čebyševových polynomů

T0(x) := 1, T1(x) := x, Tj(x) := 2x Tj−1(x)− Tj−2(x) pro j ≥ 2.

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet (Fourier-)Čebyševovy řady

fn(x) =

n∑

j=0

(f(x), Tj(x))

(Tj(x), Tj(x))
Tj(x).

Skalárńı součiny aproximujeme Gauss-Čebyševovou kvadraturou řádu N > n.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u stabilně a rychle

Laguerrova řada

Pro skalárńı součin

(f(x), g(x)) :=

∫ ∞

0

e−x f(x) g(x) dx

voĺıme bázi Laguerrových polynomů

L0(x) := 1, L1(x) := 1−x, Lj(x) :=
2 j − 1− x

n
Lj−1(x)−

j − 1

j
Lj−2(x) pro j ≥ 2.

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet (Fourier-)Laguerrovy řady

fn(x) =

n∑

j=0

(f(x), Lj(x))

(Lj(x), Lj(x))
Lj(x).

Skalárńı součiny aproximujeme Gauss-Laguerrovou kvadraturou řádu N > n.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u stabilně a rychle

Hermiteova řada

Pro skalárńı součin

(f(x), g(x)) :=

∫ ∞

−∞
e−x2 f(x) g(x) dx

voĺıme bázi Hermiteových polynomů

H0(x) := 1, H1(x) := x, Hj(x) := 2xHj−1(x)− 2 (j − 1)Hj−2(x) pro j ≥ 2.

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet (Fourier-)Hermiteovy řady

fn(x) =
n∑

j=0

(f(x), Hj(x))

(Hj(x), Hj(x))
Hj(x).

Skalárńı součiny aproximujeme Gauss-Hermiteovou kvadraturou řádu N > n.
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Rychlá Fourierova transformace

Trigonometrická řada

Pro skalárńı součin

(f(x), g(x)) :=

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx

voĺıme harmonickou, L2(0, 2π)-ortogonálńı, bázi

ϕc
0(x) := 1 a pro j ≥ 1 : ϕc

j(x) := cos(jx), ϕs
j(x) := sin(jx).

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet trigonometrické řady

fn(x) =
2

π

∫ 2π

0

f(x) dx +
1

π

n∑

j=1

{(∫ 2π

0

f(z) sin(jz) dz

)
sin(jx)

+

(∫ 2π

0

f(z) cos(jz) dz

)
cos(jx)

}
.



Rychlá Fourierova transformace

Fourierova řada

Pro skalárńı součin nad komplexńımi funkcemi

(f(x), g(x)) :=

∫ 2π

0

f(x) g∗(x) dx,

kde g∗(x) := Re g(x)− ı Im g(x), voĺıme bázi

ϕj(x) := eı(jx) = cos(jx) + ı sin(jx), j ≥ 0.

Aproximace funkce f(x) je pak částečný součet Fourierovy řady

fn(x) =
1

2π

n∑

j=0

(∫ 2π

0

f(z) e−ı(jz) dz

)
eı(jx)



Rychlá Fourierova transformace

Diskrétńı Fourierova transformace, složitost O(n2)

αj :=

n∑

k=0

fk e
−2πı(j k

n+1), k = 0, 1, . . . , n,

kde fk := f
(
2π k

n+1

)
.

Rychlá Fourierova transformace (FFT), složitost O(n logn)

Necht’ n = nL, nL + 1 = 2L, kde L ∈ N. Pak

αj︸︷︷︸
FFTL,j(f)

=
∑

k=0,2,...,nL−1

fk exp

(
−2πı

(
j

k

nL + 1

))
+

∑

k=1,3,...,nL

fk exp

(
−2πı

(
j

k

nL + 1

))

=

nL−1∑

k=0

f2k exp

(
−2πı

(
j

k

nL−1 + 1

))

︸ ︷︷ ︸
FFTL−1,j(fsude)

+e
−2πı

(
j 1
nL+1

) nL−1∑

k=0

f2k+1 exp

(
−2πı

(
j

k

nL−1 + 1

))

︸ ︷︷ ︸
FFTL−1,j(fliche)
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Volné kmity na pružině

Je dána počát. výchylka x0, t́ıhové zrychleńı g, hmotnost tělesa m a tuhost pružiny k.
Hledáme trajektorii x(t):




mx′′(t) + k x(t) = mg − k x0,

x(0) = 0,
x′(0) = 0.

Řešeńı je x(t) =
(
x0 −

mg

k

) (
cos

(√
k

m
t

)
− 1

)
.

Např. x0 = m = k = 1:
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Volné kmity na pružině: numerické řešeńı Eulerovou metodou

Je dána počát. výchylka x0, t́ıhové zrychleńı g, hmotnost tělesa m a tuhost pružiny k.
Nav́ıc je dán časový krok ∆t. Hledáme přibližné hodnoty xj ≈ x(tj) v časech tj = j∆t:





m 1
(∆t)2

(xj+2 − 2xj+1 + xj) + k xj+2 = mg − k x0,

x0 = 0,
1
∆t
(x1 − x0) = 0.

Např. ∆t = 4π
20
, 4π
40
:
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Volné kmity na pružině: numerické řešeńı projekćı na polynomy

Je dána počát. výchylka x0, t́ıhové zrychleńı g, hmotnost tělesa m a tuhost pružiny k.
Nav́ıc je dán stupeň polynomu n + 2. Hledáme přibližné řešeńı
xn(t) =

∑n+2
j=2 αjt

j ≈ x(t) Soustava n + 1 lineárńıch rovnic o n + 1 neznámých:

ti · (mx′′n(t) + kxn(t)) = −ti · (mg − kx0) for i = 0, 1, . . . , n− 2

Např. n = 5, 10:
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Volné kmity Sýkorova mostu
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Volné kmity Sýkorova mostu: Euler vers. projekce
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-2 -1.5 -1 -0.5 0

0

0.2

0.4

0.6
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Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Ultrazvuková defektoskopie draku letadlaSpolupráce (s Honeywell)

piezo-aktuátor trhlina

piezo-sńımač



Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Ultrazvukové měřeńı výšky hladiny oleje v autě (s Continental)



Spektrálńı metody řešeńı diferenciálńıch rovnic

Elektromagnetické tvářeńı plech̊u (s Fraunhofer)

ćıvka (v Ωext): 3 závity,
budićı proud: amplituda 100 kA, p̊ul peridoda sinu, frekvence 8.33 kHz,
vodič (Ωint): hlińıkový plech, tl. 2 mm thin, 2 mm nad ćıvkou
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Ωext

Ωint


