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Stabilni a rychlé numerické metody
pro reseni naroc¢nych inzenyrskych uloh

Osnova kurzu

1. Soustavy linearnich rovnic
2. Interpolace a numericka integrace
3. Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu, FFT

4. Obycejné a parcialni diferencialni rovnice metodami konecnych a hranic¢nich prvku



Stabilni a rychlé numerické metody
pro reseni naroc¢nych inzenyrskych uloh

Osnova 2. prednasky: Interpolace a numericka integrace

e Lagrangeova interpolace
e Ortogonalni systémy polynomu

e Numericka integrace (kvadratura)



Priklad: Interpolace monomialy

Prolozme f(x) :=sin(x) v bodech x; := ;—L, i=0,...,npol. f,(x):=> a;z".
i=0

Resime soustavu linedrnich rovnic

Loag (w0)” ... (w0)"\ [ f (o)
{1 1 (331)2 <$1>n\ {041\ {f \
L zy (22)7 ... ()" ay | = | flxo)

1w ) o @) \an)  \Fa)

Toto reseni je nestabilni (citlivé na zaokrouhlovaci chyby).

Nn=52
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Lagrangeova interpolace

Lagrangeova baze prostoru polynomu P" stupné n

Dano:n € Ny, —co < xg < -+ < 2, < 0.

L =J,
i 4 5.



Lagrangeova interpolace

Rychly a numericky stabilni vypocet interpolace

Dano: f(x) € C({a,b)),n € Ny,a <xg< -+ <z, <D
Hledédme: f,(z) € P":={> " ja;iz':a; € R} . fu(zy) = f(x;) Vi.

Chyba: Je-li navic f € C((a,b)), pak f(x) — fulx) = L& TT0 (2 — ).




Lagrangeova interpolace

Interpolace Rungeho funkce na ekvidistantni siti

fle) = —

v € (=55, z;=-5+10— i=0,1,...,n.
n

T 142




Lagrangeova interpolace

Cebysevovy polynomy
Definice (3-¢lennou) rekurenct:

To(x) =1, Ti(x): =z, T,(xv)=2xT, 1(x)—T, o(x)pron > 2.

Pro € (—1,1) Ceb. polynomy spliuji: T),(z) = cos (narccosz). Kofeny T,
£l (2i+1)7

; = COS 3y = 0,...,n, minimalizuji vyraz z interpolacni chyby:

n

H(:p — ;)| .

1=0

¢ = aromin max
xe(—1,1)n+1 re(—1,1)




Lagrangeova interpolace

Interpolace Rungeho funkce v koienech ¢ Ceb. polynomi

fle) = —

r € (=5,0), x;:=-5+10&,i=0,1,...,n.

T 142
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Ortogonalni systémy polynomu

Skalarni souc¢in = kritérium kolmosti

Vektorovy pocet
a = (a1> : = (bl> , c=a+b = (al * bl)
b a9 bg as + bg

Kvadrat velikosti vektoru, Kosinova véta
2

= felp = (a2 -
2 + 02
= (CLl -+ 61)2 -+ (CLQ -+ 52)2 =
= &Cbl)Q + (ag)i—Fg)l)Q + (bg)i +2 &aﬂn + agbgl
= a2 = b2 —ab=cos(a) [al] |[b]
=a’+b° +2 cos(a) ab
a =45 < a-b=0: Pythagorova = Kosinova vcta



Ortogonalni systémy polynomu

Eukleidovsky skalarni souc¢in, norma, ortogonalita, ortonormalita
Bilinearni forma (.,.) : R” x R” — R definovana
(Xa Y> =Xy
se nazyva Eukleidovsky skalarni souc¢in. Ten indukuje Eukleidovskou normu
x| = v/ (x,%).
Vektory x,y € R"\ {0} jsou ortogonalni (v Eukl. skalarnim soucinu), pokud
(x,y) =0,
a jsou ortonormalni (v Eukl. skalarnim sou¢inu), pokud navic
x| = [lyll = 1.
Uhel mezi vektory x,y € R" zobecnime takto

(X,y)

COS v =
[y |



Ortogonalni systémy polynomu

Zobecnéni pojmu

Meéjme vektorovy prostor V a symetrickou bilinearni formu B : V X V — R, jejiz
piislusna kvadraticka forma Q(v) := B(v,Vv) je pozitivné definitni (kladna).

e 3 je skalarni souc¢in na V.

e Nenulové vektory u, v € V jsou ortogonalni vzhledem k B, pokud
(u,v)p := B(u,v) = 0.
¢ B indukuje normu vektoru v € V

V|5 == +/B(u,u).

Priklad: B(x,y) := 2x1y; — 212 — T2y1 + 229y je skaldrni souéin na R>.
B je zjevné symetricka bilinearni forma. Prislusna kvadr. forma
Q(X) = B(X, X) — 2([131)2 — 2x119 + 2<ZCQ>2 — (331)2 + (332)2 + (CEl — 5132)2 > ()

pro x # 0, tedy () je pozitivné definitni.



Ortogonalni systémy polynomu

Kolmé funkce (baze pro MP3, JPEG, viz piisté)

Funkee (cos(kz)),—,, (sin(kx)),—; jsou navzajem kolmé vzhledem ke skalarnimu
soucinu

21

<f7 g> ‘= (fa g)L2(O,27T) = f(ZC) g(ZC) dx

0

Napt. (cos(x), cos(2x)) =0




Ortogonalni systémy polynomu

L?(a,b) skalarni souéin

Méjme (a,b) € R, interval (ne nutné omezeny), a vahovou funkci w : (a,b) — R:
b
w(z) >0 skoro vsude” v (a, b), / w(z)dr € R.

Pak nasledujici bilinearni forma tvori skalarni souc¢in na prostoru (napt. spojitych)
funkei:

b
(f29)12 (ap) = / w(x) f(z)g(x)dx.
Dale nas budou zajimat zejména tyto pripady:

o (—1,1), w(x) := 1 (Legendreovy polynomy/kvadratura),

o (—1,1), w(x):= ﬁ (Cebysevovy polynomy /kvadratura),
e (0,1), w(x) = —1Inzx (,,Gauss-log” kvadratura),

e (0,00), w(x) :=e™" (Laguerrovy polynomy/kvadratura),

o (—00,00), w(x) = et (Hermiteovy polynomy/kvadratura).



Ortogonalni systémy polynomu

Gram—Schmidtiv ortogonaliza¢ni/ortonormalizacni algoritmus v R”

Méjme bazi E := (ey,...,e,) prostoru R". Ortogonalizujme ji.
fl = €y,
1—1 (e f)
=e; — Z&ijfj, kde Q5 = ||f ||2 , Pro i € {2 }

Arnoldiho (spec. Gram-Schmidt) algoritmus v P”, 3-¢lenna rekurence

(o) e e (3 N - ~ (pia(z), pi(x))
pile) = pi-al®) = Z Pile), Kde oy = (pj(x), pj(x))

Pro L?(a,b) skal. soucin dostdvame 3-clennou rekurenci t.].

, proi € {1,...,n}.

Qjj—9= Q3=+ +=a;9=0.



Ortogonalni systémy polynomu

Legendreovy polynomy

Py(z) =1, P(x):=z, P,(x):




Ortogonalni systémy polynomu

Cebysevovy polynomy




Ortogonalni systémy polynomu

Laguerrovy polynomy

a:=0, b:=o00, wx)=e¢":

Lo(x) =1, Li(x):=1-x, Ly(x):= L, 1(x)—




Ortogonalni systémy polynomu

Hermiteovy polynomy

a:=—00, b:=o00, w(x) =e
Ho(x) =1, Hiy(x) =z, Hy(x)=2xH, 1(x)—2(n—1)H, s(x)




Ortogonalni systémy polynomu

Vypocet korenu polynomu
Kofeny polynomu
pTL(x) =CTC1 T+ 02332 + e Cn—lxn_l ‘|‘Cnxn; Cn # 07

jsou totozné s koreny polynomu

~ €0 €1 C2 Cn—1 -
)= = + — o+ = 2%+ + by g
~ =~ ~ ~
=:C( =:C1 =:C2 =1Cp—1

a ty jsou rovny vlastnim cislum tzv. companion matice

(oo...o o
10...0 ¢

01 ... 0 ¢

L0 0 o a’nz_lj
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Numericka integrace (kvadratura)

Princip: Nahradime integrand interpolantem.

(n)

/f d:z:N/fn d:z:—/z:fxZ jof g‘;)d:v

J7i

b— b b—a (,
CLZw (a—l— n 20&@_2.())7

kde napr.
_ ) ... < ¢m)
1§§0 < <€nJ§17 df
integracni bod in vah ] =0 f
teg y t. vahy i
Newtonova(-Cotesova) kvadratura: §Z-(n) =—1+2i=0,...,n

Gaussova(-Legendreova) kvadratura: ffn) jsou koreny Legendreova polynomu P, 1(x).



Numericka integrace (kvadratura)

Gaussova kvadratura

Uvazujme skalarn{ soucin L2 (a, b) a integral

b
If Digia = | w(o) fla)do
a
Integracni body volime jako koreny prislusného ortogonalntho polynomu p,, 41 ().
Plati:
e Vsechny koteny p,, 1 jsou redlné, lezi v intervalu (a, b) a jsou navzajem ruzné.
e Kvadratura s témito kofeny je piesnd pro viechny polynomy z P 1.

e Je-li interval (a, b) omezeny a f(z) je v (a, b) analytickd, pak Gaussova kvadratura
konverguje exponencialne.



Numericka integrace (kvadratura)

Gaussova vers. Newtonova kvadratura

1
2
/ sin(r z) de = = ~ 0.636619772367581
0 T

S

Gaussova kvadratura

Newtonova kvadratura

— 00 ~J O O = W N — O

o

D
w0

1.000000000000000
0.616190508479558
0.637061877299981
0.636614752129754
0.636619307472219
0.636619772201192
0.636619772365151
0.63661977236758
0.636619772367581
0.636619772367581
0.636619772367581

1.000000000000000
0.000000000000000
0.666666666666667
0.649519052838329
0.6361648221771
0.636366109282591
0.636625442624238
0.636623230976873
0.636619719933897
0.636619772363701
0.638671875




Numericka integrace (kvadratura)

Gaussova vers. Newtonova kvadratura

[
_51‘|'CU2

dr = 2arctan(b) ~ 2.74680153389003179

S

Gaussova kvadratura

Newtonova kvadratura

— 00 1 O O = W N — O

o

@)
%)

10
1.07142857142857
4.79166666666667
1.8546365914787
3.03473960195448
2.30850279211885
3.08061040107096
2.540609588215
2.89351348551755
2.74678609298465
2.74680153384364

10
0.384615384615385
6.79487179487179
2.08144796380091
2.37400530503979
2.30769230769231
3.8704486734708
2.89899440974838
1.50048890712791
222.242927655308
21050053.9804688




Numericka integrace (kvadratura)

Kolik piva zbyva ve sklenici, kdyz pivo zakryva pulku dna?

L fetzen 5.2-alphs
(%
Objem sklenice = / mr?(2)
0

Objem piva = /OU lr2(z) eCOs (r(v) 2 ) (v

vor(2)

Metzen 5.2-alpha

-

kde r(2) : (0,v) — R, je tvar (plaste) sklenice a v je Vyska sklenice.



Numericka integrace (kvadratura)

Kolik piva zbyva ve sklenici, kdyz pivo zakryva pulku dna?

|

Napt. v:=1,7(z) =1 (14 2z (1 — 2)):

1
Objem sklenice = / Tr(2) dz
0

1 1 n
Objem piva = /0 f(z)dz =~ /o pa(z)dz = szf(zz) =: I,
i=0

kde p,(z) je polynom stupné n, ktery prochazi f(z) v korenech
., 2n € (0,1) Legendreova ortogonalntho polynomu P, 1(z2).

41
1

L. Leon s.2-atehs | <09 <Ly -

n|l, | nlI, n|l,
010.07740951417294347 610.06643671413731998 | 15|0.06643791490228415
1]0.06553899985493714 | 710.06643729131780218 | 190.06643792997094274
210.06637347291541409 | 8]0.06643757022093867 | 23 ]0.06643793448415233
310.06642069316066881 | 910.066437716273809419 | 31 | 0.06643793685101656
410.06643189208136203 | 10 | 0.06643779783358168 | 39 | 0.06643793735796341
510.06643538893431605 | 11| 0.06643754582290042 | 471 0.06643793750795548

50 T~ 1.07337748997651



Numericka integrace (kvadratura)

Nevlastni integrily: Gauss-Cebysevova kvadratura

I /1 sin(—x? + 2z + 3) I

1 V1 — a2
In mn In
0.443341580595411 91-0.0391346647139735

0.293198425234708 101-0.0391346646483662
-0.113861235187953 11]-0.039134664648848%

-0.038508399433212 | 12]-0.039134664648891

-0.0386567452146315 | 13]-0.0391346646488903
-0.0391533120636902 | 14 {-0.0391346646488905
-0.039135492939562 | 15(-0.0391346646488903
-0.0391346109969149 | 16 |-0.0391346646488904
-0.039134664349165

0O ]I O Ui W — O3




Numericka integrace (kvadratura)

Nevlastni integraly: Gauss-Log kvadratura

1
I .= / (—Inz) sin(—2° + 2z + 3) dw
0

I,
-0.291607881313853
-0.231540043743048
-0.233058284359943
-0.233095330568843
-0.233094364132324
-0.233094358761784
-0.233094358948475

D TR WD~ O




Numericka integrace (kvadratura)

Nevlastni integraly: Gauss-Laguerrova kvadratura

I::L/n e " sin(—x® + 2x + 3) dw
0

I,
-0.756802495307928
-0.682845220356001
-0.139030561815973
-0.371584471181417
-0.448356834527666
-0.417148989312759
-0.235589968451425
-0.277817284587353
-0.28564025525704

0 -] O Ui W~ oS



Numericka integrace (kvadratura)

Nevlastni integraly: Gauss-Hermiteova kvadratura

I::L/n e_fZQHQ—xQ%—Qx—%B)dx

I,
0.250128701725529
0.165419497430028
-0.286982191582418
0.281071459595821
-0.0778606771918533
0.0410626030907351
0.0560746196873 777
0.00924459925113985
0.0395469713393161

00O ] O UL i W N~ oS



