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Matematické modelovani v akustice

spoluprace s Dr. Szwedou
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Ma osobni motivace

Matematické modelovani a optimalizace v magnetostatice
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Matematické modelovani elektromagnetickych poli

Cil kurzu
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Matematické modelovani elektromagnetickych poli

Cil kurzu — alespon podporit vyuku teorie elmg. pole na FEI




Vse by se mélo délat tak jednoduse, jak je to jen mozné, ale ne jednoduseri.

A. Einstein
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Fyzikalni podstata elektrostatiky

popisuje casové neménnd eletrickd (silovd) pole nabitych téles.

Coulombuv zakon

vyjadiuje sily mezi naboji.
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F, e = —Fy,

q1,q2 € R ... elektrické nédboje (v Coulombech),
X1,X9 € R3 .. pOthy HéJbOjlol, €19 = <X2 — Xl)/‘XQ — X1/,
g0 ~ 8.854 - 10712 ... permitivita vakua



Fyzikalni podstata elektrostatiky

Intenzita elektrického pole

je sila elektrického pole na jednotkovy naboj.

pole kladného naboje
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pole dvou nesouhlasnych naboju
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Plati princip superpozice, napi.:
1 [ py)(x-y)
E(x) = s dV(y),
dmey Jo |x—Y]

kde p(y) je objemova hustota ndboje v Q C R3, tj. supp(p) C €.



Fyzikalni podstata elektrostatiky

Gaussuv zakon (ve vakuu)

Tok elektrického pole z povrchu objemového elementu je uréen naboji v tomto objemu.

7{ E(x) - n(x)dS(x) = L / p(x)dV(x) proQ C R,
o0 0

€0

kde n € R? je vnéjsi jednotkova normala k 09

Gaussova veta: ¢, E(x) - n(x)dS(x) = [, div(E(x))dV(x) dava

div(E(x)) = pIx) pro x € R,




Fyzikalni podstata elektrostatlk%

Priklad 1: Pole dlouhé nabité tyce

¢ E(x)- = [V
o g Q
E(r)2nrl ; pg—o

E(r) =505

Priklad 2: Pole nabité desky
$ BE.(x) n(x)dS(x) = [ 22 dS(x)
0f)
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Priklad 3: Pole deskového kondenzatoru
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Fyzikalni podstata elektrostatiky

Priklad 4: Pole dvou vnorenych deskovych kondenzatoru s opacnou orientaci
F'=FE—-E,=>2>

€0

Priklad modeluje chovani polarizovanych naboju (vnitini kondenzator) v dielektriku,
které je vlozeno do elektrostatického pole (vnéjsi kondenzétor).



Fyzikalni podstata elektrostatiky

Gaussuv zakon v dielektriku

V dielektrickych materialech se po vlozeni do elektrostatického pole vytvori vrstvy
polarizovanych naboju orientovanych v souladu s vnéjsim polem. Ty se chovaji jako
vnorené kondenzatory, viz priklad 4, tedy zeslabuji vnéjsi pole.

Oznacme ppoi(x) = div(—P(x)) hustotu polarizovaného naboje v dielektriku, kde P
je elektrostaticka polarizace.

() - 2 A ()

div(e,E(x)) == div <E<X> n P<X)) _rx)

€0 €0

kde g, > 1 je relativni permitivita. Oznacme D(x) := gge;(x)E(x) el. indukci:

div(D(x)) = p(x) prox € R®.




Fyzikalni podstata elektrostatiky
Elektricky potencial (napéti)
Elektrostatické pole je potencialni:
E(x) = —Vu(x),

kde u je elektricky potencial (napéti). Tzn. prace, kterou vykond elektrostatické pole
pusobici na jednotkovy naboj, nezavisi na draze:

b Wab=— [ Exdlx)= [ Vux)dl(x) = u(b) - u(a)
a—b a—b
— a—>c+Wc—>b
a tedy:

- § B dix) -

C  pro jakoukoliv uzavienou krivku k.

Stokesova véta: ¢ B(x) dl(x) = [;rot(E(x)) - n(x) dS(x) dava

rot(E(x)) =0 prox € R’




Fyzikalni podstata elektrostatiky

Podminky na rozhrani

ff;@Q D(x)-n(x) dS(x)

$E(x)dl(x) =0=

= [ p(x)dV(x) = (Di(x) — Ds(x)) - ny(x)

pro x € I

(Ei(x) — Es(x)) xn1(x) =0 proxel.
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Modelova uloha elektrostatiky

Deskovy kondenzator




Modelova uloha elektrostatiky

Matematicky model

Maxwellovy rovnice

—Au(x) = 0, x € (),
—Aug(x) = 0, x € Qy:=RINQUO, UQ_,

podminky na rozhrani

{ Oup(x)/0n(x) — ,0u,(x)/On(x) = 0, x € O,
up(x) — ur(x) = 0, x € 9%,

okrajové podminky
up(x) = U, x € I,
{uo(x) = —U, x € 0(_,
radiacni podminka
up(x) — 0, |x| — oo.
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Variac¢ni formulace elektrostatiky

Orezani vypocetni oblasti

Radiacni podminku nahradime novou okrajovou podminkou

up(x) =0, x € QD UL UQ,.

Variac¢ni formulace — minimalizace potencialni energie systému

Hledame rozlozeni potencialu u(x) takové, ze

r—U, xel_,
U(X> — < U? X € F+7 (OPU>
L0, x el

a které minimalizuje potencialni energii

Leo ex(x) | Vu(x)||* dx = W(u(x)) < W(u(x)) Va(x) spliujici (OPy).



Variac¢ni formulace elektrostatiky

Afinni prostor reSeni

Vi = {u(x) Q= R | u(x) € L), Vu(x) € (L))", u(x) spliuje (OPU)}

Linearni prostor testovacich funkci

Vo = {0(x) 1 2 = R | v(x) € LX), Vu(x) € (L))", u(x) spline (OP)]

Podminka minima, Fréchetova derivace

W/<U<X>><U<X)> — lim W(U(X) + t”U(X)) B W(’LL(X)) _

t—0 t

/QSO e:(x) Vu(x) - Vo(x)dx =0 Yo (x) € V.




Variac¢ni formulace elektrostatiky

Variacni formulace

Hleddame u(x) € V-

/Qso e:(x) Vu(x) - Vo(x)dx =0 You(x) € V)

Analogie v R?




Metoda konec¢nych prvku

Triangulace vypocetni oblasti

Q=up Tk




Metoda koneénych prvku

Vir, Vo nahradime spojitymi po ¢astech afinnimi funkcemi

Vit = (e1(x),...,en(x)) C Vo, ei(xX)|pe=al +bFa; +cFay

Substituce na referenéni trojuhelnik

eX)lp = hi(x) = §(R), x= R®) = RF- R+t

U

<)

Rk




Metoda koneénych prvku

Soustava linearnich rovnic

A BT
B. 0
B. 0
B O

Sestaveni matice A

pomoci lokalnich prispévku

B! B' u 0
0 0 . A_|_ o Ct
0 O ]l |co
0O O A 0
A=) GAN
k=1
RY)|

. kde BY .= (Vekl(x),

T det
A" :=¢" (By) -B’fv‘ <2



Metoda konec¢nych prvku
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Modelova uloha elektrostatiky

Matematicky model

Maxwellovy rovnice

—Au(x) = 0, x € (),
—Aup(x) = 0, x€ QY =R*\QUQ, UQ_,

podminky na rozhrani

{ Oup(x)/On(x) — €,0u,(x)/0n(x)

Uo(x) — ur(x)

x €T, == 00,

0,
0, x eI},

okrajové podminky
up(x) = U, xely =00,
up(x) = —U, xel'_ =00_,

radiacni podminka
up(x) — 0, |x| — oo.



Hranic¢ni integralni formulace

Ansatz (nasada?)

Resen{ hleddme jako soucet potencidli jednoduché vrstvy

x € (). : Ur(X> = / wr(Y) g<X7y) dl(y)7

T

Xe%:umwzfmwmmwﬂwwj%ummxwmw+

r I,

+/%ummxwmw,

kde g(x,y) := —1/(2m) In|x — y| je fundamentalni teseni Laplaceovy rovnice ve 2d.

Tato volba u, a ug splnuje Maxwellovy rovnice
—Au(x) = 0, x € (),
—AUO(X> — O, X € Q(),

a radiacni podminku
up(x) — 0, |x| — oo.



Hranic¢ni integralni formulace

Ansatz (nasada?)

Resen{ hleddme jako soucet potencidli jednoduché vrstvy

x € (). : Ur(X> = / wr(Y) g<X7y) dl(y)7

T

Xe%:umwzfmwmmwﬂwwj%ummxwmw+

r I,

+/%ummxwmw,

kde zbyva dopocitat neznamé hustoty w,, wy : I't = R, w, :I'y = R, w_:I'_ - R
tak, aby byly splnény i podminky na rozhrani
{ Oup(x)/0On(x) — e.0u,(x)/0n(x)

uo(x) — up(x)

|
e

07 S Fl“a
07 S Fl‘a
a okrajové podminky

u()(X) - U7 X € F—i—a

up(x) = U, xel_.



Hranic¢ni integralni formulace

Ansatz — hledame ekvivalentni rozlozeni ,,povrchovych nabojia”

Regenf hledame jako soucet potencialil jednoduché vrstvy
x €80 w(x) = (Viwy) (x),
x €y uy(x) = Viw) (x)+ (Viwy) (x)+ (Vo w-) (x),
kde neznamé funkce w,, wy, w, a w_ lze chapat jako rozlozeni ,,povrchovych naboju”

na I',, I'y a I'_, které tvori stejné elektrostatické pole jako feseni puvodni tlohy.

A ——




Hranic¢ni integralni formulace

Ansatz — hledame ekvivalentni rozlozeni ,,povrchovych nabojia”

Regenf hledame jako soucet potencialil jednoduché vrstvy

x €80 w(x) = (Viw) (x),
x €y u(x) = Viw) (x)+ (Viwy) (x)+ (Vow-) (x),

Potencial jednoduché vrstvy (Vw)(x) je spojita funkce v R?

1
(Vi w)(x) := = w(y)ln|x —y|dl(y), xeR
T I
a tedy okrajové podminky vedou na prvni a druhou rovnici

Vewo) (%) + (Vi wy) (x) + (Vowo) (x) = +U, xely,
(Vewo) (%) + (Vi wy) (x) + (Vow-) (x) = =U, xel,

a podminka na rozhrani predepisujici spojitost u vede na treti rovnici

(Viwo) (x) + (Vi wy) (x) + (Vow-) (x) = (Viwy) (x) =0, x €T



Hranicni integralni formulace

Ansatz — hledame ekvivalentni rozlozeni ,,povrchovych nabojia”

Regenf hledame jako soucet potencialil jednoduché vrstvy

x €80 w(x) = (Viw) (x),
x €y u(x) = Viw) (x)+ (Viwy) (x)+ (Vow-) (x),

Normalova derivace (V,w)(x) poskoci pres ', o w(x)

xeT,: _awézz(}()] = eraisrgl_mv(vrwﬂi) (%) = %w(x) +/F w(Y)%ﬁi’X};) dl(y),
_d“/ﬁ(x)] = Qog}gxwvrw)(sa) 1, (x) = —%w(x) + /F w(y)agrgi’}g) di(y),
—(Kyw)(x) i

a tedy zbyvajici podminka na rozhrani vede na ctvrtou rovnici

() w0) GO+ ) )+ (K- ) (x) < Bwr<x> b (K, wr><x>] =0, xel.



Metoda hrani¢nich prvku

Diskretizace hranic do tsecek, stredy tisecek = kolokacni uzly

Hranice I'}, I' a I'_ rozdélime do tsecek o délce h

Us_gﬂ:rr, st =Ty, US_E:F_.
k=1 k=1 k=1

oo .

o0 i b b

o
® OTOTo o
o O
O O 10 O
O O O O

uzly diskretizace  kolokacni uzly



Metoda hrani¢nich prvku

Po castech konstantni bazové funkce

Hledané hustoty w”, w, wﬁlr a w” uvazujeme po useckach konstantni. Hleddme tedy

vektory w,, wg € R™, w, € R aw_ € R",

e Wi [wly)axy)diy) =Y w); [ atxy)diy)

j=1 IS

xeQ: ul(x)— / wl(y) glx,y) dily) + / W (y) g(x, y) dify) +

b [ty gty dity) -
=D v V) (w0, VI + Y (w ), V)



Metoda hranic¢nich prvku

Koloka¢éni metoda

Hranicni integralni rovnice

(Viw + (Viwh) (x) + (Vow") (x) =
(V;wf + (Viwh) (x) + (Vow") (x) =
— (Vi) (x) + (Vi wy + (Viwy) (x) + (Vow-)(x) =
—& ([3L+ K] w) (x) + (|-3L+ K + (Kiwi)(x) + (Kowo)(x) =
chceme splnit pouze v kolokacénich uzlech x' € I'y, ¢ = 1,...,m,, v uzlech XiL cly,
1=1,....,myavuzlechx" €l'_,1=1,...,m_. Dostavame ¢tvercovou soustavu
0 Vi, Vi Vi W, +U
0 V_, V_, V__ wol| | -U
~V,, Vo Voo Voo | |[wy 0 |’
—& L+ K| L+ K, Ky K- w_ 0

kde I, € R™>™ je jednotkova matice a kde pro s,t € {r,+, —}:

(Vid)y = Vi (x) = /S gL y)dily), (K, = /S 053 g1y,

J On,(x;)



Metoda hrani¢nich prvku

Reseni u(x) a E(x) =
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MKP vers. MHP

ok 0.06
08 - PPrry 0.8
06 0.04 2 0.6
E doa £ r 104
0.02 as8ss
F Ho02 W - 0.2
£ {-02 ;;‘;;;Z;*%: F 1-0.2
-0.02 222ssasss
_04 ; -0.4
-0.6 ~0.04 23 -0.6
" BESS 08
e e S e R ~o08p x x x x x x 4
x1 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
x1
+ ridke matice + tlohy na neomezenych oblastech
+ vhodna pro nelinearni ulohy + diskretizace na hranici
+ jednoduche mtegratory + TeSice na bazi hierarchickych matic
+ Tesice na bazi multigridu — husté matice
— orezani vnejsich oblasti — nevhodnd pro nelinedrni tlohy

— diskretizace v objemu — singularity v integralech
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Magnetostatika

Modelova uloha ve 2d




Magnetostatika

MKP(J)OMHP — umoznuje nelinearni ulohy i neomezené oblasti

Zakladem parovani je nasledujici variacni rovnice na oblasti €2,:

1 / 1 / 1 Ou,(x)

o —Au(x)v(x)dx = — Vu,(x) Vo(x)dx — v(x)dl(x) =0,

Hr Jq, () v{x) Q, Hr () V() r, M On(x) (x) di{x)
—dug(x/On(x)

Diskretizace na siti

0.04

0.031

vede na smisenou ulohu

o A, B\ (w) (b
001} Cr Dr Wy - C; '

-0.02

-0.03

-0.04

-0.0! ‘%. 1 0.65



Magnetostatika

MKP({OMHP — umoznuje nelinearni tlohy i neomezené oblasti
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Magnetostatika

Modelova uloha ve 3d

( rot(rot(u,(x))) = 0, x € €, o
rot(rot(uyg(x))) = uoj(x), x € Qg =R\ Q,
div(uk(x)) = 0, x €, k € {O,I},
\ (up(x) — uy(x)) x ny(x) = 0, x € OS2,
(rot(uo(x)) _ irot(ur(x))) xm(x) = 0,  x€a0,
. U-O(X) — 07 |X| — OQ,



AjAaad 9aoueay AA029[9PON — AMIN PE
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Magnetostatika

3d MKP — diskretizace a reseni
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Rozptyl elektromagnetického zareni

Modelova uloha ve 3d
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/| Ju +\ux
Predpokldddme rovinnou incidenéni vinu @'(x) = ul e ™ a hleddme rozptylenou
(odrazenou) vlnu u°
( —~ AT (x) — K*(x) = 0, x € R3\ Q,
) wr(x) = —u'(x), x € 09,

x| (vw(x> X Z/iu/\s(X>) 0, x| — o0.



Rozptyl elektromagnetického zareni

3d MHP
Diky fundamentalnimu feSeni 3d Helmholtzovy rovnice
otilx—y]
gu(X,y) = o —— k= |k,

dostaneme MHP diskretizaci nasledujici soustavu rovnic:

vove) ()=
V_|_7_ V_|_7_|_ W_ a1_|_ .



Rozptyl elektromagnetického zareni

3d MHP — realna slozka hustoty hrani¢cniho potencialu w




Rozptyl elektromagnetického zareni

3d MHP — realna slozka inciden¢ni viny




Rozptyl elektromagnetického zareni

3d MHP — realna slozka odrazené viny




Rozptyl elektromagnetického zareni

3d MHP — realna slozka celkové viny modeluje stin
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