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Maxwellovy rovnice

Stacionarni Maxwellovy rovnice v nevodivém prostiedi

jsou dva nezavislé systémy:

div(D(x)) = p(x) |
rot(E(x)) = 0 } elektrostatika
rot(H(x)) = j(x) |
div(B(x)) =0 } magnetostatika

spolu s materidlovymi vztahy D(x) = gpe,(x)E(x), B(x) = pop(x)H(x),
s okrajovymi podminkami a podminkami v oo.

Zavedeme-li potencidly E(x) = —Vu(x), B(x) = rot(A(x)), dostavame:
—div (gpe,(x)Vu(x)) = p(x)

1 :
rot (Moﬂr ) rot(A(x)) | = j(x)




Maxwellovy rovnice

Ohmuv zakon

Vodivé materialy se vyznacuji velkym poc¢tem volnych elektronu a po vlozeni do elek-
trostatického pole dochazi k jejich pohybu, tedy tece proud. Vodivé materialy jsou
modelovany linearnim Ohmovym zakonem:

jomn(x) = o(x)E(x),

kde o je elektricka vodivost.

Stacionarni Maxwellovy rovnice ve vodivém prostredi

Elektrostatické pole prispiva k tvorbé magnetického pole:

div(D(x)) = p(x) )
rot(E(x)) = >
rot(H(x)) = j(x) + o(x)E(x)

div(B(x)) =0 /



Maxwellovy rovnice

Faradayuv zakon elektromagnetické indukce
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Casové zmény magnetického pole indukuji elektrické pole, které pusobi proti témto
ZImenam:
0

jéz(t) Bk 1) dlix) = ot /z(t) B(x,?) - n(x) d5(x).

Stokesova véta dava:

0B(x,1)

rot(E(x,t)) = — p

pro x € R




Maxwellovy rovnice

Motory a generatory, telefon
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Maxwellovy rovnice

Virivé proudy
P11 zméné magnetického pole se ve vodivém prostredi indukuji tzv. vitivé proudy:
1 0B(x, 1)
rot (| — X, 1) | = ——=.

Elektricka pec, elektricka brzda

vodiva deska



Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice pred Maxwellem (nizko—frekvencni aproximace)

(1) rot(E(x,1)) = _aBg;, ‘) \
(2) rot(H(x,?)) =j(x,t) + o(x)E(x,1) } prox € R?, t € 0, 00),
(3) div(D(x,1)) = p(x,1)
4) div(B(x,t)) =0 )
kde D(x,t) = eper(x)E(x,1), B(x,t) = pop(x)H(x,1).

Maxwelltiiv posuvny proud

V nevodivych materidlech, o(x) = 0, by ale neplatil zakon zachovani naboje (5):

0 = div(rot(H(x, £))) =2 div(j(x, t)) = _(9,05;;, D _6) _giy (8Dé>t<, t>) £0,

0D(x, t)
ot

= (2) rot(H(x,t)) = j(x,t) + +o(x)E(x,t) prox € R’ tc[0,00).




Maxwellovy rovnice

Priklad posuvného proudu: nabijeni kondenzatoru




Maxwellovy rovnice

rot(E(x,t)) = —aBg;’ ') \
rot(H(x, 1)) = j(x,t) + 5’D§:, ‘) +o(x)E(x,t) 3 prox R’ te|0,00),
div(D(x,1)) = p(Xa t)
div(B(x,t)) = )
kde D(x,t) = eper(x)E(x, 1), B(x,1t) = pop(x)H(x, t).

Podminky na rozhrani

Necht na X je ,(x) nebo p,(x) v normélovém sméru ny(xX) nespojité, pak:

(Ei(x,1) — Eg(x,1)) X ny(x) =0
(Hy(x,t) — Ho(x,1)) X ng(x) = ju(x,t) >
(Di(x, 1) — Dafx, 1)) - ms(x) = ps(x, )
(B1(x,t) — Ba(x,t)) - ny(x) =0 )

prox € &, t € [0,00).
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Elektromagnetické vinéni

VInové rovnice v prostredi bez volnych naboju

Necht ege,(x) = €, pop:(x) = p a 0(x) = o pro x € Q C R?, pak:

E(x,t)  OE(x,t 0j(x,t) )
el %) +0 ) + rot(rot(E(x,t))) = —pu i, 1)
ot? ot ot \ 0
2 pro xX € {2,
O°H(x,t) OH(x,t) ,
el + o + rot(rot(H(x,%))) = rot(j(x,t))
ot? ot )
piicem? ¢ = 1/,/gofip =~ 3 - 10> ms™! je rychlost svétla ve vakuu.
Okrajové podminky
dokonaly vodi¢: E(x,t) x n(x) =0 prox € 99,
1
nedokonaly vodi¢: |H(x,?) x n(x) — ﬁ<E<X, t) xn(x)) xn(x) =0 prox € 2
o(x

+ pocateéni podminky na E(x,0), =, H(x,0) a

OE(x,0) OH(x,0)

TPTOXEQ.

ot 7




Elektromagnetické vinéni

Rovnice Helmholtzova typu

Predpokladejme harmonické budici proudy i vysledna pole s kmito¢tem w > 0:
j(x,t) = Re {E(X)e_i“t} , E(x,t) =Re {E(X)e_m} :
()

pak = ~» —iw(-) a rot je aplikovana naja E:

rot (rot <E(X))) — E2E(X) = iw,u}(x) pro x € )

kde k? = w?ep + iwo = w?/c? je vlnové &slo.

Rovinné viny
Pro j]\(x) = 0 v R? je fesenim Helmholtzovy elektrické rovnice napi-.:
E(x) = Eee™*, prox € R’

kde Eg € R? je amplituda, k € R? je smér siteni, k L Eq a |k|? je vinové éfslo.



Elektromagnetické vinéni

Silver—Miillerova radia¢ni podminka

Vnéjsi radiacéni tloha vyzaduje splnéni podminky, Ze se viny v nekonecénu neodrazeji:

lim |x| (1 x rot(E(x)) + ikﬁ(x)) = 0.

‘X‘—>OO ’X’
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Modelova uloha

3d geometrie




Modelova uloha

Matematicky model

Uvazujme rovinou vilnu ve vakuu, predpokladejme, ze vinova délka

27 C
= — = 27—
K W

A

je srovnatelnd se sitkou stérbiny. Hledejme aproximaci u = E; : R? — C splitujici
okrajovou podminku u = 0. Predpokladame rovinnou incidenéni vlnu

ul(x) = U e®x,

Hleddme rozptylenou vinu @® tak, Ze celkové zaieni 1i(x) := u'(x) + u°(x) spliiuje

( —~ATW(x) — K(x) = Aul(x) +KT(x) =0, x € R3\ Q,
) wr(x) = —ul(x), x € 05,
I (vmx) E muAS(x)) 0, x| — o0,

kde 2 == Q_ U Qy C R? je oblast vodivych kvadri a kde jsme Silver-Miillerovu
radiacni podminku nahradili tzv. Sommerfeldovou radia¢ni podminkou.
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Hranic¢ni integralni formulace

Metoda potenciali

Hledame teseni pomoci potecialu jednoduché vrstvy

)= [ w3 y)dSH) + [ wily)gbey)dsly), x e BT

_ I,
kde
otk [X—y|
g(x,y) = p—
je fundamentalni feseni Helmholtzovy rovnice, I'_ :=0Q_ . I'y =00, aw_ : I'_ — C,

w, 'y — C jsou neznamé hustoty potencialii.

Vlastnosti potencialu jednoduché vrstvy

Pro po ¢dstech spojité w spliuje [ w(y) g(x,y) dl(y) Helmholtzovu rovnici v R? \ Q
a Sommerfeldovu radia¢ni podminku. Pro x € I' bod spojitosti w, v jehoz okoli je I'
hladka, je potencial jednoduché vrstvy spojity.



Hranic¢ni integralni formulace

Formulace
Pro x € R?, resp. x € I'; (aZ na rohy), zaved me operdtory
Vel = [ wly)gxy)dSy), Vaulee) = [ wiy)glxy)dsiy)
_ T,
Zbyva splnit podminku odrazu na I'. Ta dava nasledujici hrani¢né—integralni formulaci

{nwﬂuw+wa4@>=—w@xxer,
Vow ] (x) + [Vawy] (x) = —@i(x), x € .
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Metoda hrani¢nich prvku

Diskretizace hranic




Metoda hrani¢nich prvku

Diskretizace hranic

Diskretizujme I' do disjunktnich trojuhelniku
m— L m4 L
Jrt=r_ a [JTF=T,
k=1 k=1
a uvazujme po trojihelnicich konstantni bazové funkce f* a f fj tak, ze

fi(x)|Tz =Jd;jproi=1,...,m_, resp. ffr(x)|Ti =g, proi =1,...,my.

Hledame souradnice neznamych hustot w_ € R~ a w, € R™+

w(x) = Y ), wal) = 3w fA (),

pricemz hledané souradnicové vektory oznaéime w_ = (w_q,...,w_,, ) a Wy =

(w_|_1, ce . ,'U)_|_m_|_>.



Metoda hrani¢nich prvku

Koloka¢éni metoda

VoV

m_ + m linearnich rovnic o stejném poctu neznamych

vovi)()- (ﬁi‘)
V_|_ - V_|_ i W ﬁ1_|_ ’

kde (V fTJ 1, y)dS(y) a (d)); == u'(x}) pro p,q € {—,+}.



Metoda hrani¢nich prvku

Gaussova kvadratura na tsecce

V tabulce uvadime Gaussovy kvadraturni body & ,iv a prislusné vahy w,iv pro aproximaci

1 N
/O fla)do ~ S wl f(E)).
k=1

rad N |1 2 3 4 5
1 1|1 1y V3-2/6/5 1
212 2/3 2 2 227 2
body £V 13 le\/3+2\/6/5 1 5+24/10/7
ody Sk 2 - 5/5 |2 Wi 2 6
5+24/10/7
1
§i 6
1 1 4 18++/30 64
2 9 7% 225\ﬁ
. N 5 18—1/30 32241370
vahy wy, 18 72 1800
322—13/70
1300




Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvka V,, — regularni pripad

Y3

1 m

Y1



Metoda hrani¢nich prvku
Vypocet prvki V,, — regularni pripad (pokrac.)

P1i sestavovani matic (Vp q)ij, ¢ # 7, pouzueme

Sub 1:y = ( ‘éz - X‘é,p ‘;,3 ) Y+ Xq,p Sub 2:my = y1, i =
_RJ
a integral se transformuje a aproximuje Gaussovou kvadraturou tz’xkto:
m|x —y| U1 o R?]y qu .
(Vi) = / Z ) et / / — |det RY| dg dgy 27
A ’Xp - A1 |x —x/
Ty q;

K%)= R?;'(1,?72)—Xfl,1‘

; ; ’detR ’ dno dmy ~
—771Rq‘(1>772>_x,

i xRy (1,6))—x)

_géVRé <1 €ﬁ>_xq,1

2.2 e ‘detR ‘




Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvka V,, — singularni pripad

Vo N

o . . v~ 7/ 7 ~ j ~ 7 j ] j
Pro (Vy,q)ij, @ = J, je kolokacni bod x, tézistem TY. Ten rozlozime na Ty 1, Ty o a T 5

se singularitami v rohu x;,.




Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvki V,, — singularni piipad (pokrac.)

Transformujeme singuldrni bod x, na X; := (0, 0) pomoci

Sub 3:y = <X‘;71—X X‘;Q—X )y+x Sub 4: y ;=

(.




Metoda hrani¢nich prvku

Vypocet prvki V,, — singularni piipad (pokrac.)

Nasledné singularity odstranime substituci 2 a aproximujeme Gaussovou kvadraturou

m‘ y| m|
e Sub.3.4.5
Vi = | Ty Z / 4w!x@— as(y) "

T]

~ g ‘

J Sl
Sub345z/ / Ry
R‘Z]k vV — X!

p

det R}, | i dij * L

Subo 3 1,1 emm’Rq,k- 112 (
= Z/ / ‘detR dn =~
=1 V0 0 4 |R (1 79 |
3 N N i €1 ng-(l,gﬁ)’ |
~ Jy:ijévwg ; - |detR‘;7k p=qai=j.
k=1 a=1 =1 dm ‘Rq,k (1,5 )|



Metoda hrani¢nich prvku

Numerické reseni w, , w_

Volba Q_ 1= (—2.05, —0.05) x (—1,1) x (=0.1,0.1) a Q = (0.05,2.05) x (—1,1) x
(—0.1,0.1), h :== 0.2 vede na m_ = m, := 282 trojihelnikii. Inc. vlna @' dopada v
roviné x, := 0 zleva pod thlem 45° s A := 1.5.




Metoda hrani¢nich prvku

Numerické feseni Reu!
Volba Q_ = (—2.05, —0.05) x (—1,1) x (=0.1,0.1) a O = (0.05,2.05) x (—1,1) x
(—0.1,0.1), h := 0.2 vede na m_ = m, := 282 trojihelniki. Inc. vina @' dopad4d v
roviné rs := 0 zleva pod uhlem 45° s A := 1.5.




Metoda hrani¢nich prvku
Numerické resSeni Reu®
Volba Q_ = (—2.05,—0.05) x (—1,1) x (—=0.1,0.1) a 2 := (0.05,2.05) x (—1,1) x

(—0.1,0.1), h := 0.2 vede na m_ = m, := 282 trojihelniki. Inc. vina @' dopad4d v
roviné rs := 0 zleva pod uhlem 45° s A := 1.5.

X3




Metoda hrani¢nich prvku
Numerické resSeni Reu
Volba Q_ = (—2.05,—0.05) x (—1,1) x (—=0.1,0.1) a 2 := (0.05,2.05) x (—1,1) x

(—0.1,0.1), h := 0.2 vede na m_ = m, := 282 trojihelniki. Inc. vina @' dopad4d v
roviné rs := 0 zleva pod uhlem 45° s A := 1.5.
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