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Maxwellovy rovnice

Stacionárńı Maxwellovy rovnice v nevodivém prostřed́ı

jsou dva nezávislé systémy:

div(D(x)) = ρ(x)

rot(E(x)) = 0

}
elektrostatika

rot(H(x)) = j(x)

div(B(x)) = 0

}
magnetostatika

spolu s materiálovými vztahy D(x) = ε0εr(x)E(x), B(x) = µ0µr(x)H(x),
s okrajovými podmı́nkami a podmı́nkami v ∞.

Zavedeme-li potenciály E(x) = −∇u(x), B(x) = rot(A(x)), dostáváme:

−div (ε0εr(x)∇u(x)) = ρ(x)

rot

(
1

µ0µr(x)
rot(A(x))

)
= j(x)



Maxwellovy rovnice

Ohmův zákon

Vodivé materiály se vyznačuj́ı velkým počtem volných elektron̊u a po vložeńı do elek-
trostatického pole docháźı k jejich pohybu, tedy teče proud. Vodivé materiály jsou
modelovány lineárńım Ohmovým zákonem:

jOhm(x) = σ(x)E(x),

kde σ je elektrická vodivost.

Stacionárńı Maxwellovy rovnice ve vodivém prostřed́ı

Elektrostatické pole přisṕıvá k tvorbě magnetického pole:

div(D(x)) = ρ(x)

rot(E(x)) = 0

rot(H(x)) = j(x) + σ(x)E(x)

div(B(x)) = 0







Maxwellovy rovnice

Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce

PSfrag replacements

Σ

B v

Časové změny magnetického pole indukuj́ı elektrické pole, které p̊usob́ı proti těmto
změnám: ∮

∂Σ(t)

E(x, t)dl(x) = − ∂

∂t

∫

Σ(t)

B(x, t) · n(x) dS(x).

Stokesova věta dává:

rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t
pro x ∈ R

3.



Maxwellovy rovnice

Motory a generátory, telefon
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Maxwellovy rovnice

V́ı̌rivé proudy

Při změně magnetického pole se ve vodivém prostřed́ı indukuj́ı tzv. v́ı̌rivé proudy:

rot

(
1

σ(x)
jOhm(x, t)

)
= −∂B(x, t)

∂t
.

Elektrická pec, elektrická brzda
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Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice před Maxwellem (ńızko–frekvenčńı aproximace)

(1) rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t
(2) rot(H(x, t)) = j(x, t) + σ(x)E(x, t)

(3) div(D(x, t)) = ρ(x, t)

(4) div(B(x, t)) = 0





pro x ∈ R
3, t ∈ [0,∞),

kde D(x, t) = ε0εr(x)E(x, t), B(x, t) = µ0µr(x)H(x, t).

Maxwell̊uv posuvný proud

V nevodivých materiálech, σ(x) = 0, by ale neplatil zákon zachováńı náboje (5):

0 = div(rot(H(x, t))) =(2) div(j(x, t)) =(5) −∂ρ(x, t)

∂t
=(3) −div

(
∂D(x, t)

∂t

)
6= 0,

⇒ (2) rot(H(x, t)) = j(x, t) +
∂D(x, t)

∂t
+ σ(x)E(x, t) pro x ∈ R

3, t ∈ [0,∞).



Maxwellovy rovnice

Př́ıklad posuvného proudu: nab́ıjeńı kondenzátoru

PSfrag replacements
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Γ

H(x)dl(x) =

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x)

=

∫

Σ′

∂D(x, t)

∂t
· n(x) dS(x)



Maxwellovy rovnice

rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t

rot(H(x, t)) = j(x, t) +
∂D(x, t)

∂t
+ σ(x)E(x, t)

div(D(x, t)) = ρ(x, t)

div(B(x, t)) = 0





pro x ∈ R
3, t ∈ [0,∞),

kde D(x, t) = ε0εr(x)E(x, t), B(x, t) = µ0µr(x)H(x, t).

Podmı́nky na rozhrańı

Necht’ na Σ je εr(x) nebo µr(x) v normálovém směru nΣ(x) nespojité, pak:

(E1(x, t) − E2(x, t)) × nΣ(x) = 0

(H1(x, t) − H2(x, t)) × nΣ(x) = jΣ(x, t)

(D1(x, t) − D2(x, t)) · nΣ(x) = ρΣ(x, t)

(B1(x, t) − B2(x, t)) · nΣ(x) = 0





pro x ∈ Σ, t ∈ [0,∞).
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Elektromagnetické vlněńı

Vlnové rovnice v prostřed́ı bez volných náboj̊u

Necht’ ε0εr(x) = ε, µ0µr(x) = µ a σ(x) = σ pro x ∈ Ω ⊂ R
3, pak:

εµ
∂2E(x, t)

∂t2
+ σ

∂E(x, t)

∂t
+ rot(rot(E(x, t))) = −µ

∂j(x, t)

∂t

εµ
∂2H(x, t)

∂t2
+ σµ

∂H(x, t)

∂t
+ rot(rot(H(x, t))) = rot(j(x, t))





pro x ∈ Ω,

přičemž c = 1/
√

ε0µ0 ≈ 3 · 108 m s−1 je rychlost světla ve vakuu.

Okrajové podmı́nky

dokonalý vodič: E(x, t) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω,

nedokonalý vodič: H(x, t) × n(x) − 1

σ(x)
(E(x, t) × n(x)) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω

+ počátečńı podmı́nky na E(x, 0), ∂E(x,0)
∂t , H(x, 0) a ∂H(x,0)

∂t pro x ∈ Ω.



Elektromagnetické vlněńı

Rovnice Helmholtzova typu

Předpokládejme harmonické bud́ıćı proudy i výsledná pole s kmitočtem ω > 0:

j(x, t) = Re
{
ĵ(x)e−iωt

}
, E(x, t) = Re

{
Ê(x)e−iωt

}
,

pak ∂(·)
∂t  −iω(·) a rot je aplikována na ĵ a Ê:

rot
(
rot

(
Ê(x)

))
− k̂2Ê(x) = iωµ̂j(x) pro x ∈ Ω

kde k̂2 = ω2εµ + iωσ ≈ ω2/c2 je vlnové č́ıslo.

Rovinné vlny

Pro ĵ(x) = 0 v R3 je řešeńım Helmholtzovy elektrické rovnice např.:

Ê(x) = E0e
ik·x, pro x ∈ R

3

kde E0 ∈ R3 je amplituda, k ∈ R3 je směr š́ı̌reńı, k⊥E0 a |k|2 je vlnové č́ıslo.



Elektromagnetické vlněńı

Silver–Müllerova radiačńı podmı́nka

Vněǰśı radiačńı úloha vyžaduje splněńı podmı́nky, že se vlny v nekonečnu neodrážej́ı:

lim
|x|→∞

|x|
(

x

|x| × rot(Ê(x)) + ikÊ(x)

)
= 0.
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Modelová úloha

3d geometrie

PSfrag replacements
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Modelová úloha

Matematický model

Uvažujme rovinou vlnu ve vakuu, předpokládejme, že vlnová délka

λ :=
2π

κ
= 2π

c

ω

je srovnatelná se š́ı̌rkou štěrbiny. Hledejme aproximaci û := Êt : R
3 → C splňuj́ıćı

okrajovou podmı́nku û = 0. Předpokládáme rovinnou incidenčńı vlnu

ûi(x) := ûi
0 eık·x.

Hledáme rozptýlenou vlnu ûs tak, že celkové zářeńı û(x) := ûi(x) + ûs(x) splňuje




−4 ûs(x) − κ2ûs(x) = 4 ûi(x) + κ2ûi(x) = 0, x ∈ R
3 \ Ω,

ûs(x) = −ûi(x), x ∈ ∂Ω,

|x|
(
∇ûs(x) · x

|x| − ıκûs(x)
)

→ 0, |x| → ∞,

kde Ω := Ω− ∪ Ω+ ⊂ R
3 je oblast vodivých kvádr̊u a kde jsme Silver–Müllerovu

radiačńı podmı́nku nahradili tzv. Sommerfeldovou radiačńı podmı́nkou.
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Hraničńı integrálńı formulace

Metoda potenciál̊u

Hledáme řešeńı pomoćı poteciál̊u jednoduché vrstvy

ûs(x) :=

∫

Γ−
w−(y) g(x,y) dS(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dS(y), x ∈ R
3 \ Ω,

kde

g(x,y) :=
eıκ |x−y|

4π|x − y|
je fundamentálńı řešeńı Helmholtzovy rovnice, Γ− := ∂Ω−, Γ+ := ∂Ω+ a w− : Γ− → C,
w+ : Γ+ → C jsou neznámé hustoty potenciál̊u.

Vlastnosti potenciálu jednoduché vrstvy

Pro po částech spojité w splňuje
∫

Γ w(y) g(x,y) dl(y) Helmholtzovu rovnici v R
3 \ Ω

a Sommerfeldovu radiačńı podmı́nku. Pro x ∈ Γ bod spojitosti w, v jehož okoĺı je Γ
hladká, je potenciál jednoduché vrstvy spojitý.



Hraničńı integrálńı formulace

Formulace

Pro x ∈ R2, resp. x ∈ Γr (až na rohy), zaved’me operátory

[V−w](x) :=

∫

Γ−
w(y) g(x,y) dS(y), [V+w](x) :=

∫

Γ+

w(y) g(x,y) dS(y).

Zbývá splnit podmı́nku odrazu na Γ. Ta dává následuj́ıćı hraničně–integrálńı formulaci
{

[V−w−] (x) + [V+w+] (x) = −ûi(x), x ∈ Γ−,
[V−w−] (x) + [V+w+] (x) = −ûi(x), x ∈ Γ+.
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Diskretizace hranic

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

0
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−0.1
0

0.1
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Diskretizace hranic

Diskretizujme Γ do disjunktńıch trojúhelńık̊u
m−⋃

k=1

T k
− = Γ− a

m+⋃

k=1

T k
+ = Γ+

a uvažujme po trojúhelńıćıch konstantńı bázové funkce f k
− a fk

+ tak, že

f i
−(x)|

T
j
−

= δij pro i = 1, . . . , m−, resp. f i
+(x)|

T
j
+

= δij pro i = 1, . . . , m+.

Hledáme souřadnice neznámých hustot w− ∈ Rm− a w+ ∈ Rm+

w−(x) :=

m−∑

k=1

w−k fk
−(x), w+(x) :=

m+∑

k=1

w+k fk
+(x),

přičemž hledané souřadnicové vektory označ́ıme w− := (w−1, . . . , w−m−) a w+ :=
(w+1, . . . , w+m+

).



Metoda hraničńıch prvk̊u

Kolokačńı metoda

Rovnice splńıme pouze v těžǐst́ıch trojúhelńık̊uxk
− ∈ T k

−, xk
+ ∈ T k

+. To vede na soustavu
m− + m+ lineárńıch rovnic o stejném počtu neznámých

(
V-,- V-,+

V+,- V+,+

)
·
(
w−
w+

)
=

(
ûi
−

ûi
+

)
,

kde (Vp,q)i,j :=
∫

T
j
q
g(xi

p,y) dS(y) a (ûi
p)i := ûi(xi

p) pro p, q ∈ {−, +}.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Gaussova kvadratura na úsečce

V tabulce uvád́ıme Gaussovy kvadraturńı body ξN
k a př́ıslušné váhy wN

k pro aproximaci

∫ 1

0

f(x) dx ≈
N∑

k=1

wN
k f(ξN

k ).

řád N 1 2 3 4 5

1
2

1
2 ± 1

2
√

3
1
2

1
2 ±

√
3−2

√
6/5

2
√

7
1
2

body ξN
k

1
2 ±

√
3

2
√

5
1
2 ±

√
3+2

√
6/5

2
√

7
1
2 ±

√
5+2

√
10/7

6

1
2 ±

√
5+2

√
10/7

6

1 1
2

4
9

18+
√

30
72

64
225

váhy wN
k

5
18

18−
√

30
72

322+13
√

70
1800

322−13
√

70
1800



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u Vp,q — regulárńı př́ıpad
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u Vp,q — regulárńı př́ıpad (pokrač.)

Při sestavováńı matic (Vp,q)i,j, i 6= j, použijeme

Sub 1: ŷ :=
(
xj

q,2 − xj
q,1,x

j
q,3 − xj

q,2

)

︸ ︷︷ ︸
=:R

j
q

·y + xj
q,1, Sub 2: η1 := ŷ1, η1 η2 := ŷ2

a integrál se transformuje a aproximuje Gaussovou kvadraturou takto:

(Vp,q)i,j =

∫

T
j
q

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y)

Sub.1
=

∫ 1

0

∫ ŷ1

0

e
ıκ

∣∣∣xi
p−R

j
q·ŷ−x

j
q,1

∣∣∣

4π
∣∣∣xi

p − Rj
q · ŷ − xj

q,1

∣∣∣

∣∣detRj
q

∣∣ dŷ2 dŷ1
Sub.2
=

Sub.2
=

∫ 1

0

∫ 1

0

η1
e
ıκ

∣∣∣xi
p−η1 R

j
q·(1,η2)−x

j
q,1

∣∣∣

4π
∣∣∣xi

p − η1 Rj
q · (1, η2) − xj

q,1

∣∣∣

∣∣detRj
q

∣∣ dη2 dη1 ≈

≈
N∑

α=1

N∑

β=1

wN
α wN

β ξN
α

e
ıκ

∣∣∣xi
p−ξN

α R
j
q·(1,ξN

β )−x
j
q,1

∣∣∣

4π
∣∣∣xi

p − ξN
α Rj

q · (1, ξN
β ) − xj

q,1

∣∣∣

∣∣detRj
q

∣∣ .



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u Vp,q — singulárńı př́ıpad

Pro (Vp,q)i,j, i = j, je kolokačńı bod xi
p těžǐstěm T j

q . Ten rozlož́ıme na T j
q,1, T j

q,2 a T j
q,3

se singularitami v rohu xi
p.

PSfrag replacements
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u Vp,q — singulárńı př́ıpad (pokrač.)

Transformujeme singulárńı bod xi
p na x̂1 := (0, 0) pomoćı

Sub 3: ŷ :=
(
xj

q,1 − xi
p,x

j
q,2 − xj

q,1

)

︸ ︷︷ ︸
=:R

j
q,1

·y + xi
p, Sub 4: ŷ :=

(
xj

q,2 − xi
p,x

j
q,3 − xj

q,2

)

︸ ︷︷ ︸
=:R

j
q,2

·y + xi
p,

Sub 5: ŷ :=
(
xj

q,3 − xi
p,x

j
q,1 − xj

q,3

)

︸ ︷︷ ︸
=:R

j
q,3

·y + xi
p,



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u Vp,q — singulárńı př́ıpad (pokrač.)

Následně singularity odstrańıme substitućı 2 a aproximujeme Gaussovou kvadraturou

(Vp,q)i,j =

∫

T
j
q

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y) =

3∑

k=1

∫

T
j
q,k

eıκ |xi
p−y|

4π
∣∣xi

p − y
∣∣ dS(y)

Sub.3,4,5
=

Sub.3,4,5
=

3∑

k=1

∫ 1

0

∫ ŷ1

0

e
ıκ

∣∣∣xi
p−R

j
q,k·ŷ−xi

p

∣∣∣

4π
∣∣∣xi

p − Rj
q,k · ŷ − xi

p

∣∣∣

∣∣∣detRj
q,k

∣∣∣ dŷ2 dŷ1
Sub.2
=

Sub.2
=

3∑

k=1

∫ 1

0

∫ 1

0

e
ıκ η1

∣∣∣Rj
q,k·(1,η2)

∣∣∣

4π
∣∣∣Rj

q,k · (1, η2)
∣∣∣

∣∣∣detRj
q,k

∣∣∣ dη2 dη1 ≈

≈
3∑

k=1

N∑

α=1

N∑

β=1

wN
α wN

β

e
ıκ ξN

α

∣∣∣Rj
q,k·(1,ξ

N
β )

∣∣∣

4π
∣∣∣Rj

q,k · (1, ξN
β )

∣∣∣

∣∣∣detRj
q,k

∣∣∣ , p = q a i = j.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı w+, w−

Volba Ω− := (−2.05,−0.05) × (−1, 1) × (−0.1, 0.1) a Ω+ := (0.05, 2.05) × (−1, 1) ×
(−0.1, 0.1), h := 0.2 vede na m− = m+ := 282 trojúhelńık̊u. Inc. vlna ûi dopadá v
rovině x2 := 0 zleva pod úhlem 45◦ s λ := 1.5.
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı Re ûi

Volba Ω− := (−2.05,−0.05) × (−1, 1) × (−0.1, 0.1) a Ω+ := (0.05, 2.05) × (−1, 1) ×
(−0.1, 0.1), h := 0.2 vede na m− = m+ := 282 trojúhelńık̊u. Inc. vlna ûi dopadá v
rovině x2 := 0 zleva pod úhlem 45◦ s λ := 1.5.
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı Re ûs

Volba Ω− := (−2.05,−0.05) × (−1, 1) × (−0.1, 0.1) a Ω+ := (0.05, 2.05) × (−1, 1) ×
(−0.1, 0.1), h := 0.2 vede na m− = m+ := 282 trojúhelńık̊u. Inc. vlna ûi dopadá v
rovině x2 := 0 zleva pod úhlem 45◦ s λ := 1.5.

−3 −2 −1 0 1 2 3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 

 

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

PSfrag replacements

x1

x
3



Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı Re û

Volba Ω− := (−2.05,−0.05) × (−1, 1) × (−0.1, 0.1) a Ω+ := (0.05, 2.05) × (−1, 1) ×
(−0.1, 0.1), h := 0.2 vede na m− = m+ := 282 trojúhelńık̊u. Inc. vlna ûi dopadá v
rovině x2 := 0 zleva pod úhlem 45◦ s λ := 1.5.
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