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Magnetostatika

popisuje magnetická (silová) pole stacionárńıch proud̊u.

Zákon zachováńı náboje

Úbytek náboje v objemovém elementu odpov́ıdá toku náboje z povrchu elementu:
∮

∂Ω

ρ(x)v(x) · n(x) dS(x) = −

∫

Ω

∂ρ(x)

∂t
dV (x),

kde v je rychlost toku náboje (rychlost elektron̊u), t je čas.

Označme j(x) := ρ(x)v(x) hustotu elektrického proudu. Pak Gaussova věta dává

div(j(x)) = −
∂ρ(x)

∂t
.

Označme dále tok elektrického náboje trubićı o pr̊uřezu Σ jako elektrický proud

I(Σ) :=

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x) = konst.



Magnetostatika

Lorentzova śıla

je śıla p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se náboj nebo na proudovodič.
PSfrag replacements
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Σ

F = qv × B

F =

∫

l

∫

Σ(y)

j(x) × B(y) dS(x) dl(y) =

∫

l

I(y)n(y) × B(y) dl(y),

kde B je pole magnetické indukce.



Magnetostatika

Neexistuj́ı magnetické náboje.
∫

∂Ω

B(x) · n(x) dS(x) = 0

Gaussova věta dává:
div(B(x)) = 0 pro x ∈ R

3.

Ampér̊uv zákon (ve vakuu)

Magnetické pole rotuje kolem bud́ıćıch proud̊u:
∮

∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x),

kde µ0 = 4π ·10−7 je permeabilita vakua, přičemž ε0µ0 = 1/c2, kde c je rychlost světla.
Stokesova věta dává:

rot(B(x)) = µ0j(x) pro x ∈ R
3.



Magnetostatika

Př́ıklad 5: Pole dlouhého vodiče∮
∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫
Σ

j(x) · n(x) dS(x)

B(r)2πr = µ0I
B(r) = µ0I

2πr

PSfrag replacements
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Př́ıklad 6: Pole dlouhé ćıvky∮
∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫
Σ

j(x) · n(x) dS(x)

Bl = µ0nlI
B = µ0nI ,
kde n je hustota závit̊u.
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Magnetostatika

Ampér̊uv zákon ve feromagnetiku

Ve feromagnetických materiálech se po vložeńı do magnetického pole vytvoř́ı vrstvy
zmagnetizovaných proudových smyček orientovaných v souladu s vněǰśım polem tak,
že magnetické pole zesiluj́ı.

Označme jmag(x) = rot(M(x)) hustotu magnetizovaných dipól̊u, kde M je magneti-
zace.

rot(B(x)) = µ0(j(x) + jmag(x))

rot

(
1

µr
B(x)

)
:= rot

(
B(x) −

M(x)

µ0

)
= µ0j(x),

kde µr ≥ 1 je relativńı permebailita.
PSfrag replacements

BB

Označme H(x) := 1
µ0µr(x)B(x) magnetickou intenzitu:

rot(H(x)) = j(x) pro x ∈ R
3.



Magnetostatika

Magnetický vektorový potenciál

Energie proudové smyčky:

W = I

∫

Σ

B(x) · n(x) dS(x).

Definujme magnetický vektorový potenciál A:
rot(u(x)) = B(x). Stokesova věta dává

W = I

∫

Σ

rot(u(x)) · n(x) dS(x) = I

∮

∂Σ

u(x)dl(x).

PSfrag replacements
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u je nejednoznačný, nebot’

B(x) = rot(u(x)) = rot(u(x) + ∇φ(x))

Jednoznačnost můžeme vynutit např. Coulombovskou kalibračńı podmı́nkou:

div(u(x)) = 0 a poklesem v nekonečnu |u(x)| → 0 pro |x| → ∞.



Magnetostatika

Podmı́nky na rozhrańı
PSfrag replacements
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H1

H2

Γ, jΓ

∮
∂Ω B(x) · n(x) dS(x) = 0 ⇒ (B1(x) − B2(x)) · n1(x) = 0 pro x ∈ Γ.

∮
∂Σ H(x)dl(x) = µ0

∫
Σ j(x) · n(x) dS(x) ⇒

(H1(x) − H2(x)) × n1(x) = jΓ(x) pro x ∈ Γ.
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Modelová úloha

3d geometrie, redukce do 2d

PSfrag replacements
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Ω+ . . . kladná proudová hustota j, Ω− . . . záporná proudová hustota −j,
Ωr . . . feromagnetikum µr



Modelová úloha

3d matematický model

Hledáme u0 : Ω0 → R
3 a ur : Ωr → R

3 tak, že




rot(rot(ur(x))) = 0, x ∈ Ωr,
rot(rot(u0(x))) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R

3 \ Ωr,
div(uk(x)) = 0, x ∈ Ωk, k ∈ {0, r},

(u0(x) − ur(x)) × nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,(
rot(u0(x)) − 1

µr
rot(ur(x))

)
× nr(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞,

kde
j(x) := (0, 0,−j) pro x ∈ Ωleft

j , j(x) := (−j, 0, 0) pro x ∈ Ωfront
j ,

j(x) := (0, 0, j) pro x ∈ Ωright
j , j(x) := (j, 0, 0) pro x ∈ Ωback

j , j(x) := 0 jinde.



Modelová úloha

2d matematický model

Hledáme u0 : Ω0 → R a ur : Ωr → R tak, že




−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr,
−4u0(x) = µ0 j(x), x ∈ Ω0 := R

2 \ Ωr,
u0(x) − ur(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

∂u0(x)/∂n(x) − 1
µr
∂ur(x)/∂n(x) = 0, x ∈ ∂Ωr,

u0(x) → 0, |x| → ∞,

kde

j(x) :=





−j, x ∈ Ω−,

j, x ∈ Ω+,

0, jinde.

Magnetická indukce je pak tato:

B(x1, x2, x3) = rot(0, 0, u(x1, x2)) =

(
∂u(x1, x2)

∂x2
,−
∂u(x1, x2)

∂x1
, 0

)
.
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Variačńı formulace

Ořezáńı výpočetńı oblasti

Uvažujme d := 2, Ω ⊂ R
2 pokrývaj́ıćı Ωr a Ωj a necht’

u(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.

Neuvažujeme tedy nadále neomezenou oblast. Dopušt́ıme se t́ım chyby v modelováńı!

Zjednodušme zápis geometrie, konstanty µr a řešeńı takto:

µ(x) :=

{
µ0 µr, x ∈ Ωr,

µ0, x ∈ R
2 \ Ωr,

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr.

Greenova věta

Pro spoj. dif. funkce q, v : ω → R a pěkné ω ⊂ R
d s vněǰśı jedn. normálou n(x) plat́ı:

∫

ω

∂q(x)

∂xi
v(x) dx = −

∫

ω

q(x)
∂v(x)

∂xi
dx +

∫

∂ω

q(x) v(x)ni(x) dS(x).



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace

Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R, v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω. Z prvńı rovnice
∫

Ωr

1

µ0 µr(x)
4ur(x) v(x) dx = 0

a aplikaćı Greenovy věty dostáváme
∫

Ωr

1

µ0 µr(x)
∇ur(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ωr

1

µ0 µr(x)

∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Podobně přenásob́ıme v a 1/µ0 druhou rovnici, zintegrujeme ji a z Greenovy věty
∫

Ω0

1

µ0
∇u0(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω0

1

µ0

∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) =

∫

Ωj

j(x) v(x) dx.



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace (pokrač.)

Sečteme předchoźı rovnice s vědomı́m, že normály k Ωr a k Ω0 na ∂Ωr ∩ ∂Ω0 jsou
opačné

∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω

1

µ0

∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x)+

+

∫

∂Ωr

1

µ0

(
∂u0(x)

∂n(x)
−

1

µr(x)

∂ur(x)

∂n(x)

)
v(x) dS(x) =

∫

Ω

j(x) v(x) dx.

Použijeme v = 0 na ∂Ω a definice j(x), µ(x) a u(x) a dostáváme variačńı rovnici
∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx =

∫

Ω

j(x) v(x) dx.

Řešeńı u i testovaćı funkce v bereme z prostoru V0 := H1
0(Ω) := C∞

0 (Ω)
‖.‖1

, kde
‖v‖1 :=

∫
Ω v(x)2 + |∇v(x)|2 dx.



Variačńı formulace

Variačńı formulace

Hledáme u ∈ V0 tak, že
∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx =

∫

Ω

j(x) v(x) dx ∀v ∈ V0.

Pro tuto úlohu lze dokázat existenci jednoznačného řešeńı a jeho spojitou závislost na
změnách geometrie Ω i materiálové funkce ε.

Energetická formulace

K variačńı formulaci lze doj́ıt i z principu minima elektrostatické energie

ϕ(v) :=
1

2

∫

Ω

1

µ(x)
|∇v(x)|2 dx −

∫

Ω

j(x) v(x) dx.

Minimum ϕ nastane ve stacionárńım bodě u ∈ V0, tj. ∀v ∈ V0:

ϕ′(u, v) := lim
t→0

ϕ(u + tv) − ϕ(u)

t
=

∫

Ω

1

µ(x)
∇u(x)∇v(x) dx −

∫

Ω

j(x) v(x) dx = 0.
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Metoda konečných prvk̊u

Diskretizace oblasti

Necht’ d := 2. Diskretizujme Ω do m trojúhelńık̊u tak, že sousedé maj́ı společnou hranu
nebo bod, hrany zachyt́ı hranice podoblast́ı a nejostřeǰśı úhel je zdola omezený

Ω = ∪mk=1T
k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,
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Metoda konečných prvk̊u

MKP báze

Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n definujeme konečně–prvkovou
bázovou funkćı ehi (x) : Ω → R tak, že

∀i ∀k : ehi (x)|T k = aki + bkix1 + cki x2 a ehi (xj) = δij :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,

kde aki , b
k
i , c

k
i ∈ R. Máme aproximaci V h := 〈eh1(x), . . . , ehn(x)〉 prostoru V := H1(Ω).

MKP aproximace Neumannovy úlohy

MKP aproximace formulace bez okrajové podmı́nky by byla tato: hledáme ũh(x) =
n∑
j=1

ũj e
h
j (x):

Ã · ũ = b̃, kde (Ã)ij := a(ehj , e
h
i ), (b̃)i := b(ehi ),

kde a(u, v), resp. b(v), je bilineárńı, resp. lineárńı, forma na levé, resp. pravé, straně
variačńı rovnice. Řešeńı této tzv. Neumannovy úlohy neńı jednoznačé.



Metoda konečných prvk̊u

Sestaveńı MKP matic a vektor̊u

Iterujeme přes trojúhelńıky a sč́ıtáme lokálńı matice a vektory pravých stran, tj. např.

Ã =
m∑

k=1

Gk(Ak), b̃ =
m∑

k=1

Hk(bk),

kde Ak ∈ R
3×3, bk ∈ R

3 a Gk : R
3×3 → R

n×n, zobrazuje lokálńı matice na globálńı,
Hk : R

3 → R
n zobrazuje lokálńı vektory na globálńı. Lokálńı př́ıspěvky jsou tyto:

Ak :=
1

µk
(
Bk

∇

)T
· Bk

∇

|det(Rk)|

2
,

bk := jk
1

2




1
1
1


 |det(Rk)|

2
,

kde µk := µ(x)|T k, j
k := j(x)|T k, Rk :=

(
xk2 − xk1,xk3 − xk1

)
a xk1, xk2, xk3 jsou

uzly trojúhelńıku T k uspořádané v pravotočivém smyslu.



Metoda konečných prvk̊u

MKP aproximace homogenńı Dirichletovy úlohy

Bud’ I := {i1, i2, . . . , ip} množina index̊u uzl̊u nelež́ıćıch na hranici ∂Ω. Pak Galerki-
novská aproximace naš́ı homogenńı Dirichletovy úlohy je:

hledáme uh(x) :=

n0∑

k=1

uk e
ik(x) ∈ V h

0 : a(uh, eik) = b(eik) ∀ik ∈ I

a odpov́ıdaj́ıćı soustava lineárńıch rovnic vznikne restrikćı předchoźı soustavy na I

A · u = b, kde A := ÃI,I, b := b̃I a u := (u1, u2 . . . , up) .



Metoda konečných prvk̊u

Numerické řešeńı u a B

Volba µr := 5000, J := 0.25, Ω := (−6, 6) × (−6, 6), Ω− := (−3,−2) × (−3, 3),
Ω+ := (2, 3)× (−3, 3), Ωr := (−2, 2)× (−4, 4), s diskretizačńım parametrem h := 0.25
vede na n := 2401 uzl̊u a m := 4608 trojúhelńık̊u.
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Hraničńı integrálńı formulace

Metoda potenciál̊u

Uvažujme d := 2 a přeškálujme geometrii tak, že diam (Ωr ∪ Ω− ∪ Ω+) < 1. Hledáme
řešeńı pomoćı poteciál̊u jednoduché vrstvy

ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ωr,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) + µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −

∫

Ω−

g(x,y) dy

)
, x ∈ Ω0,

kde Ω0 := R
2 \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−, Γr := ∂Ωr, Γ+ := ∂Ω+, Γ− := ∂Ω−, g(x,y) :=

− 1
2π ln |x − y| je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice a kde wr, w0 : Γr → R,

w+ : Γ+ → R a w− : Γ− → R jsou neznámé hustoty potenciál̊u. Řešeńı splňuje

−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr, −4u0(x) = j(x), x ∈ Ω0 a u0(x) → C, |x| → ∞,

kde C = 0 d́ıky symetrii úlohy. Zbývá splnit podmı́nky přechodu.



Hraničńı integrálńı formulace

Vlastnosti potenciálu jednoduché vrstvy

Pro po částech spojité wr je
∫

Γr
wr(y) g(x,y) dl(y) harmonická funkce v Ωr a v R

2\Ωr.
Pro x ∈ Γr bod spojitosti wr, v jehož okoĺı je Γ hladká, plat́ı, že pro Ωr 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇x̃

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →
1

2
wr(x) +

∫

Γr

wr(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

přičemž ∂/∂n(x) je derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ωr. Podobně plat́ı pro
spojité w0 a Ω0 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇x̃

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) → −
1

2
w0(x) +

∫

Γr

w0(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).



Hraničńı integrálńı formulace

Vlastnosti Newtonova potenciálu

Newton̊uv objemový potenciál je spojitý i se svou normálovou derivaćı nezávisle, zda
se k hranici bĺıž́ıme zevnitř, či zvenku, tedy pro Γr 63 x̃ → x ∈ Γr:∫

Ω±

g(x̃,y) dl(x) →

∫

Ω±

g(x,y) dl(x),

nr(x) · ∇x̃

∫

Ω±

g(x̃,y) dl(x) →

∫

Ω±

∂g(x,y)

∂n(x)
dl(x)



Hraničńı integrálńı formulace

Formulace

Pro x ∈ R
2, resp. x ∈ Γr (až na rohy), zaved’me operátory

[Vrw](x) :=

∫

Γr

w(y) g(x,y) dl(y), [Krw](x) :=

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y)

a funkce

N(x) := µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −

∫

Ω−

g(x,y) dy

)
,

M(x) := µ0 j

(∫

Ω+

∂g(x,y)

∂n(x)
dy −

∫

Ω−

∂g(x,y)

∂n(x)
dy

)

Pak podmı́nky přechodu dávaj́ı následuj́ıćı hraničńı integrálńı formulaci
{

Vrwr − Vrw0 = N, x ∈ Γr,
− 1
µr

(1
2
I +Kr)wr − (−1

2
I +Kr)w0 = M, x ∈ Γr,

kde I znač́ı identické zobrazeńı.
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– Metoda konečných prvk̊u
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Diskretizace hranic

Diskretizujme Γr do disjunktńıch úseček
mr⋃

k=1

Skr = Γr

a uvažujme po úsečkách konstantńı bázové funkce f ir tak, že

f ir(x)|
S
j
r

= δij pro i, j = 1, . . . ,mr.

Hledáme souřadnice neznámých hustot wr,w0 ∈ R
m

wr(x) :=

mr∑

k=1

wrk f
i
r(x), w0(x) :=

mr∑

k=1

w0k f
i
r(x).



Metoda hraničńıch prvk̊u

Kolokačńı metoda

Rovnice splńıme pouze ve středech úseček xkr ∈ Skr(
Vr,r −Vr,r

− 1
µr

(
1
2
Ir + Kr,r

)
1
2
Ir − Kr,r

)
·

(
wr

w0

)
=

(
N
M

)
, (1)

kde Ir ∈ R
mr×mr je jednotková matice a kde (Vr,r)ij :=

∫
S
j
r
g(xir,y) dl(y), (Kr,r)ij :=∫

S
j
r
∇xg(x

i
r,y) · njr dl(y), (N)i := N(xir), (M)i := M(xir), přičemž njr znač́ı jed-

notkovou normálu k Sjr směřuj́ıćı ven z Ωr.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u vektor̊u N

Prvky matic Vr,r a Kr,r vypočteme stejně jako v kapitole Elektrostatika. Při výpočtu
N použijeme následuj́ıćı integrál:
∫ b

a

∫ d

c

ln |x − y|2 dy2 dy1 = F1(a)−F1(b)−F2(a, c)+F2(a, d)+F2(b, c)−F2(b, d)+

+ F3(a, c) − F3(a, d) − F3(b, c) + F3(b, d) − 3(b− a)(d− c),

kde

F1(y1) :=
π

2
sgn(y1 − x1) y1 (y1 − 2x1) (sgn(c− x2) − sgn(d− x2)) ,

F2(y1, y2) :=
(
(y1 − x1)

2 − (y2 − x2)
2
)

arctg
y1 − x1

y2 − x2
,

F3(y1, y2) := (y1 − x1)(y2 − x2) ln |x − y|2



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u vektor̊u M

Při výpočtu M použijeme tento integrál:
∫ b

a

∫ d

c

∇x ln |x − y| · n dy2 dy1 =

∫ b

a

∫ d

c

(x − y) · n

|x − y|2
dy2 dy1 = G1(a) −G1(b)+

+G2(a, c)−G2(a, d)−G2(b, c)+G2(b, d)−G3(a, c)+G3(a, d)+G3(b, c)−G3(b, d),

kde

G1(y1) :=
π

2
|y1 − x1|n1 (sgn(d− x2) − sgn(c− x2)) ,

G2(y1, y2) := ((y1 − x1)n1 − (y2 − x2)n2) arctg
y1 − x1

y2 − x2
,

G3(y1, y2) :=
1

2
((y1 − x1)n2 + (y2 − x2)n1)) ln |x − y|2.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı wr a w0

Volba µr := 5000, J := 0.25, Ω := (−0.06, 0.06) × (−0.06, 0.06), Ω− :=
(−0.03,−0.02) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.02, 0.03) × (−0.03, 0.03), Ωr :=
(−0.02, 0.02) × (−0.04, 0.04), h := 0.0025 vede na mr := 96 úseček.
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı u a B

Volba µr := 5000, J := 0.25, Ω := (−0.06, 0.06) × (−0.06, 0.06), Ω− :=
(−0.03,−0.02) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.02, 0.03) × (−0.03, 0.03), Ωr :=
(−0.02, 0.02) × (−0.04, 0.04), h := 0.0025 vede na mr := 96 úseček.
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Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Odvozeńı formulace

Základem párováńı je následuj́ıćı variačńı rovnice na oblasti Ωr:

1

µr

∫

Ωr

−4ur(x) v(x) dx =

∫

Ωr

1

µr
∇ur(x)∇v(x) dx −

∫

Γr

1

µr

∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dl(x) = 0,

v ńıž nahrad́ıme tok ur přes Γr tokem u0∫

Ωr

1

µr
∇ur(x)∇v(x) dx −

∫

Γr

∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dl(x) = 0.

Řešeńı u0 hledáme opět v následuj́ıćım tvaru

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) + µ0 j

(∫

Ω+

g(x,y) dy −

∫

Ω−

g(x,y) dy

)
,

kde x ∈ R
2 \ Ωr. Zbývá zaručit spojitost řešeńı

ur(x) − u0(x) = 0, x ∈ Γr.



Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Odvozeńı formulace

S využit́ım symbol̊u Vr, Kr, jeho skoku a definic N a M : hledáme ur ∈ Vr := H1(Ωr)
a w0 : Γr → R tak, že

{
ar(ur, v) − br

((
−1

2
I + Lr

)
w0, v

)
= br(M, v) ∀v ∈ Vr,

ur − Vrw0 = N ∀x ∈ Γr,

kde I je identita a kde

ar(ur, v) :=

∫

Ωr

1

µr
∇ur ∇v dx, br(u, v) :=

∫

Γr

u v dl(x).

Galerkinova formulace úlohy

Zaved’me Wr := H1/2(Γr) Sobolev̊uv prostor stop na Γr. Hledáme ur ∈ Vr a w0 ∈ Wr:
{
ar(ur, v) − br

((
−1

2 I + Lr

)
w0, v

)
= br(M,v) ∀v ∈ Vr,

br(ur, q) − br(Vrw0, q) = br(N, q) ∀q ∈ Wr.



Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Konečně–prvková diskretizace

Diskretizace Vr metodou konečných prvk̊u vede na triangulaci Ωr do mr trojúhelńık̊u
T k, v jejichž uzlech xi, i ∈ {1, 2, . . . , nr}, definujeme konečně–prvkové bázové funkce
ehi . Máme aproximaci Vh

r ⊂ Vr. Bilineárńı forma ar(., .) vede na matici Ar ∈ R
nr×nr.
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Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Hraničně–prvková diskretizace

Diskretizace prostoru Wr metodou hraničńıch prvk̊u je indukována předchoźı trian-
gulaćı Ωr. To vede na sr hraničńıch úseček Sir a pr hraničńıch uzl̊u xi1, . . . , xipr ,
kde ik ∈ {1, 2, . . . , nr}. Nad úsečkami Sir definujeme hraničně-prvkové nespojité po
částech konstantńı bázové funkce f ir , jejichž lineárńı obal nám dá prostor Wh

r ⊂ Wr.
Při diskretizaci MHP bilineárńı formy br(., .) použijeme nejhrubš́ı kvadraturńı formuli,
a to obdélńıkové pravidlo

∫

Skr

f(x) dx ≈ f(xkr ) |S
k
r |,

kde xkr je střed úsečky Skr a |Skr | je jej́ı délka. To nám umožńı využ́ıt již napoč́ıtané
prvky matic Vr,r, Kr,r a vektor̊u N, M.



Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Galerkinova metoda

Párováńım vede na (
Ar Br

Cr Dr

)
·

(
ur

w0

)
=

(
br

cr

)
.

kde řádky Br ∈ R
nr×sr a složky b ∈ R

nr jsou

(Br)i,∗ :=
1

2
|Sir|

2∑

k=1

(
1

2
Ir − Kr,r

)

ik,∗

, (br)i :=
1

2
|Sir|

2∑

k=1

(M)ik .

přičemž i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , pr} jsou hraničńı indexy uzl̊u Sir. Dále Cr ∈ R
sr×nr

(Cr)i,j :=

{
1
2 |S

i
r|, pokud xj, j ∈ {1, 2, . . . , nr}, je jeden ze dvou uzl̊u Sir,

0, jinak.

Konečně matice Dr ∈ R
sr×sr a vektor cr ∈ R

sr jsou definovány po řádćıch takto:

(Dr)i,∗ := −|Sir| (Vr,r)i,∗ , (cr)i := |Sir| (N)i.



Párováńı konečných a hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı u a B

Volba µr := 5000, J := 0.25, Ωr := (−0.02, 0.02) × (−0.04, 0.04), Ω− :=
(−0.03,−0.02) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.02, 0.03) × (−0.03, 0.03), h := 0.0025 vede
na nr := 544 MKP uzl̊u a sr := 96 MHP úseček.
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Variačńı formulace

Ořezáńı výpočetńı oblasti

Uvažujme d := 3, Ω ⊂ R
2 pokrývaj́ıćı Ωr a Ωj a necht’

u(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω.

Neuvažujeme tedy nadále neomezenou oblast. Dopušt́ıme se t́ım chyby v modelováńı!

Zjednodušme zápis geometrie, konstanty µr a řešeńı takto:

µ(x) :=

{
µ0 µr, x ∈ Ωr,

µ0, x ∈ R
2 \ Ωr,

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr.



Variačńı formulace

Greenova věta

Pro spoj. dif. funkce ϕ, ψ : ω → R a pěkné ω ⊂ R
d s vněǰśı jedn. normálou n(x) plat́ı:

∫

ω

∂ϕ(x)

∂xi
ψ(x) dx = −

∫

ω

ϕ(x)
∂ψ(x)

∂xi
dx +

∫

∂ω

ϕ(x)ψ(x)ni(x) dS(x).

Opakovaným použit́ım si odvod́ıme analogii Greenovy formule pro operátor rot
∫

Ω

rot(w) · v =

∫

Ω

[(
∂w3

∂x2
−
∂w2

∂x3

)
v1 +

(
∂w1

∂x3
−
∂w3

∂x1

)
v2 +

(
∂w2

∂x1
−
∂w1

∂x2

)
v3

]
=

= −

∫

Ω

[(
w3
∂v1

∂x2
− w2

∂v1

∂x3

)
+

(
w1
∂v2

∂x3
− w3

∂v2

∂x1

)
+

(
w2
∂v3

∂x1
− w1

∂v3

∂x2

)]
+

+

∫

∂Ω

[(w3n2 − w2n3) v1 + (w1n3 − w3n1) v2 + (w2n1 − w1n2) v3] =

= −

∫

Ω

w · (−rot(v)) −

∫

∂Ω

(w × n) · v =

∫

Ω

w · rot(v) +

∫

∂Ω

w · (v × n) .



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace

Vezměme dif. funkci v : Ω → R
3, v(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω. Z prvńı rovnice

∫

Ωr

1

µ0 µr(x)
rot(rot(ur(x))) · v(x) dx = 0

a aplikaćı Greenovy věty dostáváme
∫

Ωr

1

µ0 µr(x)
rot(ur(x))·∇v(x) dx−

∫

∂Ωr

1

µ0 µr(x)
rot(ur(x))·(v(x)×n(x)) dS(x) = 0.

Podobně přenásob́ıme v a 1/µ0 druhou rovnici, zintegrujeme ji a z Greenovy věty
∫

Ω0

1

µ0
rot(u0(x))·∇v(x) dx−

∫

∂Ω0

1

µ0
rot(u0(x))·(v(x)×n(x)) dS(x) =

∫

Ωj

j(x)·v(x) dx.



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace (pokrač.)

Sečteme předchoźı rovnice s vědomı́m, že normály k Ωr a k Ω0 na ∂Ωr ∩ ∂Ω0 jsou
opačné
∫

Ω

1

µ(x)
rot(u(x)) · rot(v(x)) dx +

∫

∂Ω

1

µ0
rot(u0(x)) · (v(x) × n(x)) dS(x)+

+

∫

∂Ωr

1

µ0

((
rot(u0(x)) −

1

µr(x)
rot(ur(x))

)
× n(x)

)
· v(x) dS(x) =

∫

Ω

j(x) · v(x) dx.

Použijeme v× n = 0 na ∂Ω a definice j(x), µ(x) a u(x) a dostáváme variačńı rovnici
∫

Ω

1

µ(x)
rot(u(x)) · rot(v(x)) dx =

∫

Ω

j(x) · v(x) dx.

Řešeńı u i testovaćı funkce v bereme z prostoru V0 := H0(rot; Ω) := C∞
0 (Ω)3

‖.‖rot
,

kde ‖v‖rot :=
∫

Ω |v(x)|2 + |rot(v(x))|2 dx.



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace (pokrač.)

Potenciál u je jednoznačný až na libovolné gradientńı pole ∇ϕ. Minimalizujme

E(v) :=
1

2

∫

Ω

1

µ(x)
|rot(v(x))|2 dx −

∫

Ω

j(x) · v(x) dx,

jehož nekonečně mnoho stacionárńıch bod̊u ũ = u + ∇ϕ ∈ V0 jsou řešeńım rovnice

E ′(u + ∇ϕ,v) = 0 ∀v ∈ V0.

Jednoznačnost dodá Coulombova kalibračńı podmı́nka: hledáme u ∈ V0 tak, že

∀v ∈ V0 : E(u) ≤ E(v) vzhledem k div(u) = 0,

přičemž kalibračńı podmı́nku chápeme ve slabém smyslu. Hledáme u ∈ V0 a λ ∈
V0 := H1

0(Ω) tak, že
{ ∫

Ω
1
µ rot(u) · rot(v) +

∫
Ω ∇λ · v =

∫
Ω j · v ∀v ∈ V0,∫

Ω u · ∇ϕ = 0 ∀ϕ ∈ V0.
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Metoda konečných prvk̊u

Diskretizace oblasti

Necht’ d := 3. Diskretizujme Ω do m čtyřstěn̊u tak, že sousedé maj́ı společnou stěnu,
hranu, nebo bod, stěny zachyt́ı hranice podoblast́ı a nejostřeǰśı úhel je zdola omezený

Ω = ∪mk=1T
k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j.



Metoda konečných prvk̊u

MKP aproximace V := H1(Ω)

Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n definujeme konečně–prvkovou
bázovou funkćı ehi (x) : Ω → R tak, že

∀i ∀k : ehi (x)|T k = aki + bki x1 + ckix2 + dki x3 a ehi (xj) = δij :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,

kde aki , b
k
i , c

k
i , d

k
i ∈ R. Máme aproximaci V h := 〈eh1(x), . . . , ehn(x)〉 prostoru V .



Metoda konečných prvk̊u

Lokálńı bázové funkce V h

Zobrazme T̂ s vrcholy (uzly) x̂1, x̂2, x̂3 a x̂4 na T k s vrcholy xk1, xk2, xk3 a xk4

x := Rk(x̂) := Rk · x̂ + xk1, kde Rk :=
(
xk2 − xk1,xk3 − xk1,xk4 − xk1

)
.
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Metoda konečných prvk̊u

Gradient uzlové báze

Pro smı́̌senou bilineárńı formu
∫

Ω u · ∇ϕ potřebujeme spoč́ıtat gradienty bázových
funkćı, pro něž lze ukázat platnost analogického vzorce jako ve 2 dimenźıch

Bk
∇ :=

(
∇ek1(x),∇ek2(x),∇ek3(x),∇ek4(x)

)
=

(
Rk

)−T
·



−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1


 ,

kde matice (Rk)−T obsahuje derivace vnitřńı funkce, tedy afinńıho zobrazeńı Rk, a
sloupce druhé matice jsou gradienty referenčńıch bázových funkćı.



Metoda konečných prvk̊u

Nédélecova MKP aproximace V := H(rot; Ω)

Nad každou orientovanou hranou E i : xi1 → xi2, i ∈ {1, 2, . . . , ne} diskretizace
definujeme konečně–prvkovou bázovou funkci, kde tj :=

(
xj2 − xj1

)
/
∣∣xj2 − xj1

∣∣,

ξi(x)|T k = aik + bik × x a

∫

Ej
ξi(x) · tj dl(x) = δij,
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Metoda konečných prvk̊u

Lokálńı bázové funkce Vh

Uvažujme ref. čtyřstěn s orientovanými hranami Ê1 : x̂1 → x̂2, Ê2 : x̂1 → x̂3,
Ê3 : x̂1 → x̂4, Ê4 : x̂2 → x̂3, Ê5 : x̂3 → x̂4, Ê6 : x̂4 → x̂2 a ref. bázové funkce

ξ̂
1
(x̂) :=




1
0
0


 +




0
−1
1


 × x̂, ξ̂

2
(x̂) :=




0
1
0


 +




1
0
−1


 × x̂,

ξ̂
3
(x̂) :=




0
0
1


 +



−1
1
0


 × x̂, ξ̂

4
(x̂) :=




0
0
1


 × x̂,

ξ̂
5
(x̂) :=




1
0
0


 × x̂, ξ̂

6
(x̂) :=




0
1
0


 × x̂.

Jim odpov́ıdaj́ıćı konečně–prvkové bázové funkce jsou tyto:

ξki(x) = signk(E
ki)

(
Rk

)−T
·ξ̂(x̂), signk(E

ki) :=

{
1, orientace Eki shodná s Êi

−1, orientace Eki opačná k Êi.



Metoda konečných prvk̊u

Rotace hranové báze

Potřebujeme rotace hranových funkćı

Bk
rot :=

(
rot(ξ1), rot(ξ2), rot(ξ3), rot(ξ4), rot(ξ5), rot(ξ6)

)

=
1

det(Rk)
Rk ·




0 2 −2 0 2 0
−2 0 2 0 0 2
2 −2 0 2 0 0


 · diag

(
signk(E

ki)
)6

i=1
.

Potřebujeme hodnoty bázových funkćı v těžǐsti xkc := (1/4)
∑4

i=1 xki čtyřstěnu T k

Bk
Id :=

(
ξ1(xkc), ξ

2(xkc), ξ
3(xkc), ξ

4(xkc), ξ
5(xkc), ξ

6(xkc)
)

=
(
Rk

)−T
·
1

4




2 1 1 −1 0 1
1 2 1 1 −1 0
1 1 2 0 1 −1


 · diag

(
signk(E

ki)
)6

i=1
.



Metoda konečných prvk̊u

Lokálńı matice a vektory

Lokálńı př́ıspěvek do matice bilineárńı formy
∫

Ω(1/µ)rot(u) · v je

Ak :=
1

µk
(
Bk

rot

)T
· Bk

rot

|det(Rk)|

6
,

kde µk := µ(x)|T k. Lokálńı př́ıspěvek do matice bilineárńı formy
∫

Ω u · ∇ϕ je

Bk :=
(
Bk

∇

)T
· Bk

Id

|det(Rk)|

6
.

Lokálńı př́ıspěvek vektoru lineárńı formy
∫

Ω j · v je

bk :=
(
Bk

Id

)T
· jk

|det(Rk)|

6
,

kde jk := j(x)|T k.



Metoda konečných prvk̊u

Globálńı matice a vektory

Ã :=
m∑

k=1

Gk(Ak), B̃ :=
m∑

k=1

Lk(Bk), b̃ :=
m∑

k=1

Hk(bk),

kde Gk : R
6×6 → R

ne×ne, Lk : R
4×6 → R

n×ne a Hk : R
6 → R

ne zobrazuj́ı lokálńı
hranové matice, uzlově–hranové matice, resp. lokálńı hranové vektory na globálńı.

A := ÃIe,Ie, B := B̃I,Ie, b := b̃Ie,

kde Ie :=
{
ie1, i

e
2, . . . , i

e
pe
}

a I := {i1, i2, . . . , ip} jsou indexy hran a uzl̊u mimo ∂Ω.

MKP aproximace
(
A BT

B 0

)
·

(
u
λ

)
=

(
b
0

)
,

kde uh(x) :=
∑pe

k=1 uk ξi
e
k(x), Bh(x)|T k = Bk

rot · u
k, kde uk je lokálńı vektor řešeńı

doplněný o nuly pro hrany čtyřstěnu T k lež́ıćı na ∂Ω.



Metoda konečných prvk̊u

Numerické řešeńı B := rot(u)

Volba geometrie Ω := (−6, 6)3, Ωj := (−3, 3)3 \ (〈−2, 2〉 × 〈−3, 3〉 × 〈−2, 2〉), Ωr :=
(−2, 2) × (−4, 4) × (−2, 2), h := 1 vede na n := 2401 uzl̊u a m := 4608 trojúhelńık̊u.


