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Katedra aplikované matematiky
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Elektrostatika

popisuje časově neměnná eletrická (silová) pole nabitých těles.

Coulomb̊uv zákon

vyjadřuje śıly mezi náboji.
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q1q2

4πε0|x2 − x1|2
· e12 = −F2,

q1, q2 ∈ R . . . elektrické náboje (v Coulombech),
x1,x2 ∈ R

3 . . . polohy náboj̊u, e12 := (x2 − x1)/|x2 − x1|,
ε0 ≈ 8.854 · 10−12 . . . permitivita vakua



Elektrostatika

Intenzita elektrického pole

je śıla elektrického pole na jednotkový náboj.

pole kladného náboje pole dvou nesouhlasných náboj̊u
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Plat́ı princip superpozice, např.:

E(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y)(x − y)

|x − y|3
dV (y),

kde ρ(y) je objemová hustota náboje v Ω ⊂ R
3, tj. supp(ρ) ⊂ Ω.



Elektrostatika

Gauss̊uv zákon (ve vakuu)

Tok elektrického pole z povrchu objemového elementu je určen náboji v tomto objemu.
Gauss̊uv zákon je ekvivalentńı s Coulombovým zákonem.

∮

∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
1

ε0

∫

Ω

ρ(x) dV (x) pro Ω ⊂ R
3,

kde n ∈ R
3 je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω.

Gaussova věta:
∮

∂Ω E(x) · n(x) dS(x) =
∫

Ω div(E(x)) dV (x) dává

div(E(x)) =
ρ(x)

ε0
pro x ∈ R

3.



Elektrostatika

Př́ıklad 1: Pole dlouhé nabité tyče∮
∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
∫
Ω

ρ(x)
ε0

dV (x)

E(r)2πrl = ρSl
ε0

E(r) = ρS
2πrε0
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Př́ıklad 2: Pole nabité desky∮
∂Ω

E+(x) · n(x) dS(x) =
∫
Σ

σ(x)
ε0

dS(x)

2E+|Σ| = σ|Σ|
ε0

E+ = σ
2ε0

Př́ıklad 3: Pole deskového kondenzátoru

E =2E+ = σ
ε0
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Elektrostatika

Př́ıklad 4: Pole dvou vnořených deskových kondenzátor̊u s opačnou orientaćı

E ′ = E − Ep =
σ−σp

ε0
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Př́ıklad modeluje chováńı polarizovaných náboj̊u (vnitřńı kondenzátor) v dielektriku,
které je vloženo do elektrostatického pole (vněǰśı kondenzátor).



Elektrostatika

Gauss̊uv zákon v dielektriku

V dielektrických materiálech se po vložeńı do elektrostatického pole vytvoř́ı vrstvy
polarizovaných náboj̊u orientovaných v souladu s vněǰśım polem. Ty se chovaj́ı jako
vnořené kondenzátory, viz př́ıklad 4, tedy zeslabuj́ı vněǰśı pole.

Označme ρpol(x) = div(−P(x)) hustotu polarizovaného náboje v dielektriku, kde P
je elektrostatická polarizace.

div(E(x)) =
ρ(x) + ρpol(x)

ε0

div(εrE(x)) := div

(
E(x) +

P(x)

ε0

)
=

ρ(x)

ε0
,

kde εr ≥ 1 je relativńı permitivita. Označme D(x) := ε0εr(x)E(x) el. indukci:

div(D(x)) = ρ(x) pro x ∈ R
3.



Elektrostatika

Elektrický potenciál (napět́ı)

Elektrostatické pole je potenciálńı:

E(x) = −∇u(x),

kde u je elektrický potenciál (napět́ı). Tzn. práce, kterou vykoná elektrostatické pole
p̊usob́ıćı na jednotkový náboj, nezáviśı na dráze:

PSfrag replacements
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Wa→b = −
∫

a→b

E(x)dl(x) =
∫

a→b

∇u(x)dl(x) = u(b) − u(a)

= Wa→c + Wc→b

a tedy:

−

∮

k

E(x)dl(x) = 0

pro jakoukoliv uzavřenou křivku k.

Stokesova věta:
∮

∂S E(x)dl(x) =
∫

S rot(E(x)) · n(x) dS(x) dává

rot(E(x)) = 0 pro x ∈ R
3.



Elektrostatika

Podmı́nky na rozhrańı
PSfrag replacements
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∮
∂Ω D(x)·n(x) dS(x) =

∫
Ω ρ(x) dV (x) ⇒ (D1(x) − D2(x)) · n1(x) = σ(x) pro x ∈ Γ.

∮
k E(x)dl(x) = 0 ⇒ (E1(x) − E2(x)) × n1(x) = 0 pro x ∈ Γ.
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Modelová úloha

3d geometrie, redukce do 2d

PSfrag replacements
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Ω+ . . . kladný potenciál U , Ω− . . . záporný potenciál −U , Ωr . . . dielektrikum εr



Modelová úloha

Matematický model

Hledáme u0 : Ω0 → R a ur : Ωr → R tak, že




−4ur(x) = 0 x ∈ Ωr,
−4u0(x) = 0 x ∈ Ω0 := R

d \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−,
∂u0(x)/∂n(x) − εr∂ur(x)/∂n(x) = 0 x ∈ ∂Ωr,

u0(x) − ur(x) = 0 x ∈ ∂Ωr,
u0(x) = U x ∈ ∂Ω+,
u0(x) = −U x ∈ ∂Ω−,
u0(x) → 0 |x| → ∞,

kde d := 3, resp. d := 2, viz předchoźı obrázek vlevo, resp. vpravo.
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Variačńı formulace

Ořezáńı výpočetńı oblasti

Uvažujme Ω ⊂ R
d pokrývaj́ıćı Ωr, Ω+ i Ω− takovou, že Ω∩Ω+ = Ω∩Ω− = ∅, a necht’

u(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω \ (∂Ω+ ∪ ∂Ω−).

Neuvažujeme tedy nadále neomezenou oblast. Dopušt́ıme se t́ım chyby v modelováńı!

Zjednodušme zápis geometrie, konstanty εr a řešeńı takto:

ε(x) :=

{
ε0 εr, x ∈ Ωr,

ε0, x ∈ R
d \ Ωr,

u(x) =

{
ur(x), x ∈ Ωr,

u0(x), x ∈ Ω0 := Ω \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−.

Greenova věta

Pro spoj. dif. funkce q, v : ω → R a pěkné ω ⊂ R
d s vněǰśı jedn. normálou n(x) plat́ı:

∫

ω

∂q(x)

∂xi
v(x) dx = −

∫

ω

q(x)
∂v(x)

∂xi
dx +

∫

∂ω

q(x) v(x) ni(x) dS(x).



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace

Vezměme diferencovatelnou funkci v : Ω → R, v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω. Z prvńı rovnice
∫

Ωr

−ε0 εr 4ur(x) v(x) dx = 0

a aplikaćı Greenovy věty dostáváme
∫

Ωr

ε0 εr ∇ur(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ωr

ε0 εr
∂ur(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.

Podobně přenásob́ıme v a ε0 druhou rovnici, zintegrujeme ji a užijeme Greenovu větu
∫

Ω0

ε0 ∇u0(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω0

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x) = 0.



Variačńı formulace

Odvozeńı variačńı formulace (pokrač.)

Sečteme předchoźı rovnice s vědomı́m, že normály k Ωr a k Ω0 na ∂Ωr ∩ ∂Ω0 jsou
opačné

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx −

∫

∂Ω

ε0
∂u0(x)

∂n(x)
v(x) dS(x)+

+

∫

∂Ωr

ε0

(
∂u0(x)

∂n(x)
− εr

∂ur(x)

∂n(x)

)
v(x) dS(x) = 0.

Použijeme v = 0 na ∂Ω a definice ε(x) a u(x) a dostáváme variačńı rovnici
∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0.

Zbývá určit množinu, v ńıž budeme hledat řešeńı u a množinu testovaćıch funkćı v.



Variačńı formulace

Sobolev̊uv prostor

Má-li mı́t variačńı rovnice smysl, pak

• integrály
∫

Ω |∇w(x)|2 dx muśı mı́t smysl a být konečné,

• plat́ı rovnost v(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω

• a u(x) vyhovuje předepsaným okrajovým podmı́nkám pro x ∈ ∂Ω− a x ∈ ∂Ω+.

Z teorie variačńıch metod prvńımu požadavku vyhovuje Sobolev̊uv prostor

V := H1(Ω) := {v(x) ∈ L2(Ω) : ∇v(x) ∈ [L2(Ω)]d},

kde funkce z L2(Ω) splňuj́ı
∫

Ω v2 < ∞ a ∇ je zobecněný gradient.

Pro námi uvažovanou Ω lze V definovat také následuj́ıćım zúplněńım

H1(Ω) := C∞
(
Ω

)‖.‖1
, ‖v‖1 :=

∫

Ω

v(x)2 + |∇v(x)|2 dx,

tedy H1(Ω) obsahuje funkce z C∞(Ω), ale i všechny jejich cauchyovské posloupnosti.



Variačńı formulace

Prostor testovaćıch funkćı

V prostoru H1(Ω) již nemá smysl vyžadovat splněńı v(x) = 0 bodově na ∂Ω. Testovaćı
funkce v budeme vyb́ırat ze Sobolevova prostoru

V0 := H1
0(Ω) := C∞

0 (Ω)
‖.‖1

,

kde v ∈ C∞
0 (Ω), právě když v ∈ C∞(Ω) a supp v := {x ∈ Ω : v(x) 6= 0} ⊂ Ω.

Množina řešeńı

Řešeńı u hledáme v množině VU := C∞
U (Ω)

‖.‖1
, kde

C∞
U (Ω) := {v ∈ C∞(Ω) : supp v ⊂ Ω ∪ Ω+ ∪ Ω−,

v(x) = U na ∂Ω+ a v(x) = −U na ∂Ω−}.



Variačńı formulace

Variačńı formulace

Hledáme u ∈ VU tak, že
∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0 ∀v ∈ V0.

Pro tuto úlohu lze dokázat existenci jednoznačného řešeńı a jeho spojitou závislost na
změnách geometrie Ω i materiálové funkce ε.

Energetická formulace

K variačńı formulaci lze doj́ıt i z principu minima elektrostatické energie

ϕ(v) :=
1

2

∫

Ω

ε(x) |∇v(x)|2 dx.

Minimum ϕ nastane ve stacionárńım bodě u ∈ VU , tj.

ϕ′(u, v) := lim
t→0

ϕ(u + tv) − ϕ(u)

t
=

∫

Ω

ε(x)∇u(x)∇v(x) dx = 0 ∀v ∈ V0.



Variačńı formulace

Nehomogenńı Dirichletova okr. podmı́nka: metoda partikulárńıho řešeńı

Je nepraktické, že VU 6= V0. Řešeńı rozlož́ıme u := uH + uP, kde uH ∈ V0 a uP ∈ VU .
Pak řeš́ıme úlohu: najdi uH ∈ V0 tak, že

∫

Ω

ε(x)∇uH(x)∇v(x) dx = −

∫

Ω

ε(x)∇uP(x)∇v(x) dx ∀v ∈ V0.

uP záviśı na geometrii, naštěst́ı se po diskretizaci ukáže, že uP nepotřebujeme.
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Variačńı formulace

Nehomogenńı Dirichletova okr. podmı́nka: metoda penalizace

V inženýrské komunitě je obĺıben tento př́ıstup: hledáme uρ ∈ V tak, že ∀v ∈ V
∫

Ω

ε(x)∇uρ(x)∇v(x) dx + ρ

∫

∂Ω+

uρ(x) v(x) dl(x) + ρ

∫

∂Ω−

uρ(x) v(x) dl(x)+

+ ρ

∫

Γ

uρ(x) v(x) dl(x) = ρ

∫

∂Ω+

U v(x) dl(x) − ρ

∫

∂Ω−

U v(x) dl(x),

kde Γ := ∂Ω \ ∂Ω+ ∪ ∂Ω−, ρ � 0 je penalizačńı parametr.

Plat́ı, že
‖uρ − u‖1 → 0 pro ρ → ∞.



Variačńı formulace

Nehomogenńı Dirichletova okr. podmı́nka: smı́̌sená formulace

Matematicky př́ımočarý př́ıstup je hledáńı vázaného extrému ϕ vzhledem k omezeńım
u(x) = U na ∂Ω+, u(x) = −U na ∂Ω− a u(x) = 0 na Γ. Vázaný extrém nastane ve
stacionárńım bodě lagrangeovského funkcionálu

L(u; λ+, λ−) := ϕ(u) +

∫

∂Ω+

λ+(x)(u(x) − U) dl(x)+

+

∫

∂Ω−

λ−(x)(u(x) + U) dl(x) +

∫

Γ

λ(x)u(x) dl(x)



Variačńı formulace

Nehomogenńı Dirichletova okr. podmı́nka: smı́̌sená formulace

Řeš́ıme úlohu: hledáme (u; λ+, λ−, λ) ∈ V × L2(∂Ω+) × L2(∂Ω−) × L2(Γ) tak, že




∫

Ω

ε∇u∇v dx +

∫

∂Ω+

λ+ v dl(x) +

∫

∂Ω−

λ− v dl(x) +

∫

Γ

λ v dl(x) = 0 ∀v ∈ V,
∫

∂Ω+

u q+ dl(x) = U

∫

∂Ω+

q+ dl(x) ∀q+ ∈ L2(∂Ω+),
∫

∂Ω−

u q− dl(x) = −U

∫

∂Ω−

q− dl(x) ∀q− ∈ L2(∂Ω−),
∫

Γ

u q dl(x) = 0 ∀q ∈ L2(Γ).

Řešeńı u je jednoznačné a spojitě záviśı na datech, tj. ∂Ω, ∂Ω+, ∂Ω−, ε a U . La-
grangeovské multiplikátory λ+, λ− a λ jsou nejednoznačné.
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Metoda konečných prvk̊u

Galerkinova metoda = projekce na podprostor

Metoda partikulárńıho řešeńı i penalizace vedou na následuj́ıćı abstraktńı úlohu. Mějme
Hilbert̊uv prostor V , jeho duál V ∗, spojitý lineárńı operátor A ∈ L(V, V ∗), který je
symetrický a eliptický, spojitý lin. funkcionál b ∈ V ∗, hledáme u ∈ V :

A(u) = b, t.j. ∀v ∈ V : 〈A(u), v〉 = 〈b, v〉.

Dle Rieszovy věty je úloha jednoznačně řešitelná a řešeńı je stabilńı ‖u‖V = ‖b‖V ∗.
Uvažujme dále podprostor V h ⊂ V a hledejme Galerkinovu aproximaci uh ∈ V h:

∀vh ∈ V h : 〈A(uh), vh〉 = 〈b, vh〉.

Tato úloha je také jednoznačně řešitelná a ‖uh‖V ≤ ‖b‖V ∗. Odečteńım rovnic zjist́ıme,
že Galerkinova aproximace uh je A–ortogonálńı projekćı řešeńı u

∀vh ∈ V h : 〈A(u − uh), vh〉 = 0, t.j. uh = PA(u).

Metoda konečných prvk̊u spoč́ıvá ve specifické volbě konečně–dimenzionálńıho pod-
prostoru V h.



Metoda konečných prvk̊u

Galerkinova metoda = projekce na podprostor

Uvažujme Galerkinovu aproximaci na konečně–dimenzionálńım podprostoru V h ⊂ V

∀vh ∈ V h : 〈A(uh), vh〉 = 〈b, vh〉.

Mějme bázi generuj́ıćı V h = 〈eh
1, . . . , e

h
n〉 a hledejme souřadnice u := (u1, . . . , un) ∈

R
n, přičemž uh =

∑n
j=1 uj eh

j . Dosad́ıme-li za vh postupně všechny bázové funkce,
dostáváme d́ıky linearitě A následuj́ıćı soustavu lineárńıch rovnic

A · u = b, kde (A)ij := 〈A(eh
j ), e

h
i 〉 a (b)i := 〈b, eh

i 〉.

Jelikož je libovolné vh ∈ V h lineárńı kombinaćı bázových funkćı, stejnou lineárńı kom-
binaćı řádk̊u soustavy dostaneme p̊uvodńı rovnici.

Galerkinova aproximace na konečně–dimenzionálńım podprostoru je tedy soustava
lineárńıch rovnic.



Metoda konečných prvk̊u

Odhad chyby Galerkinovy aproximace: Céaovo lemma

‖u − uh‖V ≤ C inf
vh∈V h

‖u − vh‖ =: C dist(u, V h)

Důkaz. Pro libovolné vh ∈ V h:

‖u − uh‖2
V

A elip.

≤
1

CA
〈A(u − uh), u − uh〉

=
1

CA
〈A(u − uh), u〉 − 〈A(u − uh), uh〉︸ ︷︷ ︸

=0, viz PA

−〈A(u − uh), vh〉︸ ︷︷ ︸
=0, viz PA

A spoj.

≤
cA

CA
‖u − uh‖V ‖u − vh‖V

�



Metoda konečných prvk̊u

Diskretizace oblasti

Necht’ d := 2. Diskretizujme Ω do m trojúhelńık̊u tak, že sousedé maj́ı společnou hranu
nebo bod, hrany zachyt́ı hranice podoblast́ı a nejostřeǰśı úhel je zdola omezený

Ω = ∪m
k=1T

k, T i ∩ T j = ∅ pro i 6= j,
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Metoda konečných prvk̊u

MKP báze

Nad každým uzlem diskretizace xi, i = 1, 2, . . . , n definujeme konečně–prvkovou
bázovou funkćı eh

i (x) : Ω → R tak, že

∀i ∀k : eh
i (x)|T k = ak

i + bk
i x1 + ck

i x2 a eh
i (xj) = δij :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,

kde ak
i , b

k
i , c

k
i ∈ R. Takto źıskáváme aproximaci V h := 〈eh

1(x), . . . , eh
n(x)〉 prostoru V .

MKP aproximace penalizované formulace

MKP aproximace penalizované formulace je následuj́ıćı: hledáme uh
ρ(x) =

n∑
j=1

uj eh
j (x):

Aρ · uρ = bρ, kde (Aρ)ij := aρ(e
h
j , e

h
i ), (bρ)i := bρ(e

h
i ),

kde aρ(uρ, v), resp. bρ(v), je bilineárńı, resp. lineárńı, forma na levé, resp. pravé, straně
penalizované variačńı rovnice.



Metoda konečných prvk̊u

MKP aproximace metody partikulárńıho řešeńı

Mějme partikulárńı řešeńı uP ∈ VU a hledejme homogenńı řešeńı uh
H ∈ V h

0

a(uh
H, vh) :=

∫

Ω

ε∇uh
H ∇vh = −

∫

Ω

ε∇uP ∇vh ∀vh ∈ V h
0 ,

kde V h
0 ⊂ V h jsou konečně–prvkové funkce nabývaj́ıćı nuly na ∂Ω. Uspořádejme uzly

diskretizace tak, že V h
0 := 〈eh

1, . . . , e
h
p〉 ⊂ 〈eh

1, . . . , e
h
p, . . . , e

h
n〉 =: V h, a necht’ uP ∈ V h.

Hledáme uH ∈ R
p : A0 · uH = −A · uP, u := (uH,0) + uP ∈ R

n,

kde A0 ∈ R
p×p a A ∈ R

p×n jsou diskretizace bilineárńı formy a(., .) na prostorech
V h

0 × V h
0 , resp. V h

0 × V h vzhledem k zmı́něným uzlovým báźım.
Konstrukce uP záviśı na geometrii Ω. Ve skutečnosti nás zaj́ımá u, které záviśı pouze
na hraničńı části uP,Γ := ((uP)p+1, . . . , (uP)n) ∈ R

n−p, kde (uP,Γ)i ∈ {0,−U,U}.

Hledáme ũH ∈ R
p : A0 · ũH = −A0,Γ · uP,Γ, u := (ũH,uP,Γ) ∈ R

n,

kde A0,Γ ∈ R
p×(n−p) je diskretizace a(., .) na 〈eh

1, . . . , e
h
p〉 × 〈eh

p+1, . . . , e
h
n〉.



Metoda konečných prvk̊u

MKP aproximace smı́̌sené formulace

Necht’ diskretizace pokrývá hranice úsečkami Sk takto:
⋃m+

k=1 Sk
+ = ∂Ω+,

⋃m−
k=1 Sk

− =

∂Ω− a
⋃m

k=1 Sk = Γ, a necht’ Qh
+ := 〈f 1

+, . . . , fm+
+ 〉 ⊂ L2(∂Ω+), Qh

− :=
〈f 1

−, . . . , fm−
− 〉 ⊂ L2(∂Ω−) a Qh := 〈f 1, . . . , fm〉 ⊂ L2(Γ), kde

f i
+(x)|

S
j
+

= δij pro i, j = 1, . . . ,m+, f i
−(x)|

S
j
−

= δij pro i, j = 1, . . . ,m− a

f i(x)|Sj = δij pro i, j = 1, . . . , m.

MKP aproximace smı́̌sené formulace vede na sedlo–bodovou soustavu lineárńıch rovnic



A BT
+ BT

− BT

B+ 0 0 0
B− 0 0 0
B 0 0 0


 ·




u
λ+

λ−

λ


 =




0
c+

c−
0


 ,

kde u := (u1, . . . , un), uh(x) :=
∑n

j=1 uj eh
j (x), (A)ij :=

∫
Ω ε∇eh

j ∇eh
i , (B+)ij :=∫

Si
+
eh
j , (B−)ij :=

∫
Si
−

eh
j , (B)ij :=

∫
Si e

h
j , (c+)i := U |Si

+| a (c−)i := −U |Si
−|.



Metoda konečných prvk̊u

Sestaveńı MKP matic a vektor̊u

Iterujeme přes trojúhelńıky a sč́ıtáme lokálńı matice a vektory pravých stran, tj. např.

A =
m∑

k=1

Gk(Ak), B+ =

m+∑

k=1

Gk
+(Bk

+), c+ =

m+∑

k=1

Hk
+(ck

+),

kde Ak ∈ R
3×3, Bk

+ ∈ R
1×2, ck

+ ∈ R, Gk : R
3×3 → R

n×n, Gk
+ : R

1×2 → R
m+×n,

zobrazuj́ı lokálńı matice na globálńı, Hk
+ : R → R

m+ zobrazuje lokálńı vektory
na globálńı. Na každém trojúhelńıku (prvku) T k zavedeme afinńı substituci

x := Rk(x̂) := Rk · x̂ + xk1, kde Rk :=
(
xk2 − xk1,xk3 − xk1

)
,

zobrazuj́ıćı referenčńı trojúhelńık T̂ s vrcholy (0, 0), (1, 0) a (0, 1) na T k s xk1, xk2

a xk3. Zaved’me ref. bázi ê1(x̂) := 1 − x̂1 − x̂2, ê2(x̂) := x̂1, ê3(x̂) := x̂2, přičemž

êi(x̂) = eki(Rk(x̂)) pro i = 1, 2, 3 a x̂ ∈ T̂ . Pak např.

Ak := εk
(
Bk

∇

)T
· Bk

∇

|det(Rk)|

2
, εk := ε(x)|T k, Bk

∇ :=
(
Rk

)−T
·

(
−1 1 0
−1 0 1

)
.



Metoda konečných prvk̊u

Transformace referenčńıch bázových funkćı PSfrag replacements

x1

x2

x̂1

x̂2T̂

T k

Rk
vv̂

ê1(x̂) ek1(x)

0

1

1

1



Metoda konečných prvk̊u

Numerické řešeńı u a E := −∇u smı́̌sené formulace

Volba εr := 2, U := 1, Ω := (−7, 7) × (−5, 5), Ω− := (−5,−3) × (−3, 3), Ω+ :=
(3, 5) × (−3, 3), Ωr := (−1, 1)2, s diskretizačńım parametrem h := 0.25 vede na
n := 2015, m+ := m− := 64, m := 192.
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Hraničńı integrálńı formulace

Metoda potenciál̊u

Uvažujme d := 2 a přeškálujme geometrii tak, že diam (Ωr ∪ Ω− ∪ Ω+) < 1. Hledáme
řešeńı pomoćı poteciál̊u jednoduché vrstvy

ur(x) :=

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ωr,

u0(x) :=

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y) +

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y), x ∈ Ω0,

kde Ω0 := R
d \ Ωr ∪ Ω+ ∪ Ω−, Γr := ∂Ωr, Γ+ := ∂Ω+, Γ− := ∂Ω−, g(x,y) :=

− 1
2π

ln |x − y| je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice a kde wr, w0 : Γr → R,

w+ : Γ+ → R a w− : Γ− → R jsou neznámé hustoty potenciál̊u. Řešeńı splňuje

−4ur(x) = 0, x ∈ Ωr, −4u0(x) = 0, x ∈ Ω0 a u0(x) → C, |x| → ∞,

kde C = 0 d́ıky symetrii úlohy. Zbývá splnit podmı́nky přechodu a okrajové podmı́nky.



Hraničńı integrálńı formulace

Vlastnosti potenciálu jednoduché vrstvy

Pro po částech spojité wr je
∫

Γr
wr(y) g(x,y) dl(y) harmonická funkce v Ωr a v R

2\Ωr.
Pro x ∈ Γr bod spojitosti wr, v jehož okoĺı je Γ hladká, plat́ı, že pro Ωr 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

wr(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇x̃

∫

Γr

wr(y) g(x̃,y) dl(y) →
1

2
wr(x) +

∫

Γr

wr(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

přičemž ∂/∂n(x) je derivace podle vněǰśı jednotkové normály k Ωr. Podobně plat́ı pro
spojité w0 a Ω0 3 x̃ → x ∈ Γr:∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) →

∫

Γr

w0(y) g(x,y) dl(y),

nr(x) · ∇x̃

∫

Γr

w0(y) g(x̃,y) dl(y) → −
1

2
w0(x) +

∫

Γr

w0(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).



Hraničńı integrálńı formulace

Formulace úlohy

Pro x ∈ Γr ∪ Γ+ ∪ Γ− (až na př́ıslušné rohy)zaved’me:

[Vrw](x) :=

∫

Γr

w(y) g(x,y) dl(y), [Krw](x) :=

∫

Γr

w(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y) g(x,y) dl(y), [K+w+](x) :=

∫

Γ+

w+(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y),

[V−w−](x) :=

∫

Γ−

w−(y) g(x,y) dl(y), [K−w−](x) :=

∫

Γ−

w−(y)
∂g(x,y)

∂n(x)
dl(y).

Pak podmı́nky přechodu a okrajové podmı́nky dávaj́ı hraničńı integrálńı formulaci




−εr(
1
2I + Kr) wr+(−1

2I + Kr) w0+ K+ w+ + K− w− = 0, x ∈ Γr,
−Vrwr + Vrw0 + V+w+ + V−w− = 0, x ∈ Γr,

Vrw0 + V+w+ + V−w− = U, x ∈ Γ+,
Vrw0 + V+w+ + V−w− =−U, x ∈ Γ−,

kde I znač́ı identické zobrazeńı.
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Metoda hraničńıch prvk̊u

Diskretizace hranic

Diskretizujme Γr, Γ+ a Γ− do disjunktńıch úseček

∪mr
k=1S

k
r = Γr, ∪m+

k=1S
k
+ = Γ+, ∪m−

k=1S
k
− = Γ−

a uvažujme po úsečkách konstantńı bázové funkce f i
r , f i

+ a f i
− tak, že

f i
r(x)|

S
j
r

= δij pro i, j = 1, . . . , mr, f i
+(x)|

S
j
+

= δij pro i, j = 1, . . . , m+

a f i
−(x)|

S
j
−

= δij pro i, j = 1, . . . , m−.

Hledáme souřadnice neznámých hustot wr,w0 ∈ R
m, w+ ∈ R

m+, w− ∈ R
m−

wr(x) :=

mr∑

k=1

wrk f i
r(x), w0(x) :=

mr∑

k=1

w0k f i
r(x),

w+(x) :=

m+∑

k=1

w+k f i
+(x), w−(x) :=

m−∑

k=1

w−k f i
−(x).



Metoda hraničńıch prvk̊u

Kolokačńı metoda

Rovnice splńıme pouze ve středech úseček xk
r ∈ Sk

r , xk
+ ∈ Sk

+, xk
− ∈ Sk

−


−εr(
1
2Ir + Kr,r) −1

2Ir + Kr,r Kr,+ Kr,−

−Vr,r Vr,r Vr,+ Vr,−

0 V+,r V+,+ V+,−

0 V−,r V−,+ V−,−


 ·




wr

w0

w+

w−


 =




0
0

U+

−U−


 ,

kde Ir ∈ R
mr×mr je jednotková matice a kde pro p, q ∈ {r, +,−} definujeme vektory

pravé strany Up := (U, . . . , U) ∈ R
mp a prvky matic Vp,q,Kp,q ∈ R

mp×mq následovně:

(Vp,q)ij :=

∫

S
j
q

g(xi
p,y) dl(y), (Kp,q)ij :=

∫

S
j
q

∇xg(xi
p,y) · ni

p dl(y),

kde ni
r, ni

+ a ni
− jsou jednotkové normály k S i

r, Si
+ a Si

− směřuj́ıćı ven z Ωr, Ω+, Ω−.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u matic Vp,q

∫

S
j
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

∣∣bj
q − aj

q

∣∣ (ln
∣∣bj

q − aj
q

∣∣ − ln 2 − 1
)

pro Si
p = Sj

q ,

∫

S
j
q

ln
∣∣xi

p − y
∣∣ dl(y) =

1∣∣∣bj
q − aj

q

∣∣∣

([
xi

p ×
(
aj

q − bj
q

)
+ aj

q × bj
q

]
Aij

pq+

+
(
bj

q − aj
q

)
·
[(

xi
p − aj

q

)
ln

∣∣xi
p − aj

q

∣∣ −
(
xi

p − bj
q

)
ln

∣∣xi
p − bj

q

∣∣])

pro Si
p 6= Sj

q ,

kde uvažujeme parametrizaci Sj
q : y(t) := aj

q + t
(
bj

q − aj
q

)
, t ∈ 〈0, 1〉, kde

Aij
pq := arctg

(bj
q − aj

q) · (xi
p − aj

q)

aj
q × (bj

q − xi
p) + bj

q × xi
p

− arctg
(bj

q − aj
q) · (x

i
p − bj

q)

aj
q × (bj

q − xi
p) + bj

q × xi
p

a kde pro u,v ∈ R
2 definujeme součiny u ·v := u1 v1 +u2 v2 a u×v := u1 v2−u2 v1.



Metoda hraničńıch prvk̊u

Výpočet prvk̊u matic Kp,q

∫

S
j
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = 0 pro Si
p = Sj

q ,

∫

S
j
q

∇x ln
∣∣xi

p − y
∣∣ · ni

p dl(y) = −
1∣∣∣bj

q − aj
q

∣∣∣

(
ni

p ×
(
bj

q − aj
q

)
Aij

pq+

+ni
p ·

(
aj

q − bj
q

)
ln

∣∣xi
p − aj

q

∣∣
∣∣∣xi

p − bj
q

∣∣∣


 pro Si

p 6= Sj
q .



Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı wr, w0, w+ a w−

Volba εr := 2, U := 1, Ω− := (−0.05,−0.03) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.03, 0.05) ×
(−0.03, 0.03), Ωr := (−0.01, 0.01)2, s diskretizačńım parametrem h := 0.0025 vede na
mr := 32, m+ := m− := 64.

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

PSfrag replacements

x1
x2

w



Metoda hraničńıch prvk̊u

Numerické řešeńı u a E := −∇u

Volba εr := 2, U := 1, Ω− := (−0.05,−0.03) × (−0.03, 0.03), Ω+ := (0.03, 0.05) ×
(−0.03, 0.03), Ωr := (−0.01, 0.01)2, s diskretizačńım parametrem h := 0.0025 vede na
mr := 32, m+ := m− := 64.
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