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Fyzika Maxwellovych rovnic a formulace okrajovych tloh

Motto

,,Budiz elektromagnetické pole ... a bylo svétlo.”

Richard P. Feynman
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Elektrostatika

popisuje casové neménna eletricka (silova) pole nabitych téles.

Coulombuv zakon

vyjadiuje sily mezi naboji.
F —
q P a
O F, ®

_ q142 .
deg|xg — x1|?

F, e = —Fy,

q1,q2 € R ... elektrické nédboje (v Coulombech),
X1, X9 € R? ... polohy néboji, e1s := (x3 — x1)/|x2 — X1/,
g0 ~ 8.854 - 10712 ... permitivita vakua



Elektrostatika

Intenzita elektrického pole

je sila elektrického pole na jednotkovy naboj.

pole kladného naboje pole dvou nesouhlasnych naboju
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Plati princip superpozice, napi.:

kde p(y) je objemova hustota ndboje v Q C R3, tj. supp(p) C €.
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Elektrostatika

Gaussuv zakon (ve vakuu)

Tok elektrického pole z povrchu objemového elementu je uréen naboji v tomto objemu.
Gaussuv zakon je ekvivalentni s Coulombovym zakonem.

7{ E(x) - n(x)dS(x) = 1 / p(x)dV(x) proQ C R,
o0 0

€0

kde n € R? je vnéjsi jednotkova normadla k 0.

Gaussova veta: ¢, E(x) - n(x)dS(x) = [, div(E(x)) dV(x) dava

div(E(x)) = PIx) pro x € R,




Elektrostatika

Priklad 1: Pole dlouhé nabité tyce
$ B(x) - n(x)dS(x) = [ 2 dV(x)
o€} Q

Priklad 2: Pole nabité desky

$ E.(x) n(x)dS(x) = [ 22 dS(x)
of) by




Elektrostatika

Priklad 4: Pole dvou vnorenych deskovych kondenzatoru s opacnou orientaci

E'=E—E,=%2%

€0

Priklad modeluje chovani polarizovanych naboju (vnitini kondenzator) v dielektriku,
které je vlozeno do elektrostatického pole (vnéjsi kondenzétor).



Elektrostatika

Gaussuv zakon v dielektriku

V dielektrickych materialech se po vlozeni do elektrostatického pole vytvori vrstvy
polarizovanych naboju orientovanych v souladu s vnéjsim polem. Ty se chovaji jako
vnorené kondenzatory, viz priklad 4, tedy zeslabuji vnéjsi pole.

Oznacme ppoi(x) = div(—P(x)) hustotu polarizovaného naboje v dielektriku, kde P
je elektrostaticka polarizace.

div(E(x)) = 25 T Pool(X)

div(e,E(x)) = div (E(x) i P<X>> _Px)

€0 €0

kde g; > 1 je relativni permitivita. Oznacme D(x) := goe;(x)E(x) el. indukei:

div(D(x)) = p(x) prox € R




Elektrostatika
Elektricky potencial (napéti)
Elektrostatické pole je potencialni:
E(x) = —Vu(x),

kde u je elektricky potencial (napéti). Tzn. prace, kterou vykond elektrostatické pole
pusobici na jednotkovy naboj, nezavisi na draze:

be  Wan=- [ Exdl(x)= [ Vux)dl(x) = u(b) - u(a)
a—b a—b
— a—>c+Wc—>b
a tedy:

— ]{E(X) dl(x) =0
k

C  pro jakoukoliv uzavienou krivku k.

Stokesova veta: ¢, B(x)dl(x) = [, rot(E(x)) - n(x) dS(x) dava

rot(E(x)) =0 prox € R’




Elektrostatika

Podminky na rozhrani

$oo D(x)n(x) dS(x)

$E(x)dl(x) =0=

= [, p(x)dV(x) = (Di(x) — Ds(x)) - ny(x) = o(x

N———

pro x € I.

(Ei(x) — Es(x)) x n1(x) =0 prox el




Elektrostatika

Priklad formulace elektrostatické ulohy

( —div(e(x)Vu(x)) %}:) pro x € R?

uw(x)=u prox € 0} Je to nutné?

\ u(x)

O(1/[x|)  pro x| — o0

kde supp p C €2, Q C R? je omezend neprazdnd oblast, na jejiz hranici je aplikovéno
napéti u.

u(x) = — / PY) vy,

dweg Jo |x -y
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Magnetostatika
popisuje magneticka (silova) pole stacionarnich proudu.

Zakon zachovani naboje

Ubytek naboje v objemovém elementu odpovida toku naboje z povrchu elementu:

B Op(x)
$ pbxvix) - nix)asio = — [ X avx),

kde v je rychlost toku naboje (rychlost elektronu), ¢ je cas.

Oznacme j(x) := p(x)v(x) hustotu elektrického proudu. Pak Gaussova véta dava

~ Ip(x)
ot

Oznacme dale tok elektrického naboje trubici o prufezu X jako elektricky proud

[(Y) = Lj(x) -n(x) dS(x) = konst.

div(j(x)) =



Magnetostatika

Lorentzova sila

je sila pusobici na pohybujici se naboj nebo na proudovodic.

q * ﬁ v
@,
© |
F
F=qgvxB
F- [ / )dS(x)dity) = [ I(¥)n(y) x Bly) dI(y)

kde B je pole magnetlcke indukce.



Magnetostatika

Neexistuji magnetické naboje.

/ B(x) -n(x)dS(x) =0
o

Gaussova véta dava:

div(B(x)) =0 prox € R’

Ampériv zakon (ve vakuu)

Magnetické pole rotuje kolem budicich proudu:
$ BOOAIG) = g [ 560 ) dS(x)
oY )y

kde g = 4m-1077 je permeabilita vakua, pficemz eopg = 1/¢?, kde ¢ je rychlost svétla.
Stokesova véta dava:

rot(B(x)) = p0j(x) prox € R’




Magnetostatika

Priklad 5: Pole dlouhého vodice )y
§ Bx)dlix) = pn [ () nix) dS(x) B/N“\( I

B(r)2mr = ol
B(r) = 5% 3 B

Pitklad 6: Pole dlouhé civky #ﬁ
§ B(x) dl(x) = 1o [j(x) - n(x) dS(x) | CXXXXXIIOOOEE
oY by h
Bl = ponlI I -

B = ponl,

kde n je hustota zaviti. (SRIRIFRPRIRRRRRNRRNR I,n




Magnetostatika

Ampéruv zakon ve feromagnetiku

Ve feromagnetickych materialech se po vlozeni do magnetického pole vytvori vrstvy
zmagnetizovanych proudovych smycek orientovanych v souladu s vnéjsim polem tak,
ze magnetické pole zesiluji.

Oznacme jmag(x) = rot(IM(x)) hustotu magnetizovanych dipolt, kde M je magneti-
zace.

rot(B(x)) = 10(j(X) + Jmag(x))

rot (1 Blx) ) i=rot (B - ™) — jx)

Hor o
kde p, > 1 je relativni permebailita.
Oznacme H(x) := mB(X) magnetickou intenzitu:

rot(H(x)) = j(x) prox € R”.




Magnetostatika

a) vodic¢ v klidu, ndboj v pohybu

I
magnetostatika:
—P+ = P-
I _Sv?
F—qyxp- Ml _ 4 pS
27T 2mey T C

Teorie relativity: elektrina—magnetizmus

b) naboj v klidu, vodic

v pohybu

elektrostatika:

Naboj se zachovava, ale zkracuje se délka,

tj. méni se hustota naboje:

py = P+\/ﬁa p=p-
F/ — q /0+S UQ/CQ
2meg T \/1 —v2/c?

~Fprov<<ec



Magnetostatika

Magneticky vektorovy potencial

Energie proudové smycky:

B
n_ I
W = [/B(X) -n(x) dS(x). 4//5#’/ T
z I\([ OOOD )
Definujme magneticky vektorovy potencial A: \@@@@
rot(A(x)) = B(x). Stokesova véta dava \\\
~ _
W =1 / rot(A(x)) n(x)dS(x) =1 ¢ A(x)dl(x). 1
5 o5

A je nejednoznacny, nebot
B(x) = rot(A(x)) = rot(A(x) + Vo(x))
Jednoznacnost muzeme vynutit napr. Coulombovskou kalibracni podminkou:

div(A(x) + Vo (x)) = 0.



Magnetostatika

Podminky na rozhrani

Fajf

L?gaQ x)-n(x)dS(x) =0= (Bi(x) — By(x)) - ny(x) =0 proxel.

$ H) dI(x) = i Jr () () dS(x) =

(Hi(x) = Ha(x)) x my(x) = jr(x

N———

prox € I




Magnetostatika

Priklad formulace magnetostatické tilohy

( | .
rot (,ur(x)rOt(A(X))) = poj(x) prox € )

A(x) xn(x)=0 prox € d) Je to nutné?
A(x) = O(1/x]) pro [x| — o

\

kde suppj C Q, Q C R? je omezend neprazdnd oblast.

p-(x) = 1: (Biot—Savartiv zakon)

Ax) =10 / ) y(y)

AT Jo|x -y
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Maxwellovy rovnice

Stacionarni Maxwellovy rovnice v nevodivém prostiedi

jsou dva nezavislé systémy:

div(D(x)) = p(x) |
rot(E(x)) = 0 } elektrostatika
rot(H(x)) = j(x) |
div(B(x)) =0 } magnetostatika

spolu s materidlovymi vztahy D(x) = gpe,(x)E(x), B(x) = pop(x)H(x),
s okrajovymi podminkami a podminkami v oo.

Zavedeme-li potencidly E(x) = —Vu(x), B(x) = rot(A(x)), dostavame:
—div (gpe,(x)Vu(x)) = p(x)

1 :
rot (Moﬂr ) rot(A(x)) | = j(x)




Maxwellovy rovnice

Ohmuv zakon

Vodivé materialy se vyznacuji velkym poc¢tem volnych elektronu a po vlozeni do elek-
trostatického pole dochazi k jejich pohybu, tedy tece proud. Vodivé materialy jsou
modelovany linearnim Ohmovym zakonem:

jomn(x) = o(x)E(x),

kde o je elektricka vodivost.

Stacionarni Maxwellovy rovnice ve vodivém prostredi

Elektrostatické pole prispiva k tvorbé magnetického pole:

div(D(x)) = p(x) )
rot(E(x)) = >
rot(H(x)) = j(x) + o(x)E(x)

div(B(x)) =0 /



Maxwellovy rovnice

Faradayuv zakon elektromagnetické indukce

)3
P 0|
© 0 0 (>
© 0 0

Casové zmény magnetického pole indukuji elektrické pole, které pusobi proti témto
ZImenam:
0

jéz(t) Bk 1) dlix) = ot /z(t) B(x,?) - n(x) d5(x).

Stokesova véta dava:

0B(x,1)

rot(E(x,t)) = — p

pro x € R




Maxwellovy rovnice

Motory a generatory, telefon

zelezo

zvuk

zelezo

magnet

zelezna membrana l l l

civka



Maxwellovy rovnice

Virivé proudy
P11 zméné magnetického pole se ve vodivém prostredi indukuji tzv. vitivé proudy:
1 0B(x, 1)
rot (| — X, 1) | = ——=.

Elektricka pec, elektricka brzda

vodiva deska



Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice pred Maxwellem (nizko—frekvencni aproximace)

(1) rot(E(x,1)) = _aBg;, ‘) \
(2) rot(H(x,?)) =j(x,t) + o(x)E(x,1) } prox € R?, t € 0, 00),
(3) div(D(x,1)) = p(x,1)
4) div(B(x,t)) =0 )
kde D(x,t) = eper(x)E(x,1), B(x,t) = pop(x)H(x,1).

Maxwelltiiv posuvny proud

V nevodivych materidlech, o(x) = 0, by ale neplatil zakon zachovani naboje (5):

0 = div(rot(H(x, £))) =2 div(j(x, t)) = _(9,05;;, D _6) _giy (8Dé>t<, t>) £0,

0D(x, t)
ot

= (2) rot(H(x,t)) = j(x,t) + +o(x)E(x,t) prox € R’ tc[0,00).




Maxwellovy rovnice

Priklad posuvného proudu: nabijeni kondenzatoru




Maxwellovy rovnice

rot(E(x,t)) = —aBg;’ ') \
rot(H(x, 1)) = j(x,t) + 5’D§:, ‘) +o(x)E(x,t) 3 prox R’ te|0,00),
div(D(x,1)) = p(Xa t)
div(B(x,t)) = )
kde D(x,t) = eper(x)E(x, 1), B(x,1t) = pop(x)H(x, t).

Podminky na rozhrani

Necht na X je ,(x) nebo p,(x) v normélovém sméru ny(xX) nespojité, pak:

(Ei(x,1) — Eg(x,1)) X ny(x) =0
(Hy(x,t) — Ho(x,1)) X ng(x) = ju(x,t) >
(Di(x, 1) — Dafx, 1)) - ms(x) = ps(x, )
(B1(x,t) — Ba(x,t)) - ny(x) =0 )

prox € &, t € [0,00).
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Elektromagnetické vinéni

Putujici elektromagnetické pole

obrazek 18.3 obrazek 18.4 (c)

Pohybujeme-li po cas t € [0,T] dvéma nabitymi listy, putuje vakuem impuls elektro-
magnetického pole rychlosti svétla tak, ze E, H a smér sifeni jsou na sebe navzajem

kolme.

Diky soucasné piisobnosti jevii rot(E) = —22 a rot(B) = 2% nemize tento impuls

ve vakuu zaniknout. Zanika az superpozici s elektromagnetickymi poli jinych naboju.



Elektromagnetické vinéni

VInové rovnice v prostredi bez volnych naboju

Necht ege,(x) = €, pop:(x) = p a 0(x) = o pro x € Q C R?, pak:

E(x,t)  OE(x,t 0j(x,t) )
el %) +0 ) + rot(rot(E(x,t))) = —pu i, 1)
ot? ot ot \ 0
2 pro xX € {2,
O°H(x,t) OH(x,t) ,
el + o + rot(rot(H(x,%))) = rot(j(x,t))
ot? ot )
piicem? ¢ = 1/,/gofip =~ 3 - 10> ms™! je rychlost svétla ve vakuu.
Okrajové podminky
dokonaly vodi¢: E(x,t) x n(x) =0 prox € 99,
1
nedokonaly vodi¢: |H(x,?) x n(x) — ﬁ<E<X, t) xn(x)) xn(x) =0 prox € 2
o(x

+ pocateéni podminky na E(x,0), =, H(x,0) a

OE(x,0) OH(x,0)

TPTOXEQ.

ot 7




Elektromagnetické vinéni

Rovnice Helmholtzova typu

Predpokladejme harmonické budici proudy i vysledna pole s kmito¢tem w > 0:
j(x,t) = Re {E(X)e_i“t} , E(x,t) =Re {E(X)e_m} :
()

pak = ~» —iw(-) a rot je aplikovana naja E:

rot (rot <E(X))) — E2E(X) = iw,u}(x) pro x € )

kde k? = w?ep + iwo = w?/c? je vlnové &slo.

Rovinné viny
Pro j]\(x) = 0 v R? je fesenim Helmholtzovy elektrické rovnice napi-.:
E(x) = Eee™*, prox € R’

kde Eg € R? je amplituda, k € R? je smér siteni, k L Eq a |k|? je vinové éfslo.



Elektromagnetické vinéni

Silver—Miillerova radia¢ni podminka

Vnéjsi radiacéni tloha vyzaduje splnéni podminky, Ze se viny v nekonecénu neodrazeji:

lim |x| (1 x rot(E(x)) + ikﬁ(x)) = 0.

‘X‘—>OO ’X’




Elektromagnetické vinéni

Rozptyl vinéni od objektu .

E
B\

™

///4 \BE

Ei
Je déna incidencni vlna Ei(x) splnujici homogenni Helmholtzovu rovnici a objekt €2 C
R3. Hleddme E(x) = El(x) + E*(x):

AN

rot(rot(E(x)) — k*E(x)
X n(x)

AN

j(x) proxeR*\ Q)
0 proxe€ )
0.

AN

E(x)

(x

lim |x| (i x rot(E*(x)) + ikﬁs(x))

|X|—>oo |X|



Elektromagnetické vinéni

Rozptyl vinéni od objektu v zemi

X3

Ei
Es

—H
R™:23 <0
Es




Elektromagnetické vinéni

Rozptyl vinéni od objektu v zemi

Je dana Ei(x) a objekt v zemi  C (R? x R™). Hleddme E
rot(rot(E(x)) — K*E(x) = j(x)
rot(rot(E(x ))A— ke, E(x) = j(x)

AE(X) xn(x)=0

rot(E(A x)) X n(x)) =0

E(x) xn(x)=0

[ [rot(B(y) x nly) + ikE(y)| dS(y) =0

OB+ (|x|)
Jm [ |rot(E(y)) x n(y) + ikEy)| dS(y)

(%)

= Ei(x) + E5(x):
prox € R* x R"
prox € (R* x R7)\ Q
pro x € R* x {0}

pro x € R? x {0}

pro x € o)




Elektromagnetické vinéni

Dutinovy rezonator: vinovod

max. E

smeér Siteni viny



Elektromagnetické vinéni

Dutinovy rezonator: formulace tlohy

Hledame k > 0 a E(X) # 0:
rot(rot(E(x)) — K’E(x) =0 proxeQ
div(e(x)E(x)) =0 prox €
E(x)xn(x)=0 prox € 0,




Fyzika Maxwellovych rovnic a formulace okrajovych tloh

Osnova

e Flektrostatika

e Magnetostatika

e Maxwellovy rovnice

e Elektromagnetické vinéni

e Odraz a lom svétla



RU[A [UQUOPIOUL" "~ ]

u

RU[A RUOWO[

RU[A RUIZRIPO "~ ]

B[J9AS WO ® ZeiIp()



Odraz a lom svétla

Bud E(x,t) = Ege '@k% B(x, ) = Boe '“~%% rovinna elektromagnetickd vina:

0B
I'Ot(E) = —E = By LE a B()J_k, 8d1V(E> =0= EyLk.
Bud z3 = 0 rovina dopadu a uvazujme TE polarizaci: E((z1,29),t) =

(0,0, Ep)e " @i=Fe1=kar2) - Ozna¢me E', E° a E' vinu incidenéni, odrazenou a lome-
nou. Tecna slozka musi byt na rozhrani, x; = 0, spojita:

Vo, t : BY((0,22), 1) +E°((0, 22),t) = EN(0,22),) = w' =’ =w' =wa kb = k) = ky = k

Jelikoz n = & = % je index lomu, dostavame zakon odrazu a Snelluv zakon lomu:
clk! c|k® : : :
L | = !n | = (K24 (k)= (B)*+ (k) = ki = k0 = 0" = 0°
1 1

ki kl ki 2 k 2 kl 2 k 2 '
L B 2 S P S
n (1) (n2)




Fyzika Maxwellovych rovnic a formulace okrajovych tloh

Cile
Metodou konecnych nebo hranic¢nich prvku chceme simulovat napft.
e odraz a lom svétla v materialech s periodickou hranici,

e odraz a lom svétla v materidlech s vnitini periodickou strukturou (homogenizace),

e rezonancni mody vlnovodu.
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