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Fyzika Maxwellových rovnic a formulace okrajových úloh

Motto

,,Budiž elektromagnetické pole ... a bylo světlo.”

Richard P. Feynman
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Elektrostatika

popisuje časově neměnná eletrická (silová) pole nabitých těles.

Coulomb̊uv zákon

vyjadřuje śıly mezi náboji.
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F1 =
q1q2

4πε0|x2 − x1|2
· e12 = −F2,

q1, q2 ∈ R . . . elektrické náboje (v Coulombech),
x1,x2 ∈ R

3 . . . polohy náboj̊u, e12 := (x2 − x1)/|x2 − x1|,
ε0 ≈ 8.854 · 10−12 . . . permitivita vakua



Elektrostatika

Intenzita elektrického pole

je śıla elektrického pole na jednotkový náboj.

pole kladného náboje pole dvou nesouhlasných náboj̊u
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Plat́ı princip superpozice, např.:

E(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y)(x − y)

|x − y|3 dV (y),

kde ρ(y) je objemová hustota náboje v Ω ⊂ R
3, tj. supp(ρ) ⊂ Ω.



Elektrostatika

Gauss̊uv zákon (ve vakuu)

Tok elektrického pole z povrchu objemového elementu je určen náboji v tomto objemu.
Gauss̊uv zákon je ekvivalentńı s Coulombovým zákonem.

∮

∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
1

ε0

∫

Ω

ρ(x) dV (x) pro Ω ⊂ R
3,

kde n ∈ R
3 je vněǰśı jednotková normála k ∂Ω.

Gaussova věta:
∮

∂Ω E(x) · n(x) dS(x) =
∫

Ω div(E(x)) dV (x) dává

div(E(x)) =
ρ(x)

ε0
pro x ∈ R

3.



Elektrostatika

Př́ıklad 1: Pole dlouhé nabité tyče∮
∂Ω

E(x) · n(x) dS(x) =
∫
Ω

ρ(x)
ε0

dV (x)

E(r)2πrl = ρSl
ε0

E(r) = ρS
2πrε0
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Př́ıklad 2: Pole nabité desky∮
∂Ω

E+(x) · n(x) dS(x) =
∫
Σ

σ(x)
ε0

dS(x)

2E+|Σ| = σ|Σ|
ε0

E+ = σ
2ε0

Př́ıklad 3: Pole deskového kondenzátoru

E =2E+ = σ
ε0
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Elektrostatika

Př́ıklad 4: Pole dvou vnořených deskových kondenzátor̊u s opačnou orientaćı

E ′ = E − Ep =
σ−σp

ε0
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Př́ıklad modeluje chováńı polarizovaných náboj̊u (vnitřńı kondenzátor) v dielektriku,
které je vloženo do elektrostatického pole (vněǰśı kondenzátor).



Elektrostatika

Gauss̊uv zákon v dielektriku

V dielektrických materiálech se po vložeńı do elektrostatického pole vytvoř́ı vrstvy
polarizovaných náboj̊u orientovaných v souladu s vněǰśım polem. Ty se chovaj́ı jako
vnořené kondenzátory, viz př́ıklad 4, tedy zeslabuj́ı vněǰśı pole.

Označme ρpol(x) = div(−P(x)) hustotu polarizovaného náboje v dielektriku, kde P
je elektrostatická polarizace.

div(E(x)) =
ρ(x) + ρpol(x)

ε0

div(εrE(x)) := div

(
E(x) +

P(x)

ε0

)
=

ρ(x)

ε0
,

kde εr ≥ 1 je relativńı permitivita. Označme D(x) := ε0εr(x)E(x) el. indukci:

div(D(x)) = ρ(x) pro x ∈ R
3.



Elektrostatika

Elektrický potenciál (napět́ı)

Elektrostatické pole je potenciálńı:

E(x) = −∇u(x),

kde u je elektrický potenciál (napět́ı). Tzn. práce, kterou vykoná elektrostatické pole
p̊usob́ıćı na jednotkový náboj, nezáviśı na dráze:

PSfrag replacements
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Wa→b = −
∫

a→b

E(x)dl(x) =
∫

a→b

∇u(x)dl(x) = u(b) − u(a)

= Wa→c + Wc→b

a tedy:

−
∮

k

E(x)dl(x) = 0

pro jakoukoliv uzavřenou křivku k.

Stokesova věta:
∮

∂S E(x)dl(x) =
∫

S rot(E(x)) · n(x) dS(x) dává

rot(E(x)) = 0 pro x ∈ R
3.



Elektrostatika

Podmı́nky na rozhrańı
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∮
∂Ω D(x)·n(x) dS(x) =

∫
Ω ρ(x) dV (x) ⇒ (D1(x) − D2(x)) · n1(x) = σ(x) pro x ∈ Γ.

∮
k E(x)dl(x) = 0 ⇒ (E1(x) − E2(x)) × n1(x) = 0 pro x ∈ Γ.



Elektrostatika

Př́ıklad formulace elektrostatické úlohy




−div(εr(x)∇u(x)) =
ρ(x)

ε0
pro x ∈ R

3

u(x) = u pro x ∈ ∂Ω Je to nutné?

u(x) = O(1/|x|) pro |x| → ∞

kde supp ρ ⊂ Ω, Ω ⊂ R
3 je omezená neprázdná oblast, na jej́ıž hranici je aplikováno

napět́ı u.

εr(x) ≡ 1:

u(x) =
1

4πε0

∫

Ω

ρ(y)

|x − y| dV (y).
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Magnetostatika

popisuje magnetická (silová) pole stacionárńıch proud̊u.

Zákon zachováńı náboje

Úbytek náboje v objemovém elementu odpov́ıdá toku náboje z povrchu elementu:
∮

∂Ω

ρ(x)v(x) · n(x) dS(x) = −
∫

Ω

∂ρ(x)

∂t
dV (x),

kde v je rychlost toku náboje (rychlost elektron̊u), t je čas.

Označme j(x) := ρ(x)v(x) hustotu elektrického proudu. Pak Gaussova věta dává

div(j(x)) = −∂ρ(x)

∂t
.

Označme dále tok elektrického náboje trubićı o pr̊uřezu Σ jako elektrický proud

I(Σ) :=

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x) = konst.



Magnetostatika

Lorentzova śıla

je śıla p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se náboj nebo na proudovodič.
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Σ(y)
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∫

l

I(y)n(y) × B(y) dl(y),

kde B je pole magnetické indukce.



Magnetostatika

Neexistuj́ı magnetické náboje.
∫

∂Ω

B(x) · n(x) dS(x) = 0

Gaussova věta dává:
div(B(x)) = 0 pro x ∈ R

3.

Ampér̊uv zákon (ve vakuu)

Magnetické pole rotuje kolem bud́ıćıch proud̊u:
∮

∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫

Σ

j(x) · n(x) dS(x),

kde µ0 = 4π ·10−7 je permeabilita vakua, přičemž ε0µ0 = 1/c2, kde c je rychlost světla.
Stokesova věta dává:

rot(B(x)) = µ0j(x) pro x ∈ R
3.



Magnetostatika

Př́ıklad 5: Pole dlouhého vodiče∮
∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫
Σ

j(x) · n(x) dS(x)

B(r)2πr = µ0I
B(r) = µ0I

2πr
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Př́ıklad 6: Pole dlouhé ćıvky∮
∂Σ

B(x)dl(x) = µ0

∫
Σ

j(x) · n(x) dS(x)

Bl = µ0nlI
B = µ0nI ,
kde n je hustota závit̊u.
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Magnetostatika

Ampér̊uv zákon ve feromagnetiku

Ve feromagnetických materiálech se po vložeńı do magnetického pole vytvoř́ı vrstvy
zmagnetizovaných proudových smyček orientovaných v souladu s vněǰśım polem tak,
že magnetické pole zesiluj́ı.

Označme jmag(x) = rot(M(x)) hustotu magnetizovaných dipól̊u, kde M je magneti-
zace.

rot(B(x)) = µ0(j(x) + jmag(x))

rot

(
1

µr
B(x)

)
:= rot

(
B(x) − M(x)

µ0

)
= µ0j(x),

kde µr ≥ 1 je relativńı permebailita.
PSfrag replacements

BB

Označme H(x) := 1
µ0µr(x)B(x) magnetickou intenzitu:

rot(H(x)) = j(x) pro x ∈ R
3.



Magnetostatika

Teorie relativity: elektřina=magnetizmus

a) vodič v klidu, náboj v pohybu b) náboj v klidu, vodič v pohybu
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elektrostatika:
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tj. měńı se hustota náboje:
ρ′+ = ρ+

1√
1−v2/c2

, ρ′− = ρ−

F′ =
q

2πε0

ρ+S
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√
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Magnetostatika

Magnetický vektorový potenciál

Energie proudové smyčky:

W = I

∫

Σ

B(x) · n(x) dS(x).

Definujme magnetický vektorový potenciál A:
rot(A(x)) = B(x). Stokesova věta dává

W = I

∫

Σ

rot(A(x))·n(x) dS(x) = I

∮

∂Σ

A(x)dl(x).

PSfrag replacements
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A je nejednoznačný, nebot’

B(x) = rot(A(x)) = rot(A(x) + ∇φ(x))

Jednoznačnost můžeme vynutit např. Coulombovskou kalibračńı podmı́nkou:

div(A(x) + ∇φ(x)) = 0.



Magnetostatika

Podmı́nky na rozhrańı
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∮
∂Ω B(x) · n(x) dS(x) = 0 ⇒ (B1(x) − B2(x)) · n1(x) = 0 pro x ∈ Γ.

∮
∂Σ H(x)dl(x) = µ0

∫
Σ j(x) · n(x) dS(x) ⇒

(H1(x) − H2(x)) × n1(x) = jΓ(x) pro x ∈ Γ.



Magnetostatika

Př́ıklad formulace magnetostatické úlohy




rot

(
1

µr(x)
rot(A(x))

)
= µ0j(x) pro x ∈ Ω

A(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω Je to nutné?

A(x) = O(1/|x|) pro |x| → ∞

kde supp j ⊂ Ω, Ω ⊂ R
3 je omezená neprázdná oblast.

µr(x) ≡ 1: (Biot–Savart̊uv zákon)

A(x) =
µ0

4π

∫

Ω

j(y)

|x − y| dV (y).
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Maxwellovy rovnice

Stacionárńı Maxwellovy rovnice v nevodivém prostřed́ı

jsou dva nezávislé systémy:

div(D(x)) = ρ(x)

rot(E(x)) = 0

}
elektrostatika

rot(H(x)) = j(x)

div(B(x)) = 0

}
magnetostatika

spolu s materiálovými vztahy D(x) = ε0εr(x)E(x), B(x) = µ0µr(x)H(x),
s okrajovými podmı́nkami a podmı́nkami v ∞.

Zavedeme-li potenciály E(x) = −∇u(x), B(x) = rot(A(x)), dostáváme:

−div (ε0εr(x)∇u(x)) = ρ(x)

rot

(
1

µ0µr(x)
rot(A(x))

)
= j(x)



Maxwellovy rovnice

Ohmův zákon

Vodivé materiály se vyznačuj́ı velkým počtem volných elektron̊u a po vložeńı do elek-
trostatického pole docháźı k jejich pohybu, tedy teče proud. Vodivé materiály jsou
modelovány lineárńım Ohmovým zákonem:

jOhm(x) = σ(x)E(x),

kde σ je elektrická vodivost.

Stacionárńı Maxwellovy rovnice ve vodivém prostřed́ı

Elektrostatické pole přisṕıvá k tvorbě magnetického pole:

div(D(x)) = ρ(x)

rot(E(x)) = 0

rot(H(x)) = j(x) + σ(x)E(x)

div(B(x)) = 0







Maxwellovy rovnice

Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce
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3.



Maxwellovy rovnice

Motory a generátory, telefon
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Maxwellovy rovnice

V́ı̌rivé proudy

Při změně magnetického pole se ve vodivém prostřed́ı indukuj́ı tzv. v́ı̌rivé proudy:

rot

(
1

σ(x)
jOhm(x, t)

)
= −∂B(x, t)

∂t
.

Elektrická pec, elektrická brzda
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Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice před Maxwellem (ńızko–frekvenčńı aproximace)

(1) rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t
(2) rot(H(x, t)) = j(x, t) + σ(x)E(x, t)

(3) div(D(x, t)) = ρ(x, t)

(4) div(B(x, t)) = 0





pro x ∈ R
3, t ∈ [0,∞),

kde D(x, t) = ε0εr(x)E(x, t), B(x, t) = µ0µr(x)H(x, t).

Maxwell̊uv posuvný proud

V nevodivých materiálech, σ(x) = 0, by ale neplatil zákon zachováńı náboje (5):

0 = div(rot(H(x, t))) =(2) div(j(x, t)) =(5) −∂ρ(x, t)

∂t
=(3) −div

(
∂D(x, t)

∂t

)
6= 0,

⇒ (2) rot(H(x, t)) = j(x, t) +
∂D(x, t)

∂t
+ σ(x)E(x, t) pro x ∈ R

3, t ∈ [0,∞).



Maxwellovy rovnice

Př́ıklad posuvného proudu: nab́ıjeńı kondenzátoru
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Maxwellovy rovnice

rot(E(x, t)) = −∂B(x, t)

∂t

rot(H(x, t)) = j(x, t) +
∂D(x, t)

∂t
+ σ(x)E(x, t)

div(D(x, t)) = ρ(x, t)

div(B(x, t)) = 0





pro x ∈ R
3, t ∈ [0,∞),

kde D(x, t) = ε0εr(x)E(x, t), B(x, t) = µ0µr(x)H(x, t).

Podmı́nky na rozhrańı

Necht’ na Σ je εr(x) nebo µr(x) v normálovém směru nΣ(x) nespojité, pak:

(E1(x, t) − E2(x, t)) × nΣ(x) = 0

(H1(x, t) − H2(x, t)) × nΣ(x) = jΣ(x, t)

(D1(x, t) − D2(x, t)) · nΣ(x) = ρΣ(x, t)

(B1(x, t) − B2(x, t)) · nΣ(x) = 0





pro x ∈ Σ, t ∈ [0,∞).
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Elektromagnetické vlněńı

Putuj́ıćı elektromagnetické pole

obrazek 18.3 obrazek 18.4 (c)

Pohybujeme-li po čas t ∈ [0, T ] dvěma nabitými listy, putuje vakuem impuls elektro-
magnetického pole rychlost́ı světla tak, že E, H a směr š́ı̌reńı jsou na sebe navzájem
kolmé.

Dı́ky současné p̊usobnosti jev̊u rot(E) = −∂B
∂t a rot(B) = ∂E

∂t nemůže tento impuls
ve vakuu zaniknout. Zaniká až superpozićı s elektromagnetickými poli jiných náboj̊u.



Elektromagnetické vlněńı

Vlnové rovnice v prostřed́ı bez volných náboj̊u

Necht’ ε0εr(x) = ε, µ0µr(x) = µ a σ(x) = σ pro x ∈ Ω ⊂ R
3, pak:

εµ
∂2E(x, t)

∂t2
+ σ

∂E(x, t)

∂t
+ rot(rot(E(x, t))) = −µ

∂j(x, t)

∂t

εµ
∂2H(x, t)

∂t2
+ σµ

∂H(x, t)

∂t
+ rot(rot(H(x, t))) = rot(j(x, t))





pro x ∈ Ω,

přičemž c = 1/
√

ε0µ0 ≈ 3 · 108 m s−1 je rychlost světla ve vakuu.

Okrajové podmı́nky

dokonalý vodič: E(x, t) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω,

nedokonalý vodič: H(x, t) × n(x) − 1

σ(x)
(E(x, t) × n(x)) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω

+ počátečńı podmı́nky na E(x, 0), ∂E(x,0)
∂t , H(x, 0) a ∂H(x,0)

∂t pro x ∈ Ω.



Elektromagnetické vlněńı

Rovnice Helmholtzova typu

Předpokládejme harmonické bud́ıćı proudy i výsledná pole s kmitočtem ω > 0:

j(x, t) = Re
{
ĵ(x)e−iωt

}
, E(x, t) = Re

{
Ê(x)e−iωt

}
,

pak ∂(·)
∂t  −iω(·) a rot je aplikována na ĵ a Ê:

rot
(
rot

(
Ê(x)

))
− k̂2Ê(x) = iωµ̂j(x) pro x ∈ Ω

kde k̂2 = ω2εµ + iωσ ≈ ω2/c2 je vlnové č́ıslo.

Rovinné vlny

Pro ĵ(x) = 0 v R
3 je řešeńım Helmholtzovy elektrické rovnice např.:

Ê(x) = E0e
ik·x, pro x ∈ R

3

kde E0 ∈ R
3 je amplituda, k ∈ R

3 je směr š́ı̌reńı, k⊥E0 a |k|2 je vlnové č́ıslo.



Elektromagnetické vlněńı

Silver–Müllerova radiačńı podmı́nka

Vněǰśı radiačńı úloha vyžaduje splněńı podmı́nky, že se vlny v nekonečnu neodrážej́ı:

lim
|x|→∞

|x|
(

x

|x| × rot(Ê(x)) + ikÊ(x)

)
= 0.



Elektromagnetické vlněńı

Rozptyl vlněńı od objektu

PSfrag replacements

Êi

Ês

Ês

Ês

Ês

Ω

Je dána incidenčńı vlna Êi(x) splňuj́ıćı homogenńı Helmholtzovu rovnici a objekt Ω ⊂
R

3. Hledáme Ê(x) = Êi(x) + Ês(x):

rot(rot(Ê(x)) − k2Ê(x) = ĵ(x) pro x ∈ R
3 \ Ω

Ê(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω

lim
|x|→∞

|x|
(

x

|x| × rot(Ês(x)) + ikÊs(x)

)
= 0.







Elektromagnetické vlněńı

Rozptyl vlněńı od objektu v zemi

PSfrag replacements

Êi

Ês

Ês

Ês

Ω

x1

x3

εr = 1, µr = 1

εr 6= 1, µr = 1

R
+ : x3 > 0

R
− : x3 < 0



Elektromagnetické vlněńı

Rozptyl vlněńı od objektu v zemi

Je dána Êi(x) a objekt v zemi Ω ⊂ (R2 × R
−). Hledáme Ê(x) = Êi(x) + Ês(x):

rot(rot(Ê(x)) − k2Ê(x) = ĵ(x) pro x ∈ R
2 × R

+

rot(rot(Ê(x)) − k2εrÊ(x) = ĵ(x) pro x ∈ (R2 × R
−) \ Ω

Ê(x) × n(x) = 0 pro x ∈ R
2 × {0}

rot(Ê(x)) × n(x)) = 0 pro x ∈ R
2 × {0}

Ê(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω

lim
|x|→∞

∫

∂B+(|x|)

∣∣∣rot(Ês(y)) × n(y) + ikÊs(y)
∣∣∣
2

dS(y) = 0

lim
|x|→∞

∫

∂B−(|x|)

∣∣∣rot(Ês(y)) × n(y) + ikÊs(y)
∣∣∣
2

dS(y) = 0







Elektromagnetické vlněńı

Dutinový rezonátor: vlnovod

PSfrag replacements

max. E

max. E

min. E

B

B

směr š́ı̌reńı vlny



Elektromagnetické vlněńı

Dutinový rezonátor: formulace úlohy

Hledáme k > 0 a Ê(x) 6= 0:

rot(rot(Ê(x)) − k2Ê(x) = 0 pro x ∈ Ω

div(ε(x)Ê(x)) = 0 pro x ∈ Ω

Ê(x) × n(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω







Fyzika Maxwellových rovnic a formulace okrajových úloh

Osnova

• Elektrostatika

• Magnetostatika

• Maxwellovy rovnice

• Elektromagnetické vlněńı

• Odraz a lom světla
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čń
ı
vl

n
a

E
o

..
.o

d
ra

že
n
á
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Odraz a lom světla

Bud’ E(x, t) = E0e
−i(ωt−k·x), B(x, t) = B0e

−i(ωt−k·x) rovinná elektromagnetická vlna:

rot(E) = −∂B

∂t
⇒ B0⊥E0 a B0⊥k, εdiv(E) = 0 ⇒ E0⊥k.

Bud’ x3 = 0 rovina dopadu a uvažujme TE polarizaci: E((x1, x2), t) =
(0, 0, E0)e

−i(ωt−k1x1−k2x2). Označme E i, Eo a E l vlnu incidenčńı, odraženou a lome-
nou. Tečná složka muśı být na rozhrańı, x1 = 0, spojitá:

∀x2, t : E i((0, x2), t)+Eo((0, x2), t) = E l((0, x2), t) ⇒ ωi = ωo = ωl = ω a ki
2 = ko

2 = kl
2 = k2.

Jelikož n = c
v = c|k|

ω je index lomu, dostáváme zákon odrazu a Snell̊uv zákon lomu:

c|ki|
n1

=
c|ko|
n1

⇒ (ki
1)

2 + (k2)
2 = (ko

1)
2 + (k2)

2 ⇒ ki
1 = −ko

1 ⇒ θi = θo

c|ki|
n1

=
c|kl|
n2

⇒ (ki
1)

2 + (k2)
2

(n1)2
=

(kl
1)

2 + (k2)
2

(n2)2
⇒ n2 sin θl = n1 sin θi.



Fyzika Maxwellových rovnic a formulace okrajových úloh

Ćıle

Metodou konečných nebo hraničńıch prvk̊u chceme simulovat např.

• odraz a lom světla v materiálech s periodickou hranićı,

• odraz a lom světla v materiálech s vnitřńı periodickou strukturou (homogenizace),

• rezonančńı módy vlnovodu.
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