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1. Matice a algebra matic

Matice predstavuji zadkladni aparat aplikované matematiky. S témito tabulkami cisel se setka-
vame také v bézném zivote.

Priklad 1.1. Vzddlenosi mezi mésty.

Ostrava Olomouc Brno

Ostrava 0 100 180
Olomouc 100 0 80
Brno 180 80 0

Priklad 1.2. Teorie grafi.

Uvazujme komunikacni systém, ktery zahrnuje pét stanic:

P2 PS
Py
P Py
Obr. 1.1.
Stanice Py, ..., P5 tvofi uzly grafu a spojeni mezi nimi je vyjadfeno orientovanymi hranami.

Napriiklad stanice P3 muze poslat zpravu do stanice Ps, ale stanice P; muze poslat zpravu do
stanice P3 jediné prostfednictvim stanice P;. Dany graf muzeme reprezentovat tabulkou (matici)

12345
101000
2110001 a12 = 1 existuje hrana smétujici z P, do P
A=3|01001
4100101 as3 = 0 neexistuje hrana smétujici z P; do Ps
5(01010
matice sousednosti

Definice 1.1. Matice: Necht m,n jsou prirozend ¢&isla. Soustavu m - n ¢isel usporddanych do m
radki a n sloupci

ajl] a1 ... Qip

a1 a2 ... ag9n
A= .

aAml Am2 ... Amn

nazyvame matict typu (m,n) nebo m x n matici.



Oznaceni matic: A,B,...; A = [ai],,xn
a;, resp. [A], ... prvek na misté (v pozici) (7, k)

Redlnd (komplexzni) matice: prvky matice jsou redlnd (komplexni) ¢isla, t.j. a;, € R, (a;, € C)

u = [uy,...,u,| Fadkovy n-Clenny vektor (1 x n matice)
U1
v=|: sloupcovy m-¢lenny vektor (m x 1 matice)
Um,
r® = [ai,...,a;],i =1,...,m (i-ty fidek matice A)
alj
sf = :|,i=1,...,n (j-ty sloupec matice A)
Qrmj
rf
A= | =]t 8]
I

Pokud m = n, hovotime o ¢étvercovée matici radu n.
aiy, ag2,--.,0ss,§ = min{m,n} diagondla matice

Rovnost matic: Matice A a B nazyvame rovnymi, piSeme A = B, jsou-li stejného typu (m,n)
a jestlize ajp = by proi=1,...,maj=1,...,n.

[i _3] - [111 _z]v [1,3] # [;], [1,3,0] # [L, 3]

Definice 1.2. Ndsobeni matice skaldrem: Soucinem skaldru o (o € R, « € C) a matice A
je matice aA stejného typu jako A definovand predpisem

[aA]ij = afAy].

o fr -z 48 0
4 -11) [-16 4 —4

Definice 1.3. S¢itani matic: Sou¢tem matice A a B stejného typu je matice A + B téhoz typu
definovand vztahem

[A + BJ,; = [A];; + [B],

ij

1 -1 21 30 1 20 s
[4 3] +[2 1] = [6 4], [_1]—1—[40] nelze séitat

Scitani matic je komutativni. A +B =B + A.



Kapitola 1. Matice a algebra matic
Nulova matice: Matice, kterd ma vSechny prvky rovny nule, se nazyva nulovd matice.

0...0
0= |:" . |, plati: A+0=A (A,O jsou stejného typu)

Opaéna matice:

-A, [-A], = [A]

ij plati: A+ (-A)=0

ij o
Od¢éitani matic:
A-B=A+(-B)

Nasobeni matice a vektoru:

Méjme soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmych

T1 + 2o — x23= 0
r1 — 2$2 = —4 .
Polozme
1 1 -1 €1 0
A=11 0 2|, x=|ax2]|, b= 12
1 -2 0 T3 —4

a pfipomefime si rovnici o jedné neznamé: azx = b; soustavu (1.1) chceme vyjadiit v obdobném
tvaru, tj. Ax =D>b

T1 + 29 —x3 = 0 ... leva strana je skaldrnim souc¢inem 1. fddku matice A (rf = [1,1,-1]) a
I

sloupcex = |z |: r‘fx = x1 +x9 —x3. Pro zbyvajici rovnice plati obdobné
T3

r2Ax =z + 2x3, r3Ax =1 — 2x9.

Definice 1.4. Soucin matice a vektoru: Soucinem matice A = [a;;] typu (m, n) a sloupcového
vektoru x typu (n, 1) je vektor y typu (m, 1), pro jehoz slozky plati

[y]i:[Ax]i:rZA-x:aﬂxqu...—i—amxn, i=1,...,m.
A X
T
yi|l = |lan ...  aipn J
e .
Tn



Definice 1.5. Ndsobeni matic: Necht A = [a;;] je matice typu (m,n) a B = [b;] matice
typu (n, s). Soucinem matic A a B (v tomto pofadi) je matice C = [¢;] typu (m, s), kde ¢;; je
skalarnim soucinem i-tého rfadku matice A a j-tého sloupce matice B:

n
cij:rg'&-s?:ailblj+ai2b2j+...+ainbnj:Zaikbkj, 1=1,....m, j=1,...,s.
k=1
A ] B ] c
by
ail .. Qin . = Cij
E— .
I bnj I
(m,n) (n, s) (m, s)
2 —11[11-1] [21 -5 1271 -17 [31
1 2 01 3| |13 5| 23_ 1 1| |51

1 -1||12| |-1-1
1 1([23]| 3 5
Nasobeni matice nent komutativni. AB # BA.

Jednotkové matice: Ctvercova matice I ¥addu n, jejiz kazdy diagonalni prvek je roven 1 a vSechny
ostatni prvky jsou nulové, se nazyva jednotkova matice fadu n.

10...0

01...0
I=].

00...1

plati: A=A, IA =A pokud m4 niasobeni smysl.

Definice 1.6. Transponovand matice: Necht A je matice typu (m, n). Matice A" typu (n,m),

pro jejiz prvky plati
aZTj:a’jia t=1,...,n, jg=1...,m,

nazyvame matici transponovanou k matici A.

Ctvercova matice A se nazyva symetrickd pravé tehdy, kdyz A = A'.

2 1
1-10
A |2 345’ AT — 3_1’ A=]|-1 24| — symetrickd matice
1-104 4 0
- 0 43

Vlastnosti operaci s maticemi: Necht «, f € C a necht matice A, B, C, jednotkova matice I a
nulovd matice 0 jsou vzdy takového typu, aby dané operace mély smysl.



Kapitola 1. Matice a algebra matic

A+B=B+A
A+B+C)=(A+B)+C
A+0=A
a(A +B) = A + aB
(a4 pP)A = A + A
(aB)A = a(BA)
(¢A)B = A(aB) = a(AB)
A(BC) = (AB)C
IA=A, BI=B
AB+C)=AB+ AC
(A+B)C =AC+BC

(A) =a
(A+B) =A" + B’
(AB)" = B'AT

komutativni zdkon pro séitani
asociativni zédkon pro sc¢itani
vlastnost nulové matice
distributivni zdkon zleva
distributivni zakon zprava
asociativni zdkon

asociativni zdkon

asociativni zdkon pro nasobeni
vlastnost jednotkové matice
distributivni zdkon zleva

distributivni zakon zprava
transponovani transponované matice
transponovani soué¢tu matic

transponovani soué¢inu matic

Ovéreni danych vztahtd je jednoduché, a tak dokdzeme pouze vztah o transponovani souc¢inu
matic a asociativni zdkon o nasobeni matic.

Priklad 1.3. Ukaste, e plati (AB)' = BTAT.
RESENE: Budiz A typu (m,n), B typu (n,p), pak (AB)Tje typu (p, m); B' je typu (p,n), AT typu
(n,m), takze B'Al je typu (p,m). Ozna¢me C = AB,D = B'A, mame dokéazat, ze CT = D.
Prvek Csz matice (AB)Tje roven prvku ¢;; matice AB (i =1,...,p,j =1,...,m):
C;-rj = ajlbli + ajgbgi + ...+ ajnbm,
prvek d;; matice BTA' je skaldrnim soucinem i-tého ¥adku matice BT a j-tého sloupce matice A"
dij = bliajl + bgiajg + ...+ bm’ajn-

Matice (AB)T, B'A' jsou téhoZ typu a maji na stejnych mistech sobé rovné prvky, tedy se rov-
naji. O
Priklad 1.4. Ukazte, Ze plati (AB)C = A(BC).

RESENT: A = [a;;] budiz typu (m,n), B = [bj] typu (n,7), C = [cky] typu (7, 5);

1—ty rddek matice AB :

E azy i1, E azy 2y - - - § aijbjr )

j=1

§ azy i1 | Clg T § azy 2 | C2q +

prvek d;; matice (AB)C

E :aw jr | Crq



diq = (ailbu + ...+ ambnl)clq + (ailblg + ...+ ambng)ch 4+ ...+ (ailblr 4+ ...+ ambm)crq

T T r
qg—ty sloupec matice BC : <Z b1k Chq, Z bokChqs - - 5 Z bnkckq>
k=1 k=1 k=1

T r T
prvek e;; matice A(BC) : ejq = ajn <Z blkckq> + a0 (Z bgkaq> + ...+ aip <Z bnkckq>
k=1

k=1 k=1
€iq = ail(buclq + ... + blrcrq) + aig(bglclq + ... + bgrcrq) + am(bnlclq + ...+ banrq)

T n

dig =) _ [Z aijbjkaq}

kil jfl diq = €iq (Z =1...,mq = 17"'73)7 (AB)C - A(BC)
eig = Z[Z az‘jbjkaq]

7j=1 k=1



2. Soustavy linearnich rovnic

Priklad 2.1. Elektricky obvod.

A 12V
ly
L
I
R, =1Q
L | 16V
B L |: oD
R, =2Q
\ .
Ry =2Q
Obr. 2.1.

Vztahy mezi napétimi a proudy miiZzeme vyjadrit pomoci obvodovych rovnic sestavenych na
zakladé Kirchhoffovych zdkoni.

Kirchhoffovy zdkony:

1. Kirchhoffiv zdkon L+ Ihb— I3= 0 (pro uzel B resp. D)
2. Kirchhoffiv zakon R I + R3l3 = 12 (pro smyc¢ku ABCDA)
2. Kirchhoffiv zakon R} — Ryl = 12 — 16 (pro smycku ABDA)

Obvodové rovnice:
L+ Ib— I3= 0

L + 2L = 12 (2.1)
I - 2L =4

Obvodové rovnice piedstavuji soustavu tii linedrnich rovnic o tfech nezndmych. Ze stiedni
skoly znadme ekvivalentni tpravy, jejichZ smyslem je nahrazeni dané soustavy jinou soustavou,
kterd m4 stejné feseni a je jednodussi.



Ekvivalentni dpravy:

(E1) Vymeéna rovnic.
(E2) Vynésobeni obou stran rovnice nenulovym ¢&islem.
(E3) Pti¢teni nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.

Ekvivalentni Gpravy maji samoziejmé tu vlastnost, zZe jimi mizeme upravit novou soustavu
zpét na pltvodni.

Vyfe$me nyni soustavu (2.1) tak, ze z druhé rovnice eliminujeme nezndmou I; a z t¥eti rovnice
neznamé I, Is. To provedeme tak, Ze prvni rovnici odec¢teme od druhé a tireti rovnice a u noveé
vzniklé soustavy odeéteme trojnisobek druhé rovnice od rovnice treti:

L+ b — I3 = 0 L+ I, — I3 = 0
I 4+ 2I3 = 12| —r{ 4+ 19 — 19 — — Ih + 313 = 12 —
I — 20 = 4| —ri+r3—>r;3 — 3L + I3 = -4 | -3rag+1r3 —>r3
L+ 1, — I3 = 0 L =2
= — Iy + 313 = 12 — I, =3 A‘\ (22)
— 813 = —40 I3 =5

Jak vidime, najit feSeni soustavy (2.1) prostfednictvim ekvivalentni soustavy (2.2) je jiz snadné.

Préci si mtizeme jesté usnadnit, nebudeme-li opisovat nezndmé. Pouzijeme matice:

1 1-1 0 1 1-1 0
A=11 0 2|, b=| 12, [A]lb]=|1 0 2] 12],

1-2 0 —4 1-2 0|-4

matice soustavy vektor pravych stran rozsifend matice soustavy

Podobny postup nyni uplatnime na rozsifenou matici soustavy.

Ekvivalentnim tpravam budou odpovidat elementdrni radkové operace:
(R1) Vyména fadki (vyména i-tého a j-tého radku: r; < r;).
(R2) Vynéasobeni fadku matice nenulovym ¢islem (vynasobeni i-tého fadku ¢islem a: ar; — 7).
(R3) Pric¢teni nidsobku fadku k jinému radku (pfi¢teni o ndsobku i-tého fadku k j-tému Fadku:
ar; +1j = 15).

Vznikne-li matice B z matice A elementdrnimi radkovymi operacemi, fekneme, Ze matice
A, B jsou fddkové ekvivalentni a piSeme A ~ B. Matici B miZeme totiz jinymi elementirnimi
fadkovymi operacemi (inverzni operace) upravit zpét na matici A.

1 1-1 0 1 1-1 0 1 1-1 0
1 0 2| 12(-ri4+re—120~]0-1 3| 12 ~10-1 3 12
1 -2 0|—-4|-r+r3—13 0 -3 1|—-4]|-3ro+r3 =13 0 0 —-8|—40

dopiednd redukce

L +3 - 5 = 0 I, =2
—Ihb +3-5= 12 I, =3 T zpétna substituce
— 813 = —40 I; =5

Soustava méa jediné Feseni.



Kapitola 2. Soustavy linedrnich rovnic

Priklad 2.2.

2z + 1z =
—4::131 - 21132

Soustava nema reSeni.

2 111 N 2
—4 =212 |2r1+1r9 =19 0
0$1+0$2:4
X2

Priklad 2.3.

1-3 0 50
1 3 1-30
0 0 2 41
0 0-3-60
1-3050]| 4
0 0120]-7
“1lo oo001]| 1
0 0000]| O

r1 — 3$2

T1+T2—)T2N

1 1 1 1 >
-2 -1\ ! 1 2 X

2X1+XZ:1

-4x1 - 2x2 =2

Obr. 2.2: Znazornéni rovnic v piikladu 2.2.

Soustava ma nekonecné mnoho feseni zavislych na dvou parametrech.

10

+5$4 = 4
—$1+3$2+ $3—3$4 = —11
203 + 4x4 + x5 = —13
—3$3—6$4 = 21
1-3 0 50 4
0 0 1 20| =7 N
0 0 2 41|—-13|-2r9+r3—r3
0 0-3-60 21 3ro + 14 — 1y
r1 = 44+ 3r —bs 4+ 3r — bs
To = T T
r3 = —T7—2s X = —7—2s r,s € R
Ty = s s
Iy — 1 1



2.1 Obecny postup pri resent soustavy linedrnich rovnic

Metoda, kterou jsme pouzili pii feSeni priklada 2.1-2.3, pochdzi od K.F. Gausse (1777-1855)
a nazyva se Gaussova eliminaéni metoda (GEM). Vyslednd matice, ke které jsme vzdy dospéli
(tzv. schodovd matice), reprezentuje ekvivalentni soustavu, v niz kazda nasledujici rovnice ma
méné nezndmych nez predchéazejici. Najit jeji feSeni je jiz jednoduché.

Definice 2.1. Rekneme, ze matice A ma schodovy tvar, jestlize plati:

1. VsSechny nulové fadky matice A jsou umistény dole az pod rfadky s nenulovymi prvky.

2. Prvni nenulovy prvek kazdého fadku (vedouci prvek) je ve sloupci napravo od prvniho ne-
nulového prvku ptedchézejiciho fadku.

1-3050
1 1 -1

_ _[21 _ |0 0120
A= 8_(1)_2’ B_[oo]’ €=10 0001
0 0000

132 240

D=|000|, E=|132

001 000

Matice A, B, C jsou schodové matice (SM). Matice D, E nejsou schodové.

2.1 Obecny postup pri feSeni soustavy linearnich rovnic

Necht je dana soustava m rovnic o n neznadmych:

aj1ry + ai2r2 + ... + ATy — b1
a21x1 + ag2IT2 + ... + agnly — bg
am1T1 + @maxo + ... + @GunZn = bm

Ax = b maticovy zapis soustavy
A matice soustavy
[A | b] roz$ifend matice soustavy
X vektor nezniamych
b vektor pravych stran
GEM transformujeme rozsifenou matici [A | b] soustavy Ax = b doprednou redukci na
matici [H | c] ekvivalentni soustavy Hx = ¢, kde matice H je ve schodovém tvaru. Soustava

Hx = c ma4 stejné reseni jako ptvodni, které obdrzime zpétnou substituct pomoci matice H.

Véta 2.1. Necht je ddna soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych Ax = b a necht [ A | b ] ~
~ [H | c], kde H je SM. Potom plati:

11



Kapitola 2. Soustavy linedrnich rovnic

1. Soustava nemd feSeni pravé tehdy, kdyz v matici [H | c] je napravo od nulového radku
matice H nenulova slozka vektoru c.

2. Ma-li soustava feseni a kazdy sloupec matice H obsahuje vedouci prvek, pak ma reseni pravé
jedno.

3. Ma-li soustava feSeni, pficemz v nékterych sloupcich vedouci prvek chybi, pak m4 nekonecéné
mnoho FeSeni zivislych na k parametrech, kde k je pocet sloupci, v nichz vedouci prvek
neni.

DUKAZ:

1. Je-li i-ty fddek matice H nulovy a ¢; riizné od nuly, odpovid4 tomuto fadku rovnice
0z1 + ...+ 0z, = ¢, kterd nem3 feSeni. Soustava Ax = b nemé tedy také reseni
(viz priklad 2.2).

Nenastane-li ptipad 1., vynechdme v matici [H | c] vSechny nulové rddky. Tém totiz odpo-
vidaji rovnice 0z; + ...+ 0z, = 0, které jsou splnény pro libovolnd x1,. .., x,, a tudiz nemaji vliv
na tfeSeni soustavy.

2. Obsahuje-li kazdy sloupec matice H vedouci prvek, vypoc¢teme z posledni rovnice nezndmou
T, a dosadime ji do predchézejicich rovnic. Predposledni rovnice je opét rovnici o jedné
neznamé, z niz uréime nezndmou z,_1. Postupnym dosazovinim za nezndmé pokracujeme az
k prvni rovnici, ptricemz vzdy feSime rovnici o jedné nezndmé. Nezndmé z,,...,x; jsou tak
jednoznaéné urceny (viz piiklad 2.1).

3. Pro kazdy sloupec, ktery neobsahuje vedouci prvek, polozime pfisluSnou nezndmou rovnou
parametru, ktery mize nabyvat libovolnych redlnych hodnot, a vypoéteme neznamé, které
odpovidaji sloupciim s vedoucimi prvky tak, ze opét postupujeme od posledni rovnice soustavy
k prvni rovnici jako v pfedchozim piipadé (viz piiklad 2.3). Soustava mé nekone¢né mnoho
feSeni zavislych na danych parametrech.

0

2.2 Gauss-Jordanova metoda

GJM je vylepsend GEM . Pii elementarnich fddkovych operacich se nezastavime u schodového
tvaru, ale podélime kazdy radek matice vedoucim prvkem a pomoci operace (R3) upravime matici
tak, aby i nad vedoucim prvkem kazdého fadku byly nuly. Obdrzime matici v normovaném
schodovém tvaru — (NSM).

SM z prikladu 2.1 upravime na NSM.

1 1-1 0|lra+r — 11 10 2 12 | =2r3+1m —m 1002 I =2
0-1 3 12 —ro —rg~ |01 =3|—-12 3rg+rg —ry~ (0103 I, =3
0 0-8|—40 —%73—)7“3 00 1 ) 00115 Is =5

V naSem piipadé je normovand schodovi matice jednotkovou matici. Také posledni matice z pii-
kladu 2.3 je NSM.
Dopredna redukce je u Gauss-Jordanovy metody pracnéjsi, zpétna substituce je naopak snazsi.

Poznamka 2.1. Ma-li soustava m rovnic o n nezndmych Ax = b prdvé jedno resent, pak nutné
m > n a NSM je tvorena jednotkovou matici nasledovanou m — n nulovymi radky. Soustava
Ax = b se ¢tvercovou matici (m = n) mé tedy jediné Feseni, pravé kdyz A je fadkové ekvivalentni
s n. X n jednotkovou matici. Je-li soustava Ax = b feSitelnd a m < n, potom ma nekonecne mnoho
resend.

12



2.8 Pracnost reseni

2.3 Pracnost reseni
Pracnost feSeni soustavy GEM charakterizujeme po¢tem nasobeni. Necht m = n.

3

Dopiednd redukce vyzaduje #(2n + 1)(n + 1)n ~ $n3 ndsoben.

In(n+1) ~ tn?

Zpétna substituce vyzaduje nasobeni.

2.4 Soustavy se stejnou matici a rdznymi pravymi stranami

Piiklad 2.4. Reste soustavy linedrnich rovnic

2$1 - 4:1132 = —10 2y1 - 4:y2 = -8
T1 — 3T9 + za= —4 Y1 — 3y2 + ya= -2
1 — z3+2z4= 4 Y1 — y3s+2y4= 9
3x1 — 4x9 + 313 — x4 = —11 3y1 — 4ys + 3ys — yq4 = —1b
RESENT: Soustavu vyfesime uzitim G.JMpomoci jedné rozsifené matice.
(2 -4 0 0]-10 -81ir —m (1-2 0 0] -5 —4
1-3 0 1| -4 -2 |1 =3 0 1) =4 =2 —ri+rp—=ry
1 0-1 2 4 9 1 0-1 2 4 9 —r1+1r3 — 713
|3 -4 3 -1|-11 15 |3 -4 3 1|11 =15 | -3ri+ry — 1y
(1 -2 0 0|-b—-4]-2ro+r—>m [1 0 0-2]-7-8
_10-1 0 1 1 2 _10-1 0 1 1 2 —T9 —> 1o
0 2 -1 2 9 13| 2r9+4+1r3—13 0 0-1 44| 11 17
10 2 3 -1 4 -3 2ro + 14 — 14 [0 0 3 1 6 1|3rs+ry—ry
10 0-2|-7-8 (100 2| -7 —8]2ra+m =1
01 0-1|-1-2 010 -1 =1 =2 rq+mry—ro
00 -1 4| 11 17| —rg — 13 001 —4|—-11 =17 |4ry+1r3 — 13
|00 0 13| 39 52 %7"4—)7"4 (000 1 3 4
[1000|—-1 0 r = —1 y1 = 0
0010 1 -1 r3 = 1 Yy = -1

Priklady k procviceni:

Cvicéeni 2.1. Uréete vsechna teseni soustav linedrnich rovnic uzitim GJM :

2:131 + 8:132 = 16
51131 - 4:1132 = -8

Cviceni 2.2. Najdéte reseni i soustav linedrnich rovnic se stejnou matici a riznymi vektory

pravych stran:

b)

1 — 3$2 -
2x1 — 5x9 + x3

1 + 4$2 - 2$3

13

r3 —

1 — 23 + x4 = 6
200 — To + x3 — 3x4 =0
921 — 3z9 — a3 — Tzxy = 4

3,0, —10
8,0, —11
~5,0, 9



3. Maticovy zapis elementarnich radkovych operaci,
inverzni matice

3.1 Elementarni matice

Elementarni fadkové operace mizeme realizovat prostiednictvim maticového nasobeni. Pro-
vedme na jednotkové matici 2. Fddu elementarni fadkové operace Ry, Ry, R3:
J P 1, It2, I3

10 01 10 10
[0 1]7”1%7“2” [1 0] = B, [0 1]ar2—>r2N [Oa] =B,

10 10] _g
01 |ar+ry—ry all 73

Budiz A = [a;j],,, libovolnd matice a vypocitejme E; A, Ex A, E3A:

A:[auau] ElA:[amtm] EQAZ[ an a12]

a1 a2 a1l a12 aaz) a2
a a
EsA — 11 12
aail + a1 aai2 + a
Vidime, ze vysledné matice E1 A, Es A, E3A jsou matice, které bychom obdrzeli z matice A pro-

vedenim pftislusnych radkovych operaci.

Definice 3.1. Matice, kterou obdrzime z jednotkové matice uzitim jedné elementarni radkové
operace, se nazyva elementdrni matice.

Véta 3.1. Vaznikne-li elementarni matice E z jednotkové matice I fadu n provedenim urcité
radkové operace a je-li A n X s matice, potom souc¢in E - A je matice, kterd je stejna jako matice,
kterou dostaneme z matice A provedenim této radkové operace

FElementarni matice radu n:

i J i J
1 0 07 M1 0 0 07
ilo 1 0 0 ilo 0 1 0
I= : ST : =P
jilo 0 1 0 jilo 1 0 0
L0 0 0 1] [ 0...0 0 1]

14



3.2 Inverzni matice

1]0...1...0...0 ar;—mr; 1{0...a...0...0

ilo...o...1...0 ilo...o...1...0
[ 0 0 0 1] L0 0 0 1]
“J i J
M1 0 0 07 [ 1 0 0 07
10 1 0...0 1|0 1 0 0
I= : ~ _Gij(a)

10 0. 1. 0|ari+r—=r; §|l0...a...1...0

3.2 Inverzni matice

Mgjme linedrni rovnici o jedné nezndmé ax = b. Za predpokladu, Zze a # 0, obdrzime jeji
feSeni vynasobenim obou stran ¢islem 1/a:

z = (1/a)b.

Ptdme se nyni, zda-li i soustavu linedrnich rovnic Ax = b, A = [a;], ,,,, miZeme Tesit po-
dobnym zpusobem, t.j. existuje-li matice C takova, ze CA = I. Jestlize takovd matice existuje,

milzeme psat:

Ax=b /- C Nésobeni matici C

C(Ax) = Cb
(CA)x = Cb Asociativita ndsobeni
Ix = Cb Vlastnost matice C
x = Cb Vlastnost jednotkové matice

Otézkou je, existuje-li k matici A = [a;j], ., matice C = [c;;] ., dané vlastnosti. Napiiklad
rovnice

sEIRRH

ukazuje, ze



Kapitola 3. Maticovy zdpis elementdrnich fddkovych operact, inverzni matice

Ke kazdé matici A = [a;;],, ., takovd matice C v8ak neexistuje. Bude-li matice A mit naptiklad
j-ty sloupec nulovy, pak také matice CA bude mit j-ty sloupec nulovy pro libovolnou matici

C = [cijlxn:
Cl: ¢ i|=1|: ¢ :|#L

Vyvstava také otazka, zda-li AC = I, pokud CA =1 a naopak.
Definice 3.2. Necht A je ¢tvercova matice. Jestlize existuje matice C tak, Ze
AC=CA =1,

pak se matice C nazyva inverzni matici k matici A. Ctvercova matice, ke které existuje inverzni
matice se nazyva reguldrni, v opacném piipadé takovou matici nazyvame singuldrni.

Véta 3.2. Ke kazdé reguldrni matici existuje pravé jedna inverzni matice.
DUKAZ: Necht plati ACl = ClA = I, A02 = CQA =1I:

Cy = CoI = C5(AC;) = (C2A)C, = IC; = C;

Jedinou inverzni matici k dané reguldrni matici A budeme znacit A~!.

Priklad 3.1.
129 1|4 90 | -4 9|29 (10 _ [29||—-4 9

e R S R d R R A R P o i R

Priklad 3.2. Také matice, kterda md nulovy Tddek je singuldrni:
1]0...0|C=1¢|0...0]| #1I

3.3 Elementarni matice a regularita
Véta 3.3. Necht A, C jsou regularni matice fddu n. Potom AC je reguldarni matice a plati
(AC) ' =C Al

DUKAZ:
(AC)(C'A™YH) = (C A H(AC) =T

16



3.4 Vypocet inverzni matice

Poznamka 3.1. Vétu lze pomoci matematické indukce zobecnit na soucin libovolného poctu
reguldrnich matic:

1 _ _
(Ar...A,) " =A . AT
Elementarni matice jsou regulérni:

Pl =Py, M;'(a) =Mi(a), Gj'(a)=Gy(-a).

)

Elementarni operace zachovavaji regularitu matice:
A ~ elementarni fadkové operace ~ C

Necht Ty,..., Ty jsou pfislusné matice elementarnich fadkovych operaci (elementdrni matice).
Plati:
C=T;..T1A, C'=A'T;'...T, C je regularni

3.4 Vypocet inverzni matice

Véta 3.4. Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Pak rovnice AX = I ma jediné feSeni X praveé
tehdy, kdyZz A je reguldrni. V tomto piipadé X = AL

DUKAZ:
Jestlize A je regularni, potom existuje inverzni matice A~! a plati: AX =I/-A", X = A"l
Necht obricené rovnice AX = I méa jediné feseni X = C. Rovnice AX = I je vlastné n
soustav linearnich rovnic o n nezndmych.

X1 X2 Xn €1 €2 €n
aj; a2 ... aip 11 12 -.. Tin 1 0...0
a1 a22 ... aop 21 922 ... Ton 0 1...0
= 7
anl Gp2 -.. Gpn Tpl Tp2 --- Tpn 0 0 ...1
AX1 :el,...,Axn = €.

Soustavy maji stejnou matici A a feSime je pomoci jediné rozSifené matice:

a1 a12 ... a1 |10 ...0

fafry= [ e |0 Y
PR LI
[10...0 Ci1 €12 ... Cip

N 010 0?1 0?2...02.,1 :[I|C]
_001 Cnl Cn2 --- Con

Rovnice mé jediné feSeni, a tedy podle poznamky 2.1 plati A ~ I. Z predpokladu véty 3.4 plyne
X = C. Necht T ... Ty jsou piislusné matice elementarnich fddkovych operaci transformujicich
[A|I]na[I|C]anechf T =T...T;. Potom plati TA = I, TI = C, resp. T = C. Plati
tedy

CA=1AC=1,

t.j. C je inverzni matict, resp. A je reguldrni. O

17



Kapitola 3. Maticovy zdpis elementdrnich fddkovych operact, inverzni matice

Poznamka 3.2. Ditkaz véty 3.4 davad navod k vypoctu inverzni matice. Sestavime rozsifenou
matici [ A | I ] Matici A transformujeme fadkovymi operacemi na jednotkovou matici a stejnymi
operacemi se jednotkova matice transformuje na matici inverzni:

(Tp...T)A =1, (Tp...T)I=A"

Priklad 3.3.

A:[QQ]’ [A“]:[29‘10]T1%T2N[14‘01

~

1401 29 10:|—27"1+7"2—>’I“2

1410 1|—-4ro4+7r —mr 10| -4 9 B 1
[01‘1—2] [01‘ 1—2]_[I‘A]

Véta 3.5. Necht A a C jsou ¢tvercové matice fddu n. Potom AC = I pravé tehdy, kdyz CA = L

DUKAZ: UkaZzeme, Ze ze vztahu AC = I vyplyva CA = I. Obracenou implikaci bychom dokézali
obdobné zaménénim tloh matic A a C.
Je-li AC =1, potom soustava Ax = b mj vzdy feseni x = Cb pro libovolny sloupcovy vektor
b:
Ax =A(Cb)=(AC)b=1Ib=bDb

Necht T4, ..., T} jsou matice elementarnich fadkovych operaci, které redukuji matici A na matici
H, kterd je NSM. Plati tedy H = Ty ... T1A. UkaZeme, Zze H je jednotkovou matici. Kdyby tomu
tak nebylo, matice H by méla posledni fadek nulovy a soustava Hx = e, kde e, je posledni sloupec
jednotkové matice, by neméla feSeni. To by ovSem znamenalo, ze soustava Ax = Tfl e T;len
jejiz upravou soustava Hx = e,, vznikla, by také neméla reSeni, coz je spor s nasim pozorovanim.
Tedy H = I. Polozme T = T ... T;. Potom I = TA. Odtud

T = TI = T(AC) = (TA)C = IC = C.

Ukézali jsme tedy, ze CA =1. O

3.5 Pouziti inverzni matice

Inverzni matici mizeme pouzit k feSeni linedrni soustavy Ax = b se ¢tvercovou reguldrni
matici. Jak uz vime, feSeni ma tvar
x =A'b.

Pocet operaci nutnych k vypoétu inverzni matice piedstavuje u étvercové matice ¥adu n asi n®

nasobeni. Gaussova elimina¢ni metoda je tedy vyhodnéjsi. Inverzni matice se vyplati pri reSeni
vétsiho poctu linedrnich soustav se stejnou matici a rznymi pravymi stranami. Jeji vyznam je
také teoreticky.

Priklady k procviceni:

CvicCeni 3.1. Rozhodnéte, je-li matice

13 -2
A= 25 -3
-3 2 —4

requldarni a najdéte inverzni matici, pokud ezxistuje.

18



3.5 Pouzitt inverzni matice

Cvicéeni 3.2. UZitim inverzni matice teste soustavu

221 + x90 + 4x3 =5
3$1+2$2+5$3:3
— z9 + x3 = 8.

Cviceni 3.3. Najdéte inverzni matice k danym maticim:

a) A=

o O =
o = O
— ==
=3
N
ve
Il
| ——
w
D
| I
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4. ResSeni linearnich soustav pomoci LU rozkladu

P1i feSeni linearnich soustav Ax; = by,...,Ax; = by je vyhodné vyuzit rozkladu matice A
na soucin dolni (L) a horni (U) trojahelnikové matice, t.j. A = LU. Pfedpokladame, ze A je
¢tvercova reguldrni matice.

Definice 4.1. Ctvercovou matici U(L) nazyvame horni (doln{) trojihelnikovou matici, jestlize
ujj = 0proi > j (l;; =0 proi < j).

Uuilr 12 ... Uinp l11 0 ... 0

HT M (horni trojuhelnikova matice) DT M (dolni trojihelnikova matice)

Reseni soustavy Ax = b, je-li A = LU:
1. Soustavu Ax = b napiseme ve tvaru LUx = b

2. Definujeme novy sloupcovy vektor y : Ux = y. (4.1)

3. Vyfresime soustavu Ly = b.

4. Dosazenim za y do (4.1) uré¢ime x.

Priklad 4.1.

2 62 2

Ax=b, A=|-3-80|, b=]2

4 92 3

2 62 2 00] 131

—3-80|=|-3 10| |013

4 92 4-37| o001

A = L U
2 00[2] =1 13117 21 = 2
Ly=b:|-3 10[2]| yp=5 Ux=y:|013|5| z,=-1
4-37|3| y3 =2 001(2] a3= 2

Pokud bychom fesili jinou soustavu Ax’ = b’ se stejnou matici, lze opét vyuzit matic L a U.
Nechf napifklad b’ = [ —4, =2, —5]":

2 00| -4 Yy = —2 131|-2 T, = —2
Ly'=b": | -3 10| -2 yh = —8 Ux'=y':|013]|-8 Ty = 1
4 -3 7| -5 Yy = —3 001 -3 r3 = —3

Reseni soustavy se tak rozpadlo na feSeni dvou soustav Ly = b doprednou substituci a Ux =y

zpetnou substituci.
K nalezeni LU rozkladu regulérni ¢tvercové matice potiebujeme nyni odvodit nékteré vlastnosti

trojuhelnikovych a elementirnich matic.
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4.1 Permutacni matice

Véta 4.1. Soucinem dvou trojuhelnikovych matic stejného typu je trojihelnikovi matice téhoz
typu.
DUKAzZ: Necht napt. U = [u;], ., a V = [v], ., jsoudvé HTM. Budiz i > j:

[Uv]ij =0vy; + ...+ 0v 15 + u;0 + ..+ w0,

tedy UV je HTM.
Pro DTM se dtikaz provede obdobné. O

Véta 4.2. Necht L = [l;;] ., je DTM s nenulovymi diagondlnimi prvky. Pak L je reguldrni a
inverzni matice L' je také DTM.

DUKAZ: Podle predpokladu I;; # 0 pro vechna i = 1,...,n. Radkovym operacim, které transfor-
muji matici L na jednotkovou matici I odpovidaji elementarni matice

Gia(—la1/li1)s- -, Gip(=ln1/lin), Gas(—l32/122), . . ., Gon(—ln2/l22), . . .. Gpo1n(=lnun—1/ln—1n-1);
Ml(ll_ll)v M2(l2_21)v R Mn(l;;)

Polozime
T = M,(1,,}) ... My(I")Grotn(~lnn—1/ln—1n-1) - - - G1a(=l21 /111),

potom TL = I, t.j. L' = T. Matice L je tedy regularni. Inverzni matice L' je zfejmé DTM,
nebot prislusné elementarni matice jsou vSechny DTM. O

4.1 Permutac¢ni matice

Definice 4.2. Matice P se nazyva permutac¢ni matice, je-li mozno ji ziskat z jednotkové matice
stejného typu postupnou vyménou radki.

Poznamka 4.1. Vyménu i-tého a j-tého radku dané matice lze provést vynasobenim této matice
matici P;; zleva. Kazdou permutac¢ni matici pak mizeme vyjadrit ve tvaru soucinu

elementarni matic zajistujicich vidy vyménu dvou radkua.

100 001 010
I= 010 1 <> T3 010(|r < rgn~ 001 =P
001 100 100

P =Py P31 =Pi3Pi3
Plati P! = Py, dale P;; = PJ;, takie P;;' = PJ;. Odtud

.
PP' =P, ...P;;(Pij.---Pij) =Pij...Pi;Pl. ... P

1171 Tk Jk

=1,

tedy
P '=P".

Elementdrni matici P;; mizeme také pouzit k vymeéné i-teho j-tého sloupce matice. K tomu
staci danou matici vyndsobit matici P;; zprava:

et a2 [|01] _ |a2 an
A-Pr= [621 022][1 0] B [a22 1121]'
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Kapitola 4. ReSeni linedrnich soustav pomoci LU rozkladu

Véta 4.3. O existenci LU rozkladu: Budiz A regularni ¢tvercova matice. Pak existuje DTL
L, HTM U a permutacni matice P tak, ze

AP =LU.

Matice L a U jsou také regularni.

DUKAZ: Nechf matice A = [a;;] ., je reguldrni. Matice A tedy nemize mit ziddny nulovy sloupec
nebo fadek. Existuje proto prvek ai;, # 0,1 < i1 < n. Matice A = APy;, mé tak na misté (1,1)
nenulovy prvek ai; = ay;;:

ayj] a2 ... aip
_ as1 G2 ... Aoy
A =

Gp1 QGp2 ... Gnp

Necht T, = Gln(_afnl/afll) e Glg(—agl/dll), potom TlAPIil = Al, kde

1 1 1

6/11 (,_]112 o aln (],11 (],12 e aln
1 1 1 1
0 ay ... ay, 0 ay ... ay,
Av=| . . =
1 1 1 1
0 apy ... ayy, 0 apy ... ay,

Matice Ap je opét regularni (viz poznamka 3.1), takze existuje prvek a%i2 # 0,2 < 49 < n.
Opakovanim predchoziho postupu obdrzime matici ToA 1Py, = Ay, kde

2 2 2
Gy @2 --- Q1p
2 2
0 a3 ... a3, I o
Ay = e | T2=Gon(—ay2/a2,) ... Gas(—aze/az,), T2TiAP, Py, = Ao
0 0 ...d2,

Takto dospéjeme az k matici

n—1 n-—1 n—1
all a12 e aln
n—1 n—1
0 ayp ... ay,
An—l = . . . . )
0 0 ...a%t

coz je hledand HTM U, t.j. U = A,,_;. Plati tedy
Tn,1 . T2T1AP1i1P2i2 . Pnflin,l =U.

Polozme nyni 5
L=T,,...Ty, P=Py ...Po_1 _,.

Matice ~I~4 je regularni DTM, nebot je soufinem reguldrnich DTM. Existuje k ni proto inverzni
matice L= = L, ktera je také DTM. Dosazenim matic L a P obdrzime

LAP = U, resp. AP =LU.

K matici L existuje inverzni matice I~4, takze L je regularni. Matice U je soucinem regularnich
matic L, A, P a je tudiz také regularni. 0
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4.1 Permutacni matice

Poznamka 4.2. Rozbor dikazu david navod, jak nalézt prislusny LU rozklad dané reguldrni
matice:

L=T,,..T.)I, U=T,,...T,(AP)
Matici A upravime na HTM U a stejnymi fadkovymi operacemi ((R3)) upravime jednotkovou
matici I na matici L. P¥ipadnou vyménu sloupctt provedeme na dalsi jednotkové matici, abychom
obdrzeli matici P. Matici L odvodime zndmym postupem pro vypodet inverzni matice.

Priklad 4.2. Najdéte LU rozklad matice

1 32
A=|-2-61
2 57
RESEN{
1 32]100 13 2| 100] .
[AI]=|-2-61]010] 2 +rp—>rp~ |0 0 5| 210 V0
2 57001 |-2r4r3—>r3 |0-1 3[-201 P
S92 <> S3
12 3] 100 12 3] 1 00
— (05 0] 210 ~(05 0] 2 10|=[U|L]
03-1]-201f-2ro+rs—rs [00-1|-2 21
i [ 1 00]100 00| 100]
[L|1]= 2 10[010|-2r1+rp—mr~ |0 10|-210 ~
5311001 ¥4y 0-21] Bo1|dro+r3—rs
L 5 5 5 5 5 5
(100 100 100 (100 ]
~1010[-210|=[I|L]. I=[010|sp¢s3—~|001]|=P.
001 221 001 010 ]
1 32][100 12 3 100][t2 3 12 3
AP=|-2-61||001|=|-21-6|, LU=|-210[|05 0|=]-21-6
2 57[/[010 27 5 22100 -1 | 27 5

O

Poznamka 4.3. LU rozklad nemusi byt jednoznaény. Pfi vypoétu matice U a L mizZeme také
pouzit Ffadkové operace (R2). Piislusné elementdarni matice M;(a) jsou také DTM. K matici A
z predchoziho prikladu mizeme také pritadit matice

i 1 00 100 12 3
L= 2 10|, =|-210|, U=]05 0
~16 —3 5 221 00 -5

Opét plati AP = L'U’. Matice I, U’ obdrzime z matic L, U provedenim f4dkové operace 5r3 — r3.
Odpovidajici elementarni matice je

M;(5) =

o O =
o = O
O O

Pii vypocétu matic U a L nepouzivime vymény radki!
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Kapitola 4. ReSeni linedrnich soustav pomoci LU rozkladu

4.2 Reseni soustav pomoci LU rozkladu

Je-li pfi vypoc¢tu LU rozkladu matice A nutné provést vymeénu sloupcti, je feSeni soustavy
Vyjadreni matice A dostaneme ve tvaru
A =LUP"
Soustava Ax = b mé tedy tvar L(U(PTX)) = b. Resime pak postupné
Ly=b, Uz=y, P'x=z.
Priklad 4.3. Uzitim LU rozkladu teste soustavu rovnic

1 + 3z2 + 223 = 2
—2$1 — 6:132 + x3 = -9
2$1+5$2+7.’E3: 0.

RESENf: Matice A soustavy je shodné s matici z piikladu 4.2. MiiZeme pfistoupit hned k Feseni:

X 1 00 2 [ 2 12 3| 2] 2= 1
Ly=b:y=Lb= 2 10 -9l =]1-5|, Uz=y: |05 0|-=5]| 20 = -1,
—18 3 0 | -1 00-1|-1] z3= 1
100] 1 1 = 1
Px=z:x=Pz=|001||-1|=] 1 zo = 1
010]] 1 -1 z3 = —1
O

Poznamka 4.4.

1. LU rozklad predstavuje efektivni nastroj pro feSeni soustav linedrnich rovnic se stejnou matici
soustavy a riznymi pravymi stranami.

2. Pocet nasobeni nutnych k nalezeni LU rozkladu ¢tvercové matice fadu n je asi %n3, coz je
zhruba polovina operaci, nez je zapotiebi k nalezeni inverzni matice.

3. Jak jsme si vSimli, pii feSeni soustavy neni nutné hledat matici L, sta¢i pouze najit matici L.

4. LU rozklad predstavuje dilezity nastroj teorie matic.
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5. Determinant ¢tvercové matice

V této kapitole si ukdzeme, ze kazdé ¢tvercové matici odpovida urcité ¢islo nazyvané
determinant matice. Jak uvidime, je mozné determinant pouzit i k feSeni soustav linedrnich

v s

rovnic se ¢tvercovou regularni matici. Ma také pouziti v nékterych oblastech vyssi matematiky.

5.1 Intuitivni pojeti determinantu

a) Mgéjme linedrni rovnici o jedné nezndmé ax = b. Jeji feSeni mé tvar

b
xr=—,je—lia#0.

)
a

Zavedme matice A = [a], B = [b]. Cisla |A| = q,|B| = b budeme nazyvat determinanty
1. fadu matic A, B. ReSeni rovnice bude mit vyjadieni

=Bl
A

b) Soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych fesme séitaci metodou:
a1171 + a1272 = by /- ag /- (—az21)
a2zl + axpry = by /- (-a12) /-an
Soustava mé jediné feSeni

_ brazg — baaro _a1iby —agnb ostliz
T = , Ty = , Jestlize ajjage — azarp # 0.
a11a22 — 421012 a11a22 — 421012

Sestavme matice

A — [an am]’ A = |:b1 a12], Ay = [an bl:|‘
a1 @22 ba ano as bo

Cisla |A| = 411022 — a210G12, |A1| = b1a22 - bgalg, |A2| = a11b2 - a21b1 budeme D&Z)}V&t
determinanty 2. raddu matic A, Aj, Ay. ReSeni soustavy ma tak tvar

o = Al 1y — A2l
A[ A

Mizeme si povSimnout, jak matici 2. fadu prifadime jeji determinant. Prvek matice na misté
(1,1) vynésobime determinantem matice 1. fadu, kterou dostaneme vynechanim 1. fadku a
1. sloupce dané matice. Od tohoto sou¢inu odecteme soucin prvku matice v pozici (2,1) s deter-
minantem matice 1. fadu, kterou obdrzime vynechdnim 2. fddku a 1. sloupce dané matice.
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Kapitola 5. Determinant ctvercové matice

5.2 Determinant ¢tvercové matice radu n

Definice 5.1. Budiz A ¢vercovd matice n-tého fadu. Submatice A;; matice A je ¢tvercova
matice fddu n — 1, kterd vznikne z matice A vynechdnim i-tého fddku a j-tého sloupce. Jeji
determinant oznacujeme |A;;| a nazyvame jej subdeterminantem (minorem) (n — 1)-niho fadu
matice A. Cislo Af; = (—=1)""/|Aj;| se nazyvé algebraicky doplnék prvku a;;.

Definice 5.2. Determinant n-tého Ffddu: Determinantem matice A = [a11],,, je Cislo ai;.
Necht n > 1 a necht jsou definoviny vSechny determinanty fddu mensiho nez n. Determinantem
matice A = [a;;], ., rozumime &islo

ayp a2 ... Qip

a1 a2 ... aop

* * *
|A| = . .. . = allAn + a21A21 + ...+ an1An1.
ap1 Ap2 ... App

Priklad 5.1.
A = |:a11 a12:|

az1 a22
atl a12

|A| = ap; (=) + agy (—1)*H! = a11a22 — 421012

atl a2

Priklad 5.2.

3 -1 2
A=1|5 6 -7
2 -3 4
6 —7 ~12 ~1 2
_a . (_1\1+1 C(_1)2+1 L 1)\3+1 _
Al=3- (=) 4‘+5(1) _34‘+2(1) 6_7‘

=3-(24—21)—5-(—4+6)+2-(7T-12) = —11

Poznamka 5.1.

1. Definice 5.2 je definice rekurentni, resp. definice indukci. Prava strana vzorce pro determinant
se nazyva rozvoj determinantu podle prvniho sloupce. Nékdy pouzivime misto |A| oznaceni
det A.

2. K vypocétu determinantu n-tého fadu podéitdme n determinantt fadu n—1. Kazdy determinant
tadu n — 1 bychom zase pocitali pomoci determinantt radu n — 2, atd.

3. Vypocet determinantu podle definice je tedy velmi zdlouhavy. Proto je vhodné odvodit vlast-
nosti determinantu, abychom si usnadnili jeho vypocet.
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5.8 Vlastnosti determinantu

Véta 5.1. Rozvoj determinantu podle libovolného Fddku nebo sloupce: Budiz A = [a;;]

¢tvercova matice fddu n. Necht r, s jsou libovoln4 ¢isla z &isel 1,...,n. Potom

Al = (=1)"a |Ap] + ...+ (1) a,, |Ars|  (rozvoj determinantu podle r-tého fadku),
resp.

|A| = (=) a4 |Ag| + ... + (=1)"Tans |Aps|  (rozvoj determinantu podle s-tého sloupce).
Ditikaz véty je ponékud obtizny a uvedeme jej az pozdéji.
Priklad 5.3. Determinant matice
3 -1 2
A=1|5 6 -7
2 -3 4

vypocteme nyni rozvojem podle 3. rddku.

-1 2 3 2 3 -1
— 9. (_1)3+1 a2y . (_1)3+2  (—1)3+3 —
N e IR R G N M R e ]
=2 (7T-12) +3- (=21 —10) +4- (18 + 5) = —11
Véta 5.2. Determinant matice A': Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati, |A| = |A"].

DUKAZ: Véta plati pro determinanty 1. a 2. fadu.
Necht n > 2 a necht véta plati pro ¢tvercové matice fddu mensiho nez n. DokéZeme, Ze véta

plati i pro n x n matice. Polozme B = AT:

|A| = a11]A11] — a12|Ar2] +...+ (—1)1+”a1n|A1n| (rozvoj determinantu podle 1. fadku)
IB| = b11|B11| — b21|Bot| +...+ (=1)""'b,1|B,i|  (rozvoj determinantu podle 1. sloupce)

Plati: a1; = bj1,Bj1 = Ale,j = 1,...,n. Pro determinanty fddu n — 1 véta plati. To znamen4,

7e |Bj1| = |A—E]| = |A1j|, odtud
[AT| = B| = |A|.

O

Poznamka 5.2. Véta zajistuje, ze kazda vlastnost determinantu tykajici se fadka plati i pro
sloupce.

5.3 Vlastnosti determinantu

Véta 5.3. Vymeéna rddki: Vyménime-li v dané ¢tvercové matici A dva rtzné radky, je deter-
minant vzniklé matice roven —|A|.
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Kapitola 5. Determinant ctvercové matice

DUKAZ: Dtkaz je trividlni pro matici fd4du 2. Budiz n > 2 a necht véta plati pro matice fadu
mensiho nez n. Necht matice B vznikne z matice A zdménou i-tého a j-tého radku. Jelikoz n > 2,

muzeme rozvinout determinanty matic A, B podle k-tého radku, kde k # i, k # j:
|A| = (—1)k+1ak1|Ak1| +...+ (—1)k+"akn|Akn|,
Bl = (=) b1|Bra| + ...+ (=1)" " bpn|Bnl-
Plati: ag; = by, I = 1,...,n, kromé radki ¢, 7 jsou vSechny radky matic A, B stejné,
|IBki| = —|Agil, pro matice fadu n — 1 véta plati. T.j. |B| = —|A|[, véta plati pro matice fadu n.
Dusledek 5.1. Ma-li ¢tvercova matice A dva stejné fadky, je det A = 0.

DUKAZ: Vyménou téchto fadki obdrzime matici B. Plati: det B = — det A, ale také det B = det A
(B = A). Musi tudiz platit det A = 0 0

Véta 5.4. Vyndsobeni rddku skaldrem: Je-li jeden tadek Ctvercové matice A vynasoben
skalarem r, bude determinant vysledné matice r - det A.

DUkAz: Budiz B matice, kterou dostaneme z matice A ndhradou k-tého fadku (aky,. .., akn)
fadkem (raky, ..., ak,).
|B| = rag Ay + ... + rag, Ay, = r|A]

0
Véta 5.5. Prictent ndsobku Fddku k jinému Fdadku: Pri¢teme-li r-nasobek jednoho radku

¢tvercové matice A k jinému radku, je determinant takto vzniklé matice roven determinantu matice

A.

DUKAzZ: Ozna¢me B matici, kterou obdrzime z matice A, jestliZe r-nasobek i-tého fadku pfi¢teme
k fadku k-tému, k£ # i. Determinant matice B vypocteme rozvojem podle k-tého fadku:

|B| = bleltl + bk;ZB]:2 + ...+ bknBI)gkn =
= (raj; + akl)Azl + (rajo + akg)A};Z + ...+ (rapg, + akn)Azn =
= (rapnAp; +rapAp, + ... FramAp,) + (e Ay + aedis + ..+ apnAp, =

=r|C| + |A|.
Matice C vznikla z matice A ndhradou k-tého radku fadkem ¢-tym. M4 tak dva radky stejné,
a proto |C| = 0. Potom ale |B| = |A]|. O

Poznamka 5.3. Nyni uz vime, jak fddkové operace ovliviiuji determinant matice A. Redukuje-
me-li matici A na HTM U a neprovadime-li operaci nasobeni rddku skaldrem, potom
det A = £ det U a det U je roven soucinu diagonélnich prvki:

Uyl U112 ... Uip
0 u22 ... Up
U = . . . . 3

0 0 ... upy
U922 U23 ... Up u33z U34 ... Uzp
0 U33 ... U3np 0 Ugq - .. Uqp

detU=wy| . . | .| = unuee| L .| = = unu . U

0 0 ... upy 0 0 ... upy

Je-li A reguldrni ¢tvercovd matice, potom matice U je také regularni, tzn., Ze vSechny diagonalni
prvky matice U jsou nenulové. Plati tedy nasledujici véta.
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5.4 Vypocet inverzni matice, Tesent soustavy linedrnich rovnic uzitim determinantd

Véta 5.6. Ctvercovd matice A je reguldrni tehdy a jenom tehdy, je-li det A # 0.

Véta 5.7. Budiz A singuldrni matice fadu n a nechf B = [b;;], .. je libovolnd matice. Potom
matice AB je také singularni.

DUKAz: Dikaz provedeme sporem. Necht A je singuldrni matice a predpokladejme, 7ze AB je
reguldrni matice. Potom k ni existuje inverzni matice C tak, ze (AB)C = I. Plati:

I=(AB)C = A(BC),

to znamend, ze matice BC je inverzni k matici A (véta 3.5), coz je ale spor, nebot A je singularni
matice. 0

Véta 5.8. Determinant soucinu matic: Jsou-li A a B nxn matice, je det(AB) = det A-det B.

DUKAZ: Je-li matice A diagonalni, véta plati:

a1 0 ... 0 b11 612 e bln a11b11 0,11612 e anbln
0 asy ... 0 b21 b22 e bgn a22b21 a22b22 e aggbgn
0 0 ... Apn bnl bng e bnn a,mbnl annbng e a,mb,m

det(AB) = (a11a92 . . . apy) det B = det A - det B. Vyuzili jsme vétu 5.4.
Je-li A singuldrni matice, pak také matice AB je singularnia plati 0 = det(AB) = det A det B.
Budiz nyni matice A reguldrni. Matici A redukujeme pomoci elementarnich fadkovych operaci
(R1), (R3) na diagonalni matici D. Plati: D = TA, matice T je rovna sou¢inu pf¥islusnych
elementarnich matic, pficemz |A| = (—1)"|D|, kde r oznacuje pocet vymén Fadka pii redukci
A na D. Stejné operace transformuji matici AB na matici T(AB) = (TA)B = DB. Plati:
|AB| = (—1)"|DBJ. To jest

|AB| = (=1)"|DB| = (-1)"|D[ - [B| = |A[ - |B|.
O

5.4 Vypocet inverzni matice, feSeni soustavy linearnich rovnic uzitim
determinantt

Véta 5.9. Necht matice A = [a;],,,, je regularni. Inverzni matice mé nésledujici tvar

* * *

1 Ay - A

* * *

Al 1 12 A oo Apo
- |A| : oo ’

* * *

in A2n Ann

kde A}, (k,i =1,...,n) jsou algebraické dopliiky prvki aj; matice A.

Matici A = [A};], ., nazyvame matici adjungovanou k matici A.
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Kapitola 5. Determinant ctvercové matice

DUkAz: Necht A;_,; oznacuje matici, kterd vznikne z matice A nahradou j-tého radku radkem
i-tym:

ailr 12 ... Qaip
a;1 a2 ... Qzp i—ty radek
A=
a;1 a2 ... Qzp j—ty radek
| p1 Gp2 ... Gpp |
Potom
_ J detA ,jelic =3
det(Asj) = { 0 jeliij.
Polozme nyni B = ITi\A a pocitejme AB:
aj;p a2 ... aip Tl ;1 :;1 |A| 0 ... 0 10...0
AB — 1 a1 a2 ... G9op TZ ;2 :;2 _ 1 0 |A| 0 _ 01...0
Al e S Al 0 e
Anl Gp2 ... Gpp n A5, . A, 0 0 ...|A] 00...1

Plati totiz

U/le;l + anA;f2 + ...+ a’]nA;n = |.A.|7 _] = 1,. .o,
ailA;fl—l—aigA;‘-z—i—...—i—amA;n 0, i#74, t,5=1,...,n.

O

Véta 5.10. Cramerovo pravidlo: Budiz dana soustava linedrnich rovnic Ax = b s reguldrni
n X n matici. Soustava ma jediné feseni, pro které plati

LY

k |A| )

kde Ay je matice, kterou obdrzime z matice A vyménou k-tého sloupce za vektor pravych stran
b:

k=1,...,n,

k
ar b1 ain
A, = , k=1..... n
anl by, Gnn

DUKAzZ: Matice soustavy je reguldrni, feseni soustavy je tedy jediné a plati x = A~ 'b:

[ 21 ] (AT A5 o A ] [ 01 ]
. . . by
1 - 1 ) .
x=A""b=—Ab: |z | = — | A% A% ... A, | =] |,
Al ol TV R R B
L Ln - Tn zn A:Ln- -bn—
t.j.
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5.4 Vypocet inverzni matice, Tesent soustavy linedrnich rovnic uzitim determinantd

Poznamka 5.4. Vypocet inverzni matice pomoci matice adjungované ma jen teoreticky vyznam.
Nalezeni inverzni matice uzitim elementarnich fadkovych operaci je daleko vyhodnéjsi. Podobné
soustavy linedrnich rovnic budeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou, feSeni pomoci determi-
nantd je vhodné pro soustavy nejvyse 3. radu.

Priklad 5.4. Najdéte inverzni matici k matici

213
A=|014],
121
je-li A reguldrni.
RESEN{:
213 0-31 31
A|=|014|=|0 14|=1-(-1)* 14‘:—13;&0
121 1 21
Matice A je regularni.
14 13 13
>{1:(_1)221:_77 A;l_( 1)321: 57 A;l_( 1)414: 17
X 04 X 23 X 23
12:(—1)3 11|~ 4, A22—(—1)4 11 = -1, A32:(—1)5 0 4 = =8,
01 21 21
Ajg= (Y] o= -1 A =(1°|] 5|=-3 A=D1, |= 2
-7 5 1
1 - 1
Al=—A=——| 4-1-8]|;
A Bl 3 2
1 213 -7 5 1 1 -13 0 0 100
AA‘1:—1—3014 4-1 -8l =— 0-13 0/=010
121 -1 -3 2 0 0 -13 001
0
Priklad 5.5. Vypoctéte nezndmou xo z dané soustavy rovnic
1 + 29 — 323 + x4 =1
2x1 + x9 + 224 =0
LE2—6$3— $4:5
3r1 + w2 + x4 =1.
RESENT
11-3 1 11-3 1
20 0 2 20 0 2 20 2 20 0
05 —6 —1 -23 0 -3 (=3)(-1)* -2 3 -3 -2 3 -1
| Al 31 0 1 31 0 1 31 1 31 -2
x2: = = = = =
|A| 11-3 1 1 1-3 1 2 1 2 0o 1 2
21 0 2 2 1 0 2 (=3)(=1)4 -2 -1 -3 0-1-3
01 -6 -1 -2 -1 0 -3 3 1 1 1 1 1
31 0 1 3 1 0 1




Kapitola 5. Determinant ctvercové matice

Priklady k procviceni:

Cviceni 5.1. Vypociéte inverzni matice k dangm maticim uZitim vety 5.9.

i1 30 3
a) A:[21] by B=| 41 -2
51 4

Cviceni 5.2. Dan€ soustavy linedrnich rovnic reste pomoct Cramerova pravidla, pokud jej miZeme
pouzit.

3z + 4y + bz =5
b) r + 2y +42=0
2r — y — 32 =6

a) 2$1 - 3$2 == 1
—4$1 + 6$2 = -1

Dukaz véty 5.1: Ukézeme, ze determinant mizeme vypocitat rozvojem podle libovolného radku,
pro sloupce je diitkaz obdobny.

Véta plati ziejmé pron = 1,n = 2.

Necht n > 2 a predpokladejme, %e véta plati pro determinanty fddu mensiho nez n. Mame
dokazat, ze véta plati i pro determinanty fddu n, t.j. rozvoj determinantu podle r-tého radku je

roven rozvoji determinantu podle i-tého fadku, je-li napiiklad ¢ < r.

n

rozvoj determinantu podle i-tého fadku Z(—l)i+jaij|Aij| (5.1)
=1
n
rozvoj determinantu podle r-tého radku Z(—l)r+sars|Am| (5.2)
s=1
] § s j

j<s j> s

Obr. 5.1.
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5.4 Vypocet inverzni matice, Tesent soustavy linedrnich rovnic uzitim determinantd

Determinanty |A;;| a |A.s| jsou fddu n — 1, takze je muzeme rozvinout podle libovolného
fadku, tedy rozvineme |A;;| podle fadku r a |A,,| podle fadku 7. Rozvoj (5.1) tak bude roven
soudtu soudini tvaru (—1)%a;ja,sd a rozvoj (5.2) bude roven souétu soudint tvaru (—1)a,sa;;d,
kde d je determinant matice, kterd vznikla z matice A vynechanim radka ¢, r a sloupct 7, s.

Plati (obr. 5.1):

Jellij<s,a=i+j+(r—1)+(s—1)jelij>s,a=i+j+(r—1)+s.
Jellij<s,B=r+s+i+7; jellij>s,b=r+s+i+(j—1).

Ziejmé (—1)® = (—1)#, a tedy rozvoje (5.1) a (5.2) se rovnaji.
Zbyvéa jesté dokdzat, ze rozvoj determinantu podle libovolného fadku je roven rozvoji podle
libovolného sloupce. K tomu postaci dokdzat rovnost rozvoji determinant podle 1. fddku a podle

1. sloupce.
n .
rozvoj determinantu podle 1. fadku:  a11]|Aq1| + Z(—1)1+9a1j|A1j|
j=2

Determinanty |Ay;| pro j > 1 rozvineme podle 1. sloupce:

n

A = (-1 D a4,
i=2

kde d je determinant matice vzniklé z matice A vySkrtnutim radka 1,7 a sloupcu L,j. Rozvoj
determinantu podle 1. ¥addku je tak roven souctu ¢lenu a11|A11| a ¢lent tvaru (—1)1+9+Za1jai1d.
Nyni rozvineme determinant podle 1. sloupce:

n
a1|Anr] + ) (=) ay|Aq|
i=2

a determinanty |A;;| pro ¢ > 1 podle 1. fadku:

n

[An| = (-1 Vayd.

=2

Rozvoj determinantu podle 1. sloupce je opét roven souctu ¢lenu a;1|A1;| a ¢lenid tvaru
(=1)"*a;1a15d, kde d mé stejny vyznam jako v predeslém odstavci.

Jak vidime, oba rozvoje se rovnaji souctu stejnych clenti a tedy jsou totozné. Dtikaz véty je
tak dokoncen. 0
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6. Polynomy a algebraické rovnice

6.1 Polynomy

S polynomy jsme se jiz seznamili na stfedni skole. Tyto elementarni funkce potiebujeme nejen
v matematice, ale také v technickych oborech, kde naptiklad vztahy mezi zkoumanymi veli¢inami
¢asto popisujeme pomoci polynomi. V této kapitole si naSe poznatky o polynomech zopakujeme
a rozsitime.

Definice 6.1. Funkci P s definiénim oborem R, kterd je definovina predpisem
n
P(z) = ap + a1z + agz® + ... + a2z = Zakxk,
k=0

kde ay € R (k =0,...,n), nazyvame readlnym polynomem.

Cisla ag, . . . , a, jsou koeficienty polynomu. Koeficient ay se nazyva absolutni ¢len. Je-li a, # 0,
fekneme, Ze polynom je stupné n. Clen a,z" se nazyva vedouci ¢len polynomu.

Poznamka 6.1. Kazda konstantni funkce s definiénim oborem R je polynom. Polynomem je tudiz
i funkce nulové na R. Tento polynom nazyvame nulovy a budeme jej znacit 0. Plati tedy 0(z) = 0

pro vSechna x € R.

Véta 6.1. Budiz dan redlny polynom P(z) = ayp + a1z + ... + apz™ a necht a, # 0. Potom
polynom P(z) je nutné nenulovy.

DUkAz: Je-li n = 0, potom P(z) = ap # 0, a tudiz P # 0.
Necht n > 1 a predpoklddejme, ze P = 0. Polozme K = |ag| + |a1]| + ... + |ap—1|- ZFejmé

existuje redlné &islo ay takové, ze |zo| > 75 a |zo| > 1. Odtud plati:

|an|[zo] > K, (6.1)
lzolF < |zo/™ ' pro k=0,1,...,n— 1. (6.2)

Jelikoz polynom P je nulovy, znamena to, ze P(zy) = 0, a tudiz
—apry = ap + a1xo + ...+ an,lngl
Ptripomenme si vlastnosti absolutni hodnoty:
|ab] = la| - [b], [a+b| < a| + [b]
pro vSechna a,b € R. Vyuzijeme-1i jesté (6.2), mizeme psat

|anlzo|" = lanzg] < laol + lasllzol + ... + |an—1llzo]" ™" < Klzo|" ™,

to jest |an||zo| < K, coz je ovSem spor s nerovnosti (6.1). Skutecné tedy P # 0. 0
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6.2 Operace s polynomy

Poznamka 6.2. Jestlize vyjadiime nulovy polynom ve tvaru
0(x) =ap+ a1z + ...+ apz",

potom nutné ag = a; = ... = a, = 0. Plati tedy nasledujici véta:
Véta 6.2. Dva nenulové polynomy

P(x):ag+a1x +...4+ axz", a, #0,
Q(z) = by + biz +...4 bpa™, by #0,

se sobé rovnaji pravé tehdy, kdyz m = n a ax = by pro vSechna £k =0,...,n.

Poznamka 6.3. Je ziejmé, Zze nenulova konstantni funkce na R je polynom nultého stupné. Stupen
nulového polynomu neni definovén.

6.2 Operace s polynomy

Pro polynomy muzeme definovat operace s¢itani, od¢itani, nadsobeni a déleni. Ze stiedni skoly
vime, Ze soucet, rozdil i soucin polynomi je opét polynom. Vysledkem déleni polynomu polynomem

vvvvvv

niz budeme moci délit polynomy alespon ¢asteéné a se zbytkem.

Véta 6.3. Ke kazdym dvéma polynomtim P(z) a Q(z), kde Q(z) # 0, miizeme najit polynomy
B(z) a R(x) tak, ze
P(z) = Q(z)B(z) + R(z). (6.3)

Stupen polynomu R(z) je mensi nez stupen polynomu Q(x), nebo R(x) = 0, a polynomy B(z), R(x)
vyhovujici vztahu (6.3) jsou jednoznacéné urceny.

DUkAz: Budiz n stupen polynomu P a m stupen polynomu Q. Je-li n < m, polozime B(z) =0 a

R(z) = P(z). Necht nyni n > m a necht polynomy P(z) a Q(z) jsou usporddany sestupné, to jest

P(x) = apz" + anflxnil +...4+ ag, a, #0,
Q(z) = bpa™ + bp—1z™ ' +...4 by, bm # 0.

Polozme a
P(z) = =2""Q(z) = Pi().
bm,
Polynom P (z) je stupné mensiho nez n. Oznacme jeho vedouci ¢len a,, ™. Pokud je n; > m,
polozime
a
Pi(z) — 2™ ™Q(z) = Py(x).
bm
Polynom Ps(x) je stupné ng, pfi¢emz no < ni. Pokud ne > m, postupujeme déle, az konecné
sestrojime polynom
a
Pyp_1(z) — %xnk”*mQ(ﬂﬁ) = Py(z),

m
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Kapitola 6. Polynomy a algebraické rovnice

jehoz stupen nj je mensi nez m. Plati tedy

P(z) — (Z—nx”_m + %w"l_m +...+ %!En’“‘l_m> Q(z) = Pi(z)

Ozna¢me B(z) = feg" ™ + Frg™ ™ 4 . 4 a"b";lx”k*fm, R(z) = Pg(z). Stupen polynomu
R(z) je mensi nez stupen polynomu Q(z). Existence polynomt B(x) a R(x) je tak dokdzana.
Necht nyni vedle polynomi B(z) a R(x) existuji jiné dva polynomy C(z) a S(x) dané vlastnosti.

Potom

P(z) = Q(z)C(x) + S(z). (6.5)

Q(z)[B(z) - C(z)] = S(z) — R(z) (6.6)
Polynom B(z) — C(z) je nutné nulovy, jinak by polynom na levé strané (6.6) byl stupné vétsiho
nebo rovného stupni polynomu Q(z), zatimco polynom na pravé strané (6.6) je stupné mensiho

nez stupen polynomu Q(z). Je tedy B(z) = C(x) a odtud R(z) = S(z). 0

Poznamka 6.4. Véta davd navod k déleni polynomu polynomem. Polynom B(z) nazyvame
podilem polynomt P(z) a Q(x), polynom R(z) se nazyva zbytek.

Piiklad 6.1. Polynom P(z) = z° + 2z + 32 + z délte polynomem Q(z) = 2% + 2z — 1.
RESENT:

(® + 20" +32° + 1) : (22 + 22 - 1) =23+ + 1
—(x° + 221 — 23)
34322+ = Py(z) (stupen Py(z): stpP, =3 > 2)

—(23 + 222 — 1)
7% + 2z = Pa(x) (stpPr=22>2)
—(2? 4+ 2z — 1)

1=P(z) (stpP3=0<2)
Plati: 2% + 25t + 322 +z = (22 +2z - 1) (z*+z+ 1)+ ,B(z) =2 + 2+ 1, R(z) = 1. O

Dusledek 6.1. Zbytek pii déleni polynomu P(z) linedrnim dvojclenem x — ¢ je roven hodnoté
P(c) polynomu P(x) pro z = c. Plati totiz

P(z)=(z —c¢)B(z) +r.
Zbytek r je 0 nebo polynom stupné 0, to jest nenulovd konstanta.

Pc)=(c—¢)B(c)+r=r.
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6.3 Hornerovo schéma

6.3 Hornerovo schéma

Na zakladé predchoziho vysledku mtzeme pro déleni polynomu linedrnim dvojélenem z — ¢
odvodit jednodussi algoritmus nez dava véta 6.3.

Necht P(z) = anz™ + ap_12™ ' + ... + a2z + @12 + ap a nechf P(z) = (z — ¢)B(z) + r, kde
polynom B(z) je stupné n — 1. Potom

(anz" +an 12" 4. Fagr? tarz+ag) = (2 —c)(bp_12" by oz 2 4. A boz® +byz+by) 41
Porovnanim koeficientti pii stejnych mocninich dostavame

bp—1 = ap,

b2 = ap_1+ Cbnfla

by = as + cbo,
bo =a; + Cbl,
T = ap + cbp.

Uvedenému algoritmu fikdAme Hornerovo schéma. Timto zptsobem obdrzime nejen koeficienty
podilu B(z), ale také hodnotu polynomu P(x) pro z = ¢, coz je pravé zbytek r. V Hornerové
schématu provaddime pouze nasobeni a s¢itdni a vyhneme se tak nepiijemnému umocnovani. Postup
se muzeme jeSté usnadnit pomoci tabulky:

anp Qp—-1 ... A2 a1 Qp
J, Cbn_l e Cbg Cb1 Cbo
C | | bn,1 bn,Q e b1 b[] r = P(C)

Priklad 6.2. Urcete hodnotu polynomu P(z) = 2x* — 523 + 2 — 7 pro z = 3.

RESENT:

nebo jesté jednoduseji 3 | |

OO =
[$N)
[SCI RN

—P03)

6.4 Algebraické rovnice
Na stredni skole jsme také poznali linedrni a kvadratické rovnice, t.j. rovnice typu

ar + b=0,a#0,
ax? +bx +¢c=0,a#0.

Kofeny téchto rovnic mizeme vypocitat pomoci jejich koeficientii algebraickymi operacemi (s¢itani,
od¢itani, nasobeni, déleni, umochovini a odmocnovani). Takto lze jesté ziskat kofeny rovnic
tretiho a ¢tvrtého stupné. AvSak rovnice stupné vysSiho nez 4 nemizeme v obecném pripadé
tesit algebraicky. To znamend, Ze jejich kofeny uz nelze ziskat jako vysledek algebraickych operaci
s jejich koeficienty. V nékterych jednodusSich pfipadech ale miZeme i tyto rovnice resit.

V nasich tivahach vSak nevystacime pouze s redlnymi polynomy. Napiiklad jednoduché rovnice
2?4+ 1 = 0 nema4 reilné kofeny, nybrz imaginarni kofeny i, —i, jak se miizeme piesvédéit zkouskou.
Potom ale za proménnou z polynomu z? + 1 dosazujeme komplexni &isla, takze vlastné pocéitdme
hodnotu funkce komplexni proménné.
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Kapitola 6. Polynomy a algebraické rovnice
Definice 6.2. Funkce P(x), kterd je pro vSechna komplexni ¢isla z definoviana piredpisem
P(z) = ap + a1z + asz® + ...+ apz®,
kde ay € C (k =0,...,n), se nazyva komplexni polynom.
Poznamka 6.5. Snadno se presvédcime, ze vysledky odvozené v predchozich odstavcich pro redlné
polynomy miizeme pouzit i v pripadé polynomt komplexnich.
Definice 6.3. Rovnici P(z) = 0, kde P(x) je polynom stupné n > 1 (obecné komplexni),

nazyvame algebraickou rovnici stupné n. Je-li a, = 1, fikdme, Ze rovnice je v normovaném
tvaru.

Definice 6.4. Cislo a € C nazyvame kofenem algebraické rovnice P(z) = 0 (resp. kofenem ¢&i
nulovym bodem polynomu P(z)), jestlize P(«) = 0. Vyraz © — « nazyvame kofenovym ¢initelem.

Véta 6.4. Zdkladni véta algebry: Kazdy komplexni polynom stupné alespon prvniho ma v
mnoziné komplexnich ¢isel alespon jeden koten.

DUKAZ: Dikaz zakladni véty podal jako prvni K.F. Gauss koncem 18. stoleti. Jeho diikaz stejné
jako i jiné dukazy této véty vyuzivaji vysledki dalsich matematickych disciplin, a proto jej nebu-
deme uvadét. 0

Véta 6.5. Bézoutova: Cislo o) je kofenem algebraické rovnice P(z) = 0 pravé tehdy, kdyz plati
P(z) = (x — a1)B(z). Jinymi slovy polynom P(x) je délitelny kofenovym ¢initelem = — «;.

Diikaz véty se opirad o dlisledek 6.1, na jehoz zakladé mutizeme psat
P(z) = (z — a1)B(x) + P(ay).
Dusledek 6.2. Je-li B(x) stupné alespon prvniho, pak musi mit opét alespoii jeden kofen, ozna¢me

jej aa, takze plati B(x) = (z—a2)C(x), a tedy P(z) = (x—ay)(x—a2)C(z). Budeme-li postupovat
uvedenym zpusobem, dospéjeme k rozkladu polynomu P(z) na soucin n lineadrnich ¢initela

P(z)=an(x —a1)(z — a2) ... (z — ay). (6.7)
Vyjadfeni polynomu P(z) ve tvaru (6.7) je jednoznacné. Pokud by platilo, Ze

P(.’I)) :an(x_ﬁl)(x_ﬁ2)(x_/8n)a (68)
pricemz kofen «; by byl riizny od vSech kofenti §; (j = 1,...,n), pak by na zakladé (6.7) a (6.8)
platilo, ze P(c;) = 0 a zaroven P(«;) # 0. Tedy kazdy kofen «; je roven nékterému z kofent 8 a
naopak.
Poznamka 6.6. Koreny «q, ..., «, nemusi byt vSechny navzdjem ritzné. Bude-li napiiklad k;

kotfent rovno ¢islu «;, budeme rikat, Ze kofen «; je kij-nasobny. Podobné koren as mtze byt
ko-ndsobny atd. Plati tudiz nasledujici véta:
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6.4 Algebraické rovnice

Véta 6.6. Necht polynom P(z) stupné n > 1 ma v mnoziné komplexnich ¢éisel 7 rznych korent
aiy,...,qp, jejichz nasobnost je ki,...,k,. Pak mizeme polynom P(z) vyjadfit jednoznacné ve
tvaru

P(z) = an(z — o))" (2 — ) .. (& — ap)P, (6.9)
pricemz ki1 + ...+ k, = n.

Rikame, Ze jsme polynom P(z) vyjadfili ve tvaru sou¢inu kofenovych ¢initeli.
Disledek 6.3. Kazda algebraicka rovnice stupné n € N ma v mnoziné komplexnich ¢isel pravé n
kotent, jestlize kazdy kofen pocitame tolikrat, kolik je jeho nasobnost.
Véta 6.7. O raciondlnich korenech: Necht algebraickd rovnice
ant” + ap_12" '+ ... taz+ay=0

(n € N) s celoc¢iselnymi koeficienty ma jako kofen racionalni ¢islo %’, kde p, g jsou celd cisla nesou-
délna. Potom absolutni ¢len ag je délitelny Cislem p a koeficient vedouciho ¢lenu a, je délitelny

¢islem gq.
?\" P\ " p
an(—> +an—1(—> +...4+a1=+a=0.
q q q

Vyndasobenim obou stran rovnice ¢islem ¢ obdrzime

DUKAZ: Necht

anp" + an_1p" " tg+ ...+ aipd" ! + apg” = 0.

Odtud
a n
0; = —(ap" ' +.. 4 arg" ), (6.10)
a n
nqp = —(anflpnfl +...+ aoqnfl). (6'11)
Podle predpokladu jsou celd ¢isla p, ¢ nesoudélnd a ay € Z (k = 0,...,n). Na pravé strané rovnosti
(6.10), (6.11) mame vzdy celd ¢isla, a tedy ¢islo p je délitelem ¢&isla ag a ¢islo ¢ je délitelem éisla
Q- O

Disledek 6.4. Ma3a-li normovanda algebraickd rovnice s celociselnymi koeficienty koten o € Z,
potom nutné absolutni ¢len ag je délitelny cislem a.

Véta 6.8. O komplexnich kotenech: Necht koeficienty ar (K = 0,...,n) rovnice P(z) = 0
jsou redlna ¢isla. Potom plati: Je-li komplexni ¢islo & = a + bi k-ndsobnym kotfenem této rovnice,
pak také ¢islo komplexné sdruzené a = a — bi je k-nasobnym korenem této rovnice.

DUKAz: Necht P(a) = 0, mame dokazat, ze také P(a) = 0. Ziejmé P(a) = 0, t.j.
apa™ + a, 10"+ ... +aja+ay = 0.

Jelikoz pro libovolna komplexni é&isla plati o + = @ + 3, aff = @ 3, miizeme pséat

a,a" +a, "1+ .. . +aja+ay =0.
Ale @; = a,,...,a9 = ag, nebot koeficienty jsou ¢isla realnd, a tedy

an@ + ap @ .+ a@+ag = 0.
Ukazeme jesté, ze koifen @ je k-ndsobny, je-li a k-nasobny kofen. Kdyby kotfen @ byl r-nasobny,
kde r < k, mohli bychom psat P(z) = (z — )" (z — @)"Q(z), pfi¢emz ¢islo @ by nebylo kofenem
polynomu Q(x), zatimco « ano. To je v8ak podle toho, co jsme dokazali vySe, nemozné. Podobné
nemuze nastat, ze r > k. O
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Kapitola 6. Polynomy a algebraické rovnice

Dusledek 6.5. Vynéasobime-li (z —a — bi)(x — a + bi) obdrzime kvadraticky mnohoé¢len 22 + pz + g
s realnymi koeficienty p = —2a,q = a? + b?, kde p? — 4¢ < 0, ktery nelze rozlozit na realné
linedrni Cinitele. Bude-li mit polynom P(z) s redlnymi koeficienty redlné kofeny «y, ao, ..., oy
s nadsobnosti ry, ro, ..., r; a komplexné sdruzené koteny aj +b1%, ag = bsi, . . ., a; = bje, jejichz nésob-
nosti jsou s, S2, ..., §;, mUzeme jej vyjadrit ve tvaru soucinu redlnych linedrnich a kvadratickych
nerozlozitelnych mnohodéleni:

P(z) = ap(z — o)™ - (x — o)™ (2% + prz + q1)* - - (2% + px + @)%, (6.12)

priemz ry + ...+ 71 +2(s1 + ...+ 8;) = n.
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7. Algebraické operace a struktury

Definice 7.1. Binarni algebraickd operace o na neprizdné mnoziné A je zobrazeni
o: Ax A>3 (a,b) = aob e A. Mnozina A spolu s operaci o se nazyva grupotid, ktery zapisujeme
(A, o).

Priklady:
(R, +) :R? 5 (a,b) »a+beER
(C, ) C? 5 (,f)—a-eC
(Mu(R), ) : Mp(R) x Mp(R) 5 (A,B) = A-B € M,y(R)

mnozina vsech redlnych n X n matic
Definice 7.2. Grupoid (A, ) je asociativni, jestlize pro libovolné prvky a, b, c € A plati

a-(b-¢c)=(a-b)-c

Priklady:

(R, +) (C,-), (Mn(R), )
(Z ), ©) mnozina vSech zobrazeni mnoziny A do sebe, o je operace skladani zobrazeni.
f:A—= A g: A=A gof: A~ A, xGA:(gof)(x):g(f(x))
(hog)of=ho(gof)
(o g) o f](@) = (ho g)(f(2) = hlg(f(@)]
[ho(go N])@) = hlgo @] = h|g(f(@)]
(N,1), TmNxN>3(a,b)—=a®eN, 21412 =2 (214)12=16>=28,

(N, 1) neni asociativni.

Definice 7.3. Prvek e € A nazyvame neutrdlnim prvkem grupoidu (A, o), jestlize pro kazdé
a € A plati

aoce=eoa=a.

Priklady:

=

+) neutralni prvek 0 (nulovy prvek)
)

C, neutralni prvek 1 (jednotkovy prvek)

N

(
(
(Z(A),0) neutrdlni prvek I4 (identita na mnoziné A)
(Z(R),0) Ir:y=z=
(M
(N,

N

n(R), -) I, jednotkovd matice
) atl=a'"=a,11a=1%= 1, neexistuje neutrdlni prvek

Véta 7.1. Kazdy grupoid mé nejvyse jeden neutralni prvek.
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Kapitola 7. Algebraické operace a struktury
DUKAZ: Necht eq, ez jsou dva neutrdlni prvky grupoidu (A4, o). Potom
e1 = e10ey = eo.
O
Definice 7.4. Necht (A,o) je grupoid s neutradlnim prvkem e. Prvek b € A nazyvame levym
(pravym) inverznim prvkem k prvku a € A, jestlize plati boa = e (a o b = e). Prvek b nazyvame

tnverznim prvkem k prvku a, jestlize

aob=boa=ce.

Priklady:
(Z,+) inverzni prvek k a € Z je —a (¢islo opacné)

. ; . 1 1 [ . . .
(R, -) inverzni prvek k 0 # a € R je a=" =  (¢islo prevrdacené)
(M, (R), -) inverzni prvek k A € M, (R) je A~!

mnozina ¢tvercovych requldrnich matic Tadu n
(Z(.A), o)7 necht g o f = I4: f je pravé inverzni zobrazeni ku ¢

g je levé inverzni zobrazeni k f
g je zobrazeni na mnozinu: a = I4(a) = (g o f)(a) = g(f(a)),
t.j. kazdy prvek a € A m4 sviij vzor g, € A
f je zobrazeni prosté: (a #b= f(a) # f(b)) & (f(a) =f(b)=a= b)
o= 1L40) = (g0 F){a) = g(f(@)) = g(f(B) = (g0 /)(b) = La(b) = b

Zobrazeni f € Z(A) bude mit inverzni zobrazeni ve smyslu definice 7.4, pravé kdyz bude
vzajemné jednoznaéné: go f = fog = 14.

Definice 7.5. Grupoid (A, o) je komutativni, jestlize pro vSechna a, b € A plati

aob=boa.

Priklady:
(R, +), (R, -) jsou komutativni grupoidy

(Mn(R), ), (Z(A), o) nejsou komutativni grupoidy

Definice 7.6. Grupoid (A, o) se nazyva grupa, jestlize plati

(i) asociativni zdkon a o (boc¢) = (aob)oc pro viechna a,b,c € A,

(ii) neutrdlni prvek  existuje e € A tak, Ze a0 e = e o a = a pro vSechna a € A,
1 -1

(iii) inverzni prvek pro kazdé a € A existuje a=! € A takovy, Ze aca ! =a"loa=c.
Priklady: (Z,+), (R \ {0},"), (Mn(R), -) reguldrni matice
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Véta 7.2. Necht (A4, o) je grupa s neutrdlnim prvkem e. Potom plati nasledujici tvrzeni:
a) ke kazdému prvku a € A existuje pravé jeden inverzni prvek a ! € A;

b) necht a,b,c € A, jestlize a o b = a o ¢, pak b = ¢. V grupé lze krdtit;

c) necht a,b € A, pak existuje jediny prvek z € A (y € A) tak, ze aozxz =b (yoa =b).

DUKAZ:

a) Necht existuji dva inverzni prvky b,c: aob=boa =e,a0c = coa = e. Potom
b=boe=bo(aoc)=(boa)oc=eoc=c.

b) Necht aob=aoc, potomato(aob)=a"'o(aoc), tedy

1

(atoa)obo(atoa)oc tj.eob=coc, resp. b=c.

-1

¢) Budizz=a"lob:aoz=a"lo(aob)=(a"'oa)ob=-cob=> UkiZeme, Ze = je jediné:

Necht a 0 1 = b,a 0o x9 = b, potom a o z; = a oxe a podle b) 21 = x,.

O

Definice 7.7. Komutativni téleso (T,+,0,-,1) je mnozina 7 majici alesponi dva rizné prvky,
na niz jsou definovany dvé binarni operace + s neutralnim prvkem 0 a - s neutrdlnim prvkem 1
tak, ze plati

(T1) (T, +,0) je komutativni grupa,
(T2) (T \ {0},-,1) je komutativni grupa,
(T3) pro kazdé a,b,c€ T a-(b+c¢)=a-b+a-c.
Operace + (-) nazyvame s¢itani (ndsobeni), nemusi vSak jit o bézné s¢itani (ndsobeni).

Pf’iklady: (Ra +, Oa " 1)7 ((Ca +, 07 K 1)7 (Qa +, 07 K 1)7 ({07 1}7 +, 07 ) 1)

+ 01 01
0 01 0100
1 10 1 1

Cviceni 7.1.
1. Ukaste, e v grupé (A, o,e) plati (aob) ' =bloa L.
2. Ukazte, Ze v télese plati 1 -0 =0,a-0=0,(—1)-a = —a.

3. Dokazte, Ze v asociativnim grupoidu plati ((aob)oc)od=ao (bo (cod)).
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