Linearni algebra — 9. prednaska: Ortogonalita
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Motivace

JPEG komprese Leny

puvodni bitmapa 1% komprese Fourierovou bézi




Motivace

JPEG komprese Leny

puvodni bitmapa 5% komprese Fourierovou bazi




Motivace

JPEG komprese Leny

puvodni bitmapa 10% komprese Fourierovou bazi




Motivace

JPEG komprese Leny

puvodni bitmapa 15% komprese Fourierovou bazi




Motivace

JPEG komprese Leny

puvodni bitmapa 20% komprese Fourierovou bazi




Motivace

jr+ky)

JPEG: Fourierova L2—-ortogonalni baze fj,(z,y) = o

Re fi1(z,y) Re fia(z,y) Re foi(z, y)

Ortogonalita (v L2 skalarnim souc¢inu) — rychla komprese



Motivace

Lena — ,,prvni dama internetu”

Lena Sjooblom, playmate 1972 Lena Soderberg, 1997




Ortogonalita = kolmost

Pythagorova véta: x,y € R*: xly < |[x]|*+ [ly]* = [|Ix + y|*

Ix+yll’=(x+y) x+y)=x-x+y -y+2x-y= |x|* + [ly|*+2x -y

Vektory x a y jsou ortogonalni (kolmé), pokud
x -y = 0.



Ortogonalita = kolmost

Eukleidovsky skalarni soucin, norma, ortogonalita, ortonormalita
Bilinearni forma (.,.) : R” x R" — R definovana
(x,y)=x"y
se nazyva Eukleidovsky skalarni soucin. Ten indukuje Eukleidovskou normu
x| = /(% %).
Vektory x,y € R"\ {0} jsou ortogonalni (v Eukl. skalarnim soucinu), pokud
(x,y) =0,
a jsou ortonormalni (v Eukl. skalarnim souc¢inu), pokud navic
x| = [lyll = 1.
Uhel mezi vektory x,y € R" zobecnime takto

(X,y)

COsS (v =
[l |



Ortogonalita = kolmost

Priklad: Najdéte x 1 (1,2).
Hleddme x := (21, z5) € R*:
(x1,x2) - (1,2) = 1oy + 229 = 0.
Resenfm je x5 ==t € R, 21 = —2t, tj. vektory na pifmce se smérnici (—2, 1)

x € ((—=2,1)).

Priklad: Najdéte x1(1,2,3).
Hleddme x = (z1, 79, 23) € R:
(21,29, 23) - (1,2,3) = 1oy + 229 + 323 = 0.
Regenfm je x5 :=t € R, 29 := s € R, 17 = —2s — 3t, tj. vektory v roviné

x €{(—=2s —3t,s,t): s,t e R} ={s(—2,1,0) +¢(—=3,0,1): s,t € R} =
(=2,1,0),(=3,0,1)).



Ortogonalita = kolmost

Priklad: Najdéte x: x1(1,2,3) a x1(1,1,1).
Hleddme x := (x1, T2, x3) € R?:

(21,29, 23)(1,2,3) = lo1+2x9+3x3 =0 a (21,22, 23)-(1,1,1) = loy+1last+leg =0,

(23O>r2::‘"2”>(1 2 30) — 3=t €R, zy=—2t ;= —5t.

I 110 0 —1 =210




Ortogonalni systémy

Ortogonalni/ortonormalni systém
Vektory vi,..., v, € R"\ {0} tvoii ortogondlni systém (bazi pro n = m),
pokud
(vi,v;) =0 proi#j.
Pokud navic ||v;|| = 1, pak se jedna o ortonormalni systém (bazi).
Piiklad: Kanonicka baze R? tvoii ortonormalni systém.
Uvazujme kanonickou bazi prostoru R?
E = (e;:=(1,0),ey:=(0,1)).
Pak
(e1,€2) =1-040-1=0=(eg,e1), |lei]l =V12+0>2=1, e =v0>+12=1.



Ortogonalni systémy

Priklad: Kanonicka baze R" tvori ortonormalni systém.

Uvazujme kanonickou bazi prostoru R"
E = (e; :=(1,0,...,0),e5:=(0,1,0,...,0),...,e,:=(0,...,0,1)).
Pak pro libovolné i, j € {1,...,n} plati, ze

||eZH :\/02—|—-~—|—02—|—12—|—02—|—-~—|—02:1,apokudi7éj, pak (ei,ej):ei-ej:O.

Piiklad: Najdéte ortogonalni systém prostoru ((1,1,0),(—1,0,1)).
Vektory uy := (1,1,0), up := (—1,0, 1) tvoif bdzi, ne vSak ortonormalni, nebot
(ug,u) = (1,1,0) - (—1,0,1) = —1.
Ortogonalni bazi vytvorime napft. takto: v := uy a vy 1= uy — avy tak, ze voLvy, tj.

0= (VQ, V1> = (u2 — (Vy, V1>: Ug - Vi — xVy * 'V,

u-vy —1-140-141-0 1 1
— p— == -, — _17071 —l__ 17 170 — _1 271 271 °
@ ViV 11‘|‘11‘|‘OO 2 v ( ) 2< ) ( / / >




Ortogonalni systémy

,,Ortogonalizujte” bazi F = (e; .= (1,1,1),es := (1,—1,1),e3 := (—1,1,1)).

Termin , ortogonalizujte” znamend nalézt ortogonalni bazi F' := (f, f, f3) tak, ze

1. f; € <61>, 2. 1, € <61,82>, 3. f5 € <el,62,63>.

Ad 1. f1 = e1= (1, 1, 1)

Ad 2. f2 = €9 — Cvfli fQJ_f17 tJ
e-f, (1,-1,1)-(1,1,1) 1

atedy fr = (1,-1,1) — (1,1, 1)= (3, —3,3).
Ad 3. fg = €3 — Bfl — ’yfgi ng_fl a ng_fQ, tJ

e3°f1 <_17171) ) (17171) 1
ez - b (_17171> | (%7_%7%) 1
frb-6 (5,33 (G -33) 2



Ortogonalni systémy

Gram—Schmidtav ortogonalizacni/ortonormalizacni algoritmus

Méjme bazi E := (ey, ..., e,) prostoru R". Ortogonalizujme/ortonormalizujme ji.

|
f1 =€, q1 = mfl,

(eiafj> 1 :
, q; = —f;, proi € {2,...,n}.
151 I

i—1
fi = €; — Z aijfj, kde Cvij =
j=1
Vysledkem je ortog. baze F' := (fi,...,f,), resp. ortonorm. baze @ := (qu, ..., qn).

Ptiklad: Ortonormalizujte F = (e; := (1,2),ey := (1,1)).

1 1 1
fi =€ = (17 2)7 qi1 = |<172>”<172> - \/m<172>: E(LQ)J

N T ER

|
e, i) (1,1)-(1,2) 3 3 L
(e2,f1)  (1,1)-(1,2) - f, =ey—anf = (1,1) — 5(1,2) = 5(2, —1),

(2, —1)= ——(2, —1).

S



Ortogonalni transformace

Ortogonalni matice
Ctvercovd matice Q € R™*", kterd spliluje

QT ) Q — I? A tedy Q_l — QT7

se nazyva ortogonalni. Jeji sloupce tvori ortonormalni systém.

Priklad: Ovérte, ze matice Q := (q1,q2) z predchoziho piikladu je orto-

gonalni.
I /1 2 L /1 2 L /50
T. [ — ¢ — p—— p—
A ﬁ<2—1) 5(2—1> 5(%) '



Ortogonalni transformace

Soustavy s ortogonalni matici

Soustava s ortogonalni matici Q € R™*" a pravou stranu b € R" je snadno Tesitelna

Q- x=b «<— x=Q' b

Ptiklad: Vypoctéte souradnice v := (1,1) v ortonormalni bazi @) =
(a1, G2), kde qi = 5=(1,2), qz := 5=(2, —1).

I 2

2 —1

. 3 1
a=Ql v, tjia=q-v=—, ar=qy V= —.

V5 V5

Hleddme o := (a1, ) € R*:

a1 +aqp=v < Q-a=v, kde Q =

Sil-

je ortogonalni matice. ReSenim je

Fourierova (JPEG) béze je ortonormalni = rychly vypocet souradnic (komprese).



Ortogonalni transformace

Ortogonalni transformace zachovava velikosti vektoru i tihly
Uvazujme linearni zobrazeni s ortogonalni matici Q € R"*". Pro lib. x,y € R" plati:

e normy (velikosti) vektoru jsou zachovany

Qx| = vxT-QT-Q-x=VxT - x=|x],

e hodnota skalarniho soucinu vektoru je zachovana
<Q°X7Q°Y):XT'QT°Q°y: (XJY>'
(x,y)

Pripomenme, ze thel a mezi vektory x,y jsme definovali pomoci cos a = YT tedy

ortogonalni transformace zachovava uhly mezi vektory.

Disledek: ,,Ortogonalni transformace = rotace + zrcadleni”

Kazdou ortogonalni matici lze rozlozit na konecny soucin

Q=Q, Qi

kde jednotlivé faktory jsou bud matice rovinné rotace, nebo matice zrcadleni.



Ortogonalni transformace

Priklad: Matice rovinné rotace je ortogonalni.

1.8

1.6

14}

1.2

08l 1 coS(x Sin «
y =Q -x:= . - X
0.6} - —Sin @ COS
04
0.2F
0_
-0.2

QTQ— COS Qv — Sl Qv cosa sina) cos’ o + sin” o 0 1
SIN Qv COS QY —sIn @ COS 0 sin® o + cos® a '



Ortogonalni transformace

Piiklad: Matice zrcadleni podle piimky (roviny) je ortogonalni.

2

1.8

16

14}

1.2}

1_

T
y =Q -x:= (I—Qn n>~X,

[

kde n je normala k ptimce (roving).

0.8

0.6

0.4

0.2F

0

0 0.5 1 1.5 2 n

. T r . T . T . T. . T
QT-Q:(I—QH n) -(I—Qn n>21_4n n _|_4n (n" -n)n 1

[ [ [ n][*




Ortogonalni transformace

,,Jixploze” zaokrouhlovaci chyby v Gaussové eliminaci

Proved me Gaussovu eliminaci (LU rozklad) na ndsledujici matici

0
0
1
1
1

(1—10 0 010000 /1—10 0 0
-1 2 —1 0 001000 01 —1 0 0
(A|T) := 0 —1 2 —1000100 00 1 —1 0
0 0 —1 2 1]100010 o0 0 1 —1
\O 0 0 -1 OOOOI) \O 0O 0 0 1
Nyn{ zavedme chybu 0.1 do prvku A;;. Chyba se pii eliminaci takto zvétsuje:
(11 -10 0010000\ (1.1—1 0 0 0
—1 2 —1 0 001000 0 1.2 —1.1 0 0
0 -1 2 —=10/00100 | — 0 1.3 —1.2 0
0 0 —1 2 100010 0 0 14 —1.3
\O 0 0 —1 00001) \O 0 0 1.5




Ortogonalni transformace

Householderuv eliminac¢ni krok

Pro vektor (¢ast pivotovaného sloupce) v € R hledame matici zrcadleni Qy tak, ze

v v — [|v]] .
Qy-v= O = napr. ny = " , Qvi=1I- v v,
: : HnVH2
0 Un,

Stabilni Gauss—Householderova eliminace

Misto Gaussovych elimina¢nich kroku, které (bez permutaci) vedou na dolni
trojuhelnikovou matici, provadime Householderovy zrcadleni

2 —1 0 224 —1.79 0.45 224 —1.79 0.45
1 2 —1 | 0 —1.310.89 @ .| 0 167 —1091
0 —1 2 /) v=@L0t \ o 1 o [ v=C13-DT A g o 107

Ve /




Ortogonalni transformace

Zaokrouhlovaci chyba v Gauss—Householderoveé eliminaci ,,neexploduje”.

Proved me Gauss-Householderovu eliminaci (QU rozklad) na ndsledujici matici

(1 =10 0 0\ (141 =212 0.7 0 0 \
12 =10 0 0 122 —204 082 0
A=|o0-12 -10l=]0 0 115 —202 087
00 -1 21 0 0 0 112 —201
\0 0 0 -12/ \No 0o 0 0 045/

Nyni zavedme chybu 0.1 do prvku A;;. Chyba se pii eliminaci nezvétsuje:

(1.1 -1 0 0 0\ (1.49 —-2.09 0.67 0 0
12 -1 00 0 120 —2.02 078 0

0 -1 2 —10[—=] 0 0 121 —200 083
000 -1 2 1 0 0 0 117 —2.00
\0 0 0 -12/ \o o 0o 0 0556/




