Linearni algebra — 8. prednaska: Kvadratické formy
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Motivace: Kvadratické formy popisuji potencialni energii

Rozlozeni hustoty naboju

Méjme elektrodu nabitou jednotkovym nébojem. Hledame (po trojihelnicich kon-
stantni) hustotu povrchového nédboje q € R”, ktera minimalizuje potencialni energii

1
., Obsah A"’

min {E(q) =ql - A- q} vzhledem k Z g =
i=1

kde (A);; == 1/(4meo) [}, ij m dV (x;) dV (x;) vychazi z Coulombovské sily mezi
nabitymi trojihelniky 7; a T;. A je symetrickd matice.




Motivace: Kvadratické formy popisuji potencialni energii

Rozlozeni proudové hustoty ve vodici

Méjme vodi¢ protékany jednotkovym proudem. Hledame (po trojithelnicich konstantni)
proudovou hustotu j € R", ktera minimalizuje potencialni energii
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kde (A);r = po/(4m) [, ka m dV (xy) dV (x;) vychazi z Lorentzovy magnetické
sily mezi proudovodici s trojuhelnikovymi profily 7; a 1. A je symetricka matice.
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Linearni zobrazeni

Princip superpozice

2Aw)
Alv) +Awy) |
Alv)
Alv)
v =1 Vg = 2 V1 + V9 2U9

Linearni zobrazeni
Méjme vektorové prostory V, U. Zobrazeni A : )V — U je linearni, pokud

1.Vv,vo € Vi A(vy+va) = A(vy) + A(va),
2.Va e RVveV: Alav) = aA(v).



Linearni zobrazeni — matice

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R” — R"™ je linearni

Ax) = A -x.
Matice linearniho zobrazeni
Méjme linearni zobrazeni A : V — U, bazi E := (eq,...,e,) prostoru V a béazi F' =
(fy,...,f,) prostoru Y. Vezméme v € V a jeho souradnice [v|g = (a1, ..., q,) € R”

v bazi F, tj.
V =q1€e1 + -+ a,e,.

Vyjadreme obraz A(v) € U v bazi F

[A(V)]F = [A(oqel -+ e+ Oénen)]p — [041A<el) + -+ OénA<en>]F
= (Alel)]r, ..., [Alen)]r) - [V]E,

~
::AE,F

kde Ap p € R™" je matice linearniho zobrazeni vzhledem k bazim F a F.



Linearni formy

Definice

Méjme vektorové prostory V a U. Linearni zobrazeni A : ¥V — U je linearni forma,
pokud U = R.

Priklad: A(x):=a-x = a121 + as2 je linedrni forma na R>.




Linearni formy = aritmetické vektory

Kazdy aritmeticky vektor lze chapat jako linearni formu.

Méjme vektor a € R", pak nasledujici zobrazeni A : R” — R je linearni

n

Ax) =a-x = Z ;.

1=1

Vektor linearni formy
Méjme linearni formu A : V — R a bazi £ := (ey,...,e,) prostoru V. Vezméme
v € V a jeho soutadnice [v]g = (aq,...,a,) € R" v bazi E, tj.
V = Q1€e1 + -+ Qp€y,.
Vyjadreme obraz A(v) € R

Av)=Alaie; + -+ age,) = aqAley) + - - - + a,Aley)
= (Ale1),..., Ale,)) [vlg,

~~

::aE

kde ap € R" je vektor linearni formy vzhledem k bazi E.



Bilinearni formy

Definice

Méjme vektorovy prostor V. Zobrazeni B : V X )V — R je bilinearni forma, pokud
pro libovolné a € V

1. By(v) := B(v,a) je linearni forma na V a

2. Bo(v) := B(a, V) je linearni forma na V.

Priklad: B(z,y) := xy je bilinearni forma na R.




Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Kazdou ¢tvercovou matici lze chapat jako bilinearni formu.

Méjme matici B € R™*", pak nasledujici zobrazeni B : R" x R" — R je bilin. forma

B(U,V> = uT -B-v= yjuz :(B)U Uy .
1=1 J=1

Matice bilinearni formy

Méjme bilinedarni formu B : VxV — Rabazi E := (eq, ..., e,) prostoru V. Vezméme
u, v € V a jejich souradnice [ulp = (aq,...,a,) € R" [v]lp = (61, ..., 08,) € R", tj.

u=qqie; + -+ ape,, V:61e1+---+5nen.

B(u,v) = B(aje; + -+ + aye,, V) L a1 B(ey,v)+ -+ «a,B(e,, V)
B(el,el) B(el,en)

=Y oy fBleie))=[ulp: S Ve
i=1 =1 B(e,,e1) ... B(e,, e,)

A\ . 7

kde B € R"" je matice bilinearni formy vzhledem k bazi E.



Kvadratické formy

Definice

Meéjme vektorovy prostor V a bilineearni formu B : VXV — R. Zobrazeni () : V — R
je kvadraticka forma, pokud

Q(z) = 2’ Q(z) = —a’ Q) =0
O B B
3. S S




Kvadratické formy

Piiklady kvadratickych forem na R?
Q(x) = (21)% + (2)° Q(x) = (1)’

Q)
~
Qx)
N

Priklad: Q(x) :=x! - Q- x, kde Q € R"*" je kvadraticka forma,
nebot Q(x) = B(x,x), kde B(x,y) := x! - Q - y je bilinedrn{ forma.

Jsou kvadratické formy libovolné ¢tvercové matice?



Kvadratické formy = symetrické matice

Antisymetricka bilinearni forma dava nulovou kvadratickou formu.

Méjme vektorovy prostor V a antisymetrickou bilinearnf formu B : V x V — R, pak
Vv eV : Bi(v,v)=—Bv,v),

a ted
' BA(v,v) = 0.

Matice kvadratické formy je vzdy symetricka.

Méjme bilinearni formu B : )V x V — R, pak prislusna kvadraticka forma je urcena
pouze symetrickou ¢asti

Q(v) = B(v,v) = B>(v,v) + BA(:\;,V> = B(v,v).

Méjme déle bazi E := (eq,...,e,) prostoru V a vektor v € V, pak
Q(v) =g -Bg-[vlg = Vg - (By +Bg) - [Vl =

= Ve By Ve + [V - Bg - Vs

—Qp -0




Kvadratické formy = symetrické matice

Matice kvadratické formy

Méjme bilinearni formu B : V x V — R, k ni prislusejici kvadratickou formu Q(v) :
B(v,v) = B5(v,v)abdzi E = (ey,...,e,) prostoru V. Pak pro kazdy v € V plati:

1
Q(v)=NL Qp-[v]lp, kde Qp:=B} = 5 (BE + Bg)
je matice kvadratické formy v bazi FE.

Priklad: Najdéte matici kvadratické formy Q(x) := (21)? — x122 — 2(29)*
na R? v kanonické bazi.
Prislusna bilinedrni forma je napi. B(x,y) :=
kanonické bazi E := ((1,0), (0,1)) je

1 —1
- (0 )
a matice kvadratické formy tedy je

1 T 1 =t 1 1
ar-mem- (5 ) ()

T1Y1 — T1Yo — 2T9Y9, jeji matice v



Kvadratické formy = symetrické matice

Priklad: Najdéte matici kvadratické formy Q(x) := (21)* — 123 — (29)* +
ro73 + (73)* na R’ v kanonické bézi.

Prislusna bilinearni forma je napt. B(X,y) := z1y1 — T1Y3 — Toy2 + Toy3 + T3Yys3, jejl
matice v kanonické bazi E = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) je

1 0 —1
Bg=|0 -1 1
0 0
a matice kvadratické formy tedy je
1 0+0 —1+40 1 0 1
1 2 2 2
Qe =5 B+ B - (% 1 2 )= [0 1
2 0=1 01 4 L1
2 2 2 2



Kvadratické formy = symetrické matice

Priklad: Najdéte matici kvadratické formy Q(p fo > dx na P,
v kanonické bazi F = (1,z).

Prislusna bilinearni forma je napt. B(p(x),q(x)) = fol p(x)q(x) dx. Napocitejme si

jeji matici v kanonické bazi E = (1, x):

1 1
B(l,l):/ 1-1dx =1, B(l,:z:):/ l-xdr =
0 | 0
B(w,l):/ x-ldxzi, B(x,x):/ r-xdr =
0 0

BEZG )ZQE,
>

coz je zaroven i matice kvadratické formy:.

Wl — DN~

Y

a tedy

O DO | —



Klasifikace kvadratickych forem

Kladné, zaporné, neurcité formy

Q(x) = (z1)" + (22)°

Q)
-~

pozitivné definitni negativné definitni indefinitni

Vx #£0:Q(x) >0 Vx #0:Q(x) <0 Ix : Q(x) > 0,
Jy - Qy) <0



Klasifikace kvadratickych forem

Nezaporné, nekladné formy

Q(x) == (z1)”

Q)

pozitivné semidefinitni negativné semidefinitni

vx : Q(x) > 0, vx : Q(x) <0,
Jy #0:Q(y) =0 Jy #0:Q(y) =0



Klasifikace kvadratickych forem

Detfinice
Méjme vekt. prostor V. Rekneme, 7e kvadraticka forma @ : V — R je

e pozitivné definitni, pokud

Vv e V\{0}: Q(v) >0,
e negativné definitni, pokud

Vv eV \{0}: Q(v) <0,
e indefinitni, pokud

veV:QWV)>0 a IweV:Q(w) <0
e pozitivné semidefinitni, pokud
VweV:Qv)>0 a IweV\{0}:Qw)=0,

e negativné semidefinitni, pokud

VWweV:Qv)<0 a IweV\{0}: Qw)=0.



Klasifikace kvadratickych forem

Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Méjme vektorovy prostor V o dimenzi n, bazi E prostoru V a kvadratickou formu
Q:V — R. Prov €V oznaétme a := [v|p € R", pak plati

~

Qv)=a' - Qp-a=: Q)
a klasifikace kvadraticke formy @ : V — R je shodna s klasifikaci kvadratické formy
@, tedy s klasifikaci matice Qg. Rekneme, ze symetricka matice Qg je
e pozitivné (negativné) definitni, pokud
>

vaeR”\{O}:aT.QE.a(<>

0,

e indefinitni, pokud
JaeR":a’ Qp-a>0 a I8eR": 8. Qp-B <0,

e pozitivné (negativné) semidefinitni, pokud

0 a 3BeR"\{0}:8" - Qr-B=0.

>
VaeR":al - Qp -« ;

(<)



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Klasifikace diagonalnich matic

Ma-li kvadraticka forma v néjaké bazi E diagonalni matici, tj.

dy 0 ... 0
Qp =D = O d:22 O |
00 ... dn
pak pro libovolny v € V, resp. pro jeho soutadnice [v]gp =: (a, ..., a;,) € R” plati

n

Q(v)=[v]p-D-[v]p = Z dii(v;)’

a znaménko (V) je urcéeno znaménky diagonalnich prvku. I :={1,2,...,n}. D je
e pozitivné (negativneé) definitni, pokud Vi € I d@-i(i)(),
o indefinitni, pokud Jdi,7 € I d;; > 0.d;; < 0,
e pozitivné (negativné) semidefinitni, pokud Vi € I : diié)() adjel: dj;=0,



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Piiklady: Klasifikujte nasledujici diagonalni matice (kvadrat. forem)

a)

0 O

D=10 -1 0
0 0 [0

je indefinitn{ (neurcitd), nebot dj; =1 > 0a dyp = —1 < 0.
b)

-2 0 0

D = 0 |—1] 0
0 0 |0

je negativne semidefinitni (nekladnd), nebot dyq, dog < 0, ale dz3 = 0.

210 0
D=10110
0 0 |3

je pozitivné definitni (kladnd), nebot dq1, dgo, d3z > 0.



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Kongruentni matice

Meéjme vektorovy prostor V a jeho baze F = (ey,...,e,) a F = (fi,.... f,).
Uvazujme identické zobrazeni I : V — V a jeho matici vzhledem k bazim F a F
oznacme T := Ig p. Ta realizuje prechod mezi bazemi

VwweV: [vlp=T-|v]g
Méjme dale kvadratickou formu () : V — R. Matice Qg a Qp jsou kongruentni:

QW) =MF-Qr-Vr= (T [V]e) - Qe (T-[v]p) = [V]p- (T"-Qr - T) - Ve

~Qy

Klasifikace ostatnich symetrickych matic — kongruenci na diagonalni

Méjme kvadratickou formu @ : V — R. Hledame bazi E prostoru V tak, aby v ni byla
matice kvadratické formy diagonalni, tj.

Q(v) = [V]L - Qg - [V]g, kde Qg je diagondlni matice.



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Algoritmus: Gaussova eliminace + kongruentni transformace

1. Zacneme s matici kvadratické formy Qp v libovolné bazi F' a provedeme Gaussovu
eliminaci bez zameény radku

(QF‘D Gauss bez zamén fédkfl> (U‘TT) o TT . QF _ U,
kde U je horni trojihelnikova a T? doln{ trojihelnikova.

2. Nasledujici kongruentni transformace nam da diagonéfni matici
D=Qp:=T'.Qp-T=U-T.

Oba kroky lze sjednotit. Rozepisme Gaussovu eliminaci T! = T,,--- Ty - T, pak

Qe =T, T2-£T1-QF-TfZ-T2T .. TL.

n

~~

kongruence 1
A\ - _J/

Vv
kongruence 2

VO
kongruence n



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

Priklad: Klasifikujte (; _21>

1] 2110 > I 2 10::(U|E),
2 =110 1 ) ro=ry—2ry \ 0 =0 =21

Cerwr o (12 (1 -2\ (1 o
D'_UL_(O—5> (01)‘(0 —5])"

a jelikoz dy; > 0, doyy < 0, matice je indefinitni.

Ad 1.

Ad 2.

Oba kroky lze sjednotit takto:

2 \ 2 \ 0
2 _]. rQ::I‘Q—QI‘l/ O _5 822282—281/ O _5 .

N

kongruence 1




Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

4 21
Priklad: Klasifikujte | 2 3 0
102
4] 2 1 - 2 1 - 4 0 0
230 =—2% (0 4 —1) =% (08 ~4|] ——
1092 ra:=4r3—ry 0 —9 7 s3:=4s3—s1 0 _ 4 29 ra:=2r3+4r9
kongr?lrencel
4 0 0 0 O
—— |08 4| ——— [0 [8 0 |,
TN 0 52 ) FTTTR O\ 0 0 [104

kongruence 2

a jelikoz dq1, doo, d33 > 0, matice je pozitivné definitni.



Klasifikace kvadratickych forem = klasifikace symetrickych matic

021
Priklad: Klasifikujte | 2 3 0
102
0] 2 1 11 —1
2 3 () r1::—r1—|—r2 (2 0 :—sl—|—32> 1 30 1“2::r2+r1>
1092 vyroba pivota 10 9 10 2 r3:=r3—ri
h kongruencel .
-1 1 -1 —1 0 0

ro:=ro+r S9:=S9+S r3:=4ra+r
r3:=rs—rj O _1 3 S3:=S3—S81 O _1 3

b kongrarenceZ g
—1 0 0 —1] 0 0

— s | 0 —1 — s | 0 0 |,
r3:=4rs+r; 0 0 11 s3:=4s3+sq 0 0 [14

A\ . 7
Ve

kongruence 3

a jelikoz di; < 0 a dyo > 0, matice je indefinitni.



Gaussova eliminace pro symetrické matice

Choleského (LDL') rozklad

Uvazujme soustavu se symetrickou matici

A -x=Db.
Po kongruentnich transformacich dostavame ekvivalentni soustavu s diagonalni matici
D=T"-A-T:
=17 =T
i[‘n“'TQ'TI'A{IHT'TQT'“T?:'X:'\I‘n'“Tz°T1°13-

e \/
=U =X =:C

Odtud vidime, ze TeSeni soustavy lze provést v nasledujicich krocich:

1 (A‘b‘I) Gauss bez zdmeén fédkﬁ> (U‘C‘TT>7 D=U.T

2D - y=c~Yy,
3. x:=T-y.



Gaussova eliminace pro symetrické matice

Piiklad: Reste soustavu Choleského (LDL") rozkladem.

2 11 2 |1 0 |1
? ? , y1=1, 4o =0,
2 —1|2 ro:=ro—2r] 0 =50 S9:=89—281 0 |—5/0

1 0 1 =2
TT:(_Q 1>, T:(O 1>, 1= 1y1 — 2ys= 1,29 = 1= 0.




Gaussova eliminace pro symetrické matice

Piiklad: Reste soustavu Choleského (LDL") rozkladem.

1 -1 11\ 1 —1 1)1 10 01
12 02 | 22T 00 1 13 | L0113, =1,
1 0 1/3) #7701 0/2) @ st 0102
10 01 10 0 10 0]1 .
0113 ] —— (0[] 1 —— (o o |3 |, "7
01 0/2) ™™™ \ogo —1]|- s\ g oo [=1]—1 ) BT
1 0 0 1 00 11 —1 10 0
™ =10 1 0 1 10], T=|010|-]l01 -1
0 —11 101 00 1 00 1
1=y =1 $1—f1—|—f2—f3:2,
Ty = 1Yo — Y3 = 2, Ty 1= Tg= 2



