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Motivace: Bilinearni forma ma blizko ke kvadratické

Kvadratické formy popisuji potencialni energie systému

Méjme elektrodu nabitou jednotkovym nébojem. Hledame (po trojihelnicich kon-
stantni) hustotu povrchového nédboje q € R”, ktera minimalizuje potencialni energii

min {E(q) =ql - A- q} vzhledem k Z q; = 1/,,Obsah A",

1=1

kde (A); i & —— vychazi z Coulombovské sily mezi ndboji umisténymi v x;, X;.
A | v




Determinanty jsou multi-linearni formy

Determinant prvniho fadu je linearni zobrazeni (forma) na R

A R—=R, Azx):=det(x)==x

Determinant druhého ¥adu je bilinearni forma na R?

AR5 R, Aq(x) := det (X> = det (xl $2) = X1Q9 — Tol] = ( 42 ) L X,

a aip as —aq
T2 _ a) _ ar Gz _ _ _ (2.
Ay R —= R, Ay(x) :=det <X> det (35‘1 @) A1T9 — A9 ( 0 ) X.
Determinant tfetiho fadu je trilinedarni forma na R’
X X1 o I3 agbg — b3a1
Al : RS — R, A1<X> —=det | a — det a; as dAas = e = Cbgbl — bgCLl X, ...

b bl bQ bg Cblbg — bl&g



Linearni zobrazeni

Princip superpozice

2Aw)
Alv) +Awy) |
Alv)
Alv)
v =1 Vg = 2 V1 + V9 2U9

Linearni zobrazeni
Méjme vektorové prostory V, U. Zobrazeni A : )V — U je linearni, pokud

1.Vv,vo € Vi A(vy+va) = A(vy) + A(va),
2.Va e RVveV: Alav) = aA(v).



Linearni zobrazeni — matice

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R” — R"™ je linearni

Ax) = A -x.
Matice linearniho zobrazeni
Méjme linearni zobrazeni A : V — U, bazi E := (eq,...,e,) prostoru V a béazi F' =
(fy,...,f,) prostoru Y. Vezméme v € V a jeho souradnice [v|g = (a1, ..., q,) € R”

v bazi F, tj.
V =q1€e1 + -+ a,e,.

Vyjadreme obraz A(v) € U v bazi F

[A(V)]F = [A(oqel -+ e+ Oénen)]p — [041A<el) + -+ OénA<en>]F
= (Alel)]r, ..., [Alen)]r) - [V]E,

~
::AE,F

kde Ap p € R™" je matice linearniho zobrazeni vzhledem k bazim F a F.



Linearni formy

Definice

Méjme vektorové prostory V a U. Linearni zobrazeni A : ¥V — U je linearni forma,
pokud U = R.

Priklad: A(x):=a-x = a121 + as2 je linedrni forma na R>.

Kazdy aritmeticky vektor lze chapat jako linearni formu.



Linearni formy = aritmetické vektory

Kazdy aritmeticky vektor lze chapat jako linearni formu.

Méjme vektor a € R", pak nasledujici zobrazeni A : R” — R je linearni

n

Ax) =a-x = Z ;.

1=1

Vektor linearni formy
Méjme linearni formu A : V — R a bazi £ := (ey,...,e,) prostoru V. Vezméme
v € V a jeho soutadnice [v]g = (aq,...,a,) € R" v bazi E, tj.
V = Q1€e1 + -+ Qp€y,.
Vyjadreme obraz A(v) € R

Av)=Alaie; + -+ age,) = aqAley) + - - - + a,Aley)
= (Ale1),..., Ale,)) [vlg,

~~

::aE

kde ap € R" je vektor linearni formy vzhledem k bazi E.



Bilinearni formy

Definice

Méjme vektorovy prostor V. Zobrazeni B : V X )V — R je bilinearni forma, pokud
pro libovolné a € V

1. By(v) := B(v,a) je linearni forma na V a

2. Bo(v) := B(a, V) je linearni forma na V.

Priklad: B(z,y) := xy je bilinearni forma na R.




Bilinearni formy

Priklad: Skaldrni soucin B(u,Vv) := u v + usvo je bilinedrni forma na R®.
Vezmeéme libovolné a := (aq, as) € R?.
Ad 1. Bi(u) := B(u,a) = uja; + usas = (a1, a) - u je linearnf forma na R? a

Ad 2. By(v) := B(a,v) = ajv; + asvs = (a1, as) - v je také linearni forma na R,

Ptiklad: B(u,v) :=u’ -B-v, kde B € R"*", je bilinearni forma na R".
Vezméme libovolné a € R".

Ad 1. Bi(u) .= B(u,a) =u! -B-a = (uT-B-a)T = (a’ -B') -u=b-u, kde
b € R", je linearni forma na R" a

Ad 2. By(v) .= Bla,v) =a’ -B-v = (a’ -B)-v =:c-v, kde ¢ € R", je linedrni
forma na R".

Kazdou ¢tvercovou matici lze chapat jako bilinearni formu.



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Kazdou ¢tvercovou matici lze chapat jako bilinearni formu.

Méjme matici B € R™*", pak nasledujici zobrazeni B : R" x R" — R je bilin. forma

B(U,V> = uT -B-v= yjuz :(B)U Uy .
1=1 J=1

Matice bilinearni formy

Méjme bilinedarni formu B : VxV — Rabazi E := (eq, ..., e,) prostoru V. Vezméme
u, v € V a jejich souradnice [ulp = (aq,...,a,) € R" [v]lp = (61, ..., 08,) € R", tj.

u=qqie; + -+ ape,, V:61e1+---+5nen.

B(u,v) = B(aje; + -+ + aye,, V) L a1 B(ey,v)+ -+ «a,B(e,, V)
B(el,el) B(el,en)

=Y oy fBleie))=[ulp: S Ve
i=1 =1 B(e,,e1) ... B(e,, e,)

A\ . 7

kde B € R"" je matice bilinearni formy vzhledem k bazi E.



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Priklad: Vypoctéte matici B(u,v) := u-v na R"” v kanonické bazi.

I, 1=

. . > BE:I
0, 1#]

B(Gi,e]‘) =€ - ej = {

Priklad: Vypoctéte matici B(u,Vv) := 2uiv; — uivs +uovy na R* v kan. bazi.

Bley,e)) = B((1,0),(1,0))=2-1-1—1-04+0-0=2,
Bley,es) = B((1,0),(0,1)=2-1-0—1-14+0-1=—1, 2 1
Bles,e)) = B((0,1),(1,0))=2-0-1—0-0+1-0=0, BE:(@ 1)
Bles,es) = B((0,1),(0,1) =2-0-0—0-1+1-1=1.

To neni prekvapeni:

201—1 2 —1
B(u,v) = 2uyv1—luqgvg + Ougvy + lugvy = (ug, usg) - (();114_ 1?;22> —u’ - ( ) V.



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Ptiklad: Vypoctéte matici B(u, v) := ujv; — 2uqv9 + 3ugvs + usv3 — uzv + 3usvs
na R? v kan. bazi.

B(u,v) = luyvy — 2uqvs + Ouqvs + Qugvy + 3ugvs + usvz — lugvy + 3ugvs + Ougvs =
= ul(lvl — 2?}2 + OUg) + UQ(O?Jl + 31}2 + 11}3) + U3(—1U1 + 31}2 + OUg) =
1 =20 (]

— (ul, Uo, U3> . 0 3 1 . ()
—1 3 0 U3
— B,

Piiklad: Vypoctéte matici B(p,q) :=p(0)¢(1) na P; v bazi F = (1, x).

g By
Bles(n) ex(x)) = Bz, 1) = o 1|,y =0-1=0 — BE= ( )
B(es(x),es(x)) = B(x,2) = &|peg - @321 =0-1=0

B(l+z,1—z) = [1+z
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Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Piiklad: Vypoététe matici B(p,q fo r)dr na P; v kan. bazi.
Blei(z),e1(x)) = B0z + 1,0z +1) = [ 1-1de =[z]2)=1-0=1,
—xz T.=
B(ei(x),es(x)) = B(0x + 1,1z 4+0) = fo l-zdr = 7 - = % — 0= %,
Bles(x),e1(z)) = Blz 40,0z +1) = [} z-1dzx = |& ;:o —1_p=1
r .z=1
Bles(x), ex(r)) = B(lw + 0,1z +0) = [\ 2 -z de = [;}O =l =1

., Zkouska” :

B<1+3371—513>:[1+CE]%-BE-[1—;U]E:<1’1), ( 1 1/2).



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Klasifikace
B :V xV — R je symetricka bilinearni forma, pokud

Vu,v € V: B(u,v)= B(v,u).
Symetricka bilinearni forma ma v kazdé bazi symetrickou matici, tj.
B, =B_.
B :YV xV — R je antisymetricka bilinearni forma, pokud
Vu,veV: B(u,v)=—B(v,u).
Antisymetricka bilinearni forma ma v kazdé bazi antisymetrickou matici, tj.

By = —B1.



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Rozklad

Kazdé bilin. forma B : V x V — R lze rozlozit na symetrickou ¢ast B> : YV x ¥V — R
a antisymetrickou ¢dst B : YV x YV — R

B(u,v) = é (B(u,v) + B(v, u)z—l—

= B5(u,v) =:B%(u,v)

(B(u,v) — B(v,u)).

7

o | —

Analogicky 1ze kazdou ¢tvercovou matici (bilin. formy v bazi ) By € R"*" rozlozit
na symetrickou B}, € R™ " a antisymetrickou ¢dst B4 € R™"

1 1
By =5 (B +Bp) +5 (B —Bp).

\ - 7 \ - 7

_ RS _ hA
—BS, —:B4



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Priklad: Zapiste matici B(u,Vv) := 3ujv; — ugv3 + usv; + uzvs na R® v kan.
bazi a rozlozte ji na symetrickou a antisymetrickou cast.

B(u,v) = 3ujv; + 0ugvg + Ouqvs + Ougvy + Ougve — lugvs + lusvy + lugvg + Ousvs =
30 0 V1

= (ul,ug,ug) . 00 —1 (%)
11 0 (O8]
%,
(300 301 3 0 YH 3 01/2
B%:§ 00—-1)+100 1]]={0 0 -+]=|00 0|,
110 0 —10 o 1/20 0
30 0 3 01/2 0 0 —1/2
By=Bp-By=(00-1|-[ 000 ]|=[00 -1
110 1/20 0 1/21 0



Bilinearni formy = ¢tvercové matice

Kongruentni matice

Meéjme vektorovy prostor V a jeho baze F = (ey,...,e,) a F = (fi,.... f,).
Uvazujme identické zobrazeni I : V — V a jeho matici vzhledem k bazim F a F
oznacme T := Ig p. Ta realizuje prechod mezi bazemi

VwweV: [vlp=T-|v]g

Méjme dale bilinearni formu B : )V x V — R. Pak jeji matice By a By se nazyvaji
kongruentni a splnuji
By=T! -By-T,

nebot

B(u,v) =[]} Bp-[vlp= (T -[up) Bp- (T [v]p) =




Determinanty jsou antisymetrické multi-linearni formy

Determinant prvniho fadu je linearni zobrazeni (forma) na R

A R—=R, Azx):=det(x)==x

Determinant druhého fadu je antisymetricka bilinedarni forma na R?

. uy uyp w2\ o o . 0 1 . (o]
B(u,v) = det <V> = det (’01 /02) = U1V — UV = (U, Us) (_1 O) (/02>

je zjevné bilinearni forma, ktera je 1 antisymetricka, viz

(La)--(50)



Determinant je antisymetricka multi-linearni forma

Vypoctaiska definice determinantu (~~ Gauss—Jordanova metoda)

Méjme ctvercovou matici A € R"™ " pak ¢islo |A| := det A € R je jednoznacné
urceno nasledujicimi vlastnostmi:
0.detI =1,
1. (linearita)
det (au + fv,ay, . .. ,an)T = adet (u, ay, . .. ,an)T + Bdet(v,ay,...,a,)",

2. (antisymetrie)

det(al,...,ai,...,aj,...,an)T:—det(al,...,aj,...,ai,...,an)T.
-, . 12
Priklad: Vypoctéte det 'k
02 ey sriin [ 1 2] 12 1[0 2 [memin |0 =2) |1 2] _]1 0
3 4 B —3 —06 341 |0 |=2 0 —2 0 —2| |0 —2
=0 =0

=2 & —2.1=-2.



Determinant je antisymetricka multi-linearni forma

Jesté vypoctarstéjsi definice (~~ Gaussova eliminace)

Méjme ¢tvercovou matici A € R™", ar # 0, pak

1. |A] = a1 ... any, pokud A je horni nebo dolni trojihelnikové,

I‘Z'HI‘J‘

2. A —5 B

3. A

Priklad: Vypoctéte

wr—\H
— o |

DR\

Al = —[B],

»B: |A| = XB| pro o; #0.

I -1 2
I 2 0.
2 1 —1
I =1 2
r2::—:rl+r2 0 _9
r3:=—2r1+r3 0 3 —5

r3:=—ro+r3

I -1 2
0 3 =2
0 0 =3

=1-3-(—3)=—9



Determinant je antisymetricka multi-linearni forma

Priklady: Vypoctéte nasledujici determinanty.

1] 2 3 1 2 3 1 2 3
4056|2023 —6] = |0 =3 —6|=1-(=3)0=0,
7 3 9 r3:=—7r1+r3 0 —6 —19 r3:=—2ro+rs 0 0 0
—11 2 1 =2 —1 21 =2 12 1 =2
10 2 —1|rp=r+r | 0 [2]3 =3 110 2 3 -3 B
3 =2 0 —3lrg=3r4ry| 0 4 3 =9 rya——2rotr52 | 0 0 [=3] =3 ry:=—3r4+r,
1 1 —1 2|w=ntrs| (g 3 ( rg==3rtiry | () () —9 9
12 1 =2
110 2 3 =3/ 1
=510 0 —3 —3 _5.(—1).2.(—3).18_54.
00 0 18




Determinant je antisymetricka multi-linearni forma

Tradi¢éni definice determinantu

Bud A € R™" (a) € R™! 7€ {1,...,n} libovolné. Definujme |A| := det A takto

A=

ailp - .-

ani1 - - .

A1n

ann

= (=) ay| Ay,
j=1

kde A;; je ctvercova matice, ktera vznikne z A vyskrtnutim ¢-tého radku a j-tého

sloupce.

Priklad: Spoctéte pouzitim tradicni definice.

-1 2 1 =2
I 0 2 -1
3 =2 0 =3
I 1 -1 2

_ (_1>2+1 o1

2

1

—2 0

I =2
—3
-1 2

—1 2 =2
+0+(=1)"".2.13 -2 =3|+
1 1 2
—1 2 1
+(=1)*™. (=13 =2 0=
1 1 -1




Determinant je antisymetricka multi-linearni forma

Sarrusovo pravidlo pro matici radu 2

ail a2

— a11|(a22)| — CL12|(G21)\= a11A22 — Q12G21
o1 A22

Sarrusovo pravidlo pro matici radu 3

itz s 29 a23 a21 Q23 a21 Q22
91 Q92 Q23| = A11 — 19 + 13 =

asz ass asp ass asp asg
asy asz ass

— CL11(CL22CL33 - @23@32) — a12(a21a33 - @23@31> + a13(a21a32 — a22a31) —

= (11192033 + A21G32013 + A31A12023 — A13A22031 — A23G32A11 — Q33012421 .



Cramerovo pravidlo pro n > 3 nebudeme pouzivat!

Inverzni matice pomoci determinantu

Méjme A € R™ " regularni, pak

| A —|Agi| o (=1)"TH AL
Al L —[Aqy| | A (=D)AL
|A 1 : 2 : : ’
< (_1> +n‘A1n| (_1> +n‘A2n| |Ann| P
_'C

nebot

(A-C)y =S anl-1/ 1Al = {OA o
Dusledek: Cramerovo pravidlo
Méjme A = (ay,...,a,) € R"" regularni, b € R” a x € R™ A - x = b. Pak
_ A4
Al
A je singularni, prave kdyz |A| = 0.

X kde Az = (al,...,az-_l,b,az-ﬂ,...,an).



Cramerovo pravidlo pro n > 3 nebudeme pouzivat!

Reste soustavu Cramerovym pravidlem.

Al =

|Ay| =

|Ay| =

|Az| =

2 —1
2 —1 0
I =1 1
2 —1
—1 =1 0
I -1 1
I -1
2 —1 0
I 1 1
2 1
2 —1 —1
I =1 1

ro:=—2rq{+ro

r3:=—rj+rs

ro:=ri—+ro

rg:=—ri+rs

ro:=—2rq{+ro

r3:=—rj+rs

ro:=—2rq{+ro

r3:=—rj+rs

v = |Aq|/|A| =1/4,

I 2 -1
2 =1 0
I -1 1

2 —1
—5H| 2
—3 2
2 —1
—1

—5
-3 0

|
0
0
1
0
0
|
0
0
1
0
0

1
-x= | -1
1
1 2 —1
1 1
— 05 2|=2-1-(=5)-4=—4
rs =—3r2+5r35 0 0 4 5
12 —1
= 0l ==1-1-(=1) = ~1,
r3:=3ro+r3 00 —1
—1.(=3)-2= — 6,
1 2 1
1 1
= 2|0 =5 —3]=2-1-(=5)-9=—9,
r3:=—3ro+5r3.) 0 0 0 5
x3 = |As|/|A] = 9/4,

v = |Aql/|A| = 3/2,




Cramerovo pravidlo pro n > 3 nebudeme pouzivat!

Reste soustavu (Gaussovou eliminaci.

2 =11

2 =1 0 -1

I -1 171
373:9/4,

1 2 -1 1
2 -1 0 |-x=1[-1
1 -1 1 1
- 1 2 —1]1 1 2
e [0 [=5) 2 -3 | — | 0 -5
r3:=—ri+r3 0 —3 9 0 r3:=—3ro+or3 0 0
—3-2
T = _3/2, w1 =1— 29+ z4= 1/4.

—3

2
4




K ¢emu tedy jsou determinanty?

Obsah rovnobézniku

Obsah 2d rovnobézniku, jehoz piilehlé strany jsou tvoreny vektory a, b € R?, je

()

Obsah 3d rovnobézniku, jehoz piilehlé strany jsou tvoreny vektory a, b € R, je

g —

= ‘albg — &2b1| .

a
S = |det b — |a1(b2 — bg) + &Q(bg — bl> + ag(bl — b2>| .
(1,1,1)

Objem rovnobéznosténu

Objem 3d rovnobéznosténu, jehoz prilehlé strany jsou tvoreny vektory a, b, c € R?, je

a
V = |det | b || = |ai(bacg — b3ca) + as(bscy — bies) + as(bicy — bocy)] .
C




