Linearni algebra — 6. prednaska: Linearni zobrazeni
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Princip superpozice

Stejnosmérny obvod

Ohmuv a Kirchhoffovy zakony

u—Vi . uw—Vy o uz—Vg . us—uz . uz—u
g = 13 = by = ls =

Ry Ry Ry Ry Ry

uzel A: 4y —i5 =0, uzel B: —4; —19—14,=0, wuzel C: 19+ 13+15=0.
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Princip superpozice

Stejnosmeérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
wm =V up—ug _
le VR5 =0 2’U,1 — U2 — ‘/1
ui—vi u2—Vvo ug—uz __ —
—R‘}—R&—RLL =0 & —u — 2uy + uz3 = -V =V,
Y22 4 M7 73 4 Wm Wl — ) —u; + 2us + uz = Vo 4+ 14
Ry R3 Rs

a) Vi=1, Va=V;=0; b) =1, V=V=0 c)Vi=1V=Kh=0

2] —10/1 0 0 2 —10/1 0 0
1 =2 1|—=1 10 | =2l 052/ -1 -2 0 \
1 2 1|0 1 1) Wt oAy 3 2/ 1 o o TR
2101 0 0 5/8 1/4 1/8
s 05 2|-1 20 | =u=[1/4],u"=1/2],u"=]|1/4
WP\ g 0 16/ 2 4 10 1/8 1/4 5/8




Princip superpozice

Stejnosmeérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
u1—Vj U9 —U
1R11 _ 2R51 — 0 M —
—“1]%;1 _u—Vo _ “254“3 =0 < —u; — 2us + ug
e = W) —uy + 2us + us
d Vi=1,V,=2,13=3
—10] 1 o 2 —1 0| 1
—1 =2 1|-3 | 2= 0 [=5] 2|5 >
1 92 1l 5 r3:=ri+2r3 0 3 2|11 r3:=3r9+95r3
(3/2
—»ul= 2

\5/2

|
=~

2 =10
0 —5 2
0 0 16

—Vi—V;
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Princip superpozice

Stejnosmeérny obvod — soustava linearnich rovnic
Ri=---=R;=1
wm =V up—ug _
VRl VR5 =0 2’U,1 — U2 — ‘/1
ui—vi u2—Vvo ug—uz __ —
—R‘}—R&—RLL =0 & —u — 2uy + uz3 = -V =V,
w=Vh | w=V3 y w—u  _ —up 4+ 2us + ug = Vo + 5
Ry Ry Rj

a) Vi=1,Vo=Vz=0; b)h=1V=V=0 ¢ VKh=1V=V=I0,
d)‘/i:l,‘/é:Q,‘/é:g

5/8 1/4 1/8 3/2
w'=[1/4|,u"=11/2],u=[1/4], u=]| 2
1/8 1/4 5/8 5/2

Princip superpozice
5/8 1/4 1/8 3/2

l+2u"+3u=1(1/4 ) +2(1/2| +3[1/4| = 2 | =u.
1/8 1/4 5/8 5/2



Princip superpozice = linearni zobrazeni

Princip superpozice

2Aw)
Alu) +Alwg) |
Alw)
Alw)
uy =1 Uy = 2 Ul + U 2U9

Linearni zobrazeni
Méjme vektorové prostory U, V. Zobrazeni A : U — V je linearni, pokud

1. Vuj,ue €U : Alu; +uy) = A(uy) + A(uy),
2.Va e RYuel: Alau) = aA(u).



Linearni zobrazeni

Priklad: A : R?* = R, A(x) := z; — x5 je linearni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x,y € R?, pak
A(x+y) = A(x14y1, Tot+1ys) = (z1+y1)—(Taty2) = (1 — T2)+(y1 — v2) = A(X)+A(y).
Ad 2. Vezméme libovolné o € R a x € R?, pak

Alax) = Alaxy, axs) = ax; — axs = a(xr] — x9) = aA(X).

Priklad: A: R — R, A(z) := x + 1 neni linedrni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x, y € R, pak
Alz+y)=(@+y) +1l=(x+1)+y=Alx) +y # Alx) + Ay).

Piiklad: A : Py — Py, Ala+ bx) = d(adsz) = b je linedrni zobrazeni.

Ad 1. A(p+q) = A((a+c)+(b+d)x) = b+d = A(a + bx)+A(c+ dx) = A(p)+A(q).
Ad 2. A(ap) = Alaa + abz) = ab = aA(a + bx) = aA(p).




Linearni zobrazeni

Priklad: A:R" — R™, A(x) := A -x, kde A € R™*", je linearni zobrazeni.
Ad 1. Vezméme libovolné x,y € R", pak
Ax+y)=A-(x+y)=A-x+A y=Ax)+ Aly).
Ad 2. Vezméme libovolné o € R a x € R", pak
Alax) = A - (ax) = a (A - x) = aA(x).

Kazdou matici Ize chapat jako linearni zobrazeni.

Kazdou soustavu rovnic lze chapat jako linearni tlohu

Pro A € R™" b € R lze soustavu
A-x=DbD
chapat jako ulohu: Hledame x € R™
Hledame x € R":  A(x) = b,

kde A(x) := A - x je linearni zobrazeni A : R" — R,



Linearni zobrazeni

Princip superpozice

Méjme linearni zobrazeni A : U — V), vektory by, by € V a feSeni x1,x9 € U
linearnich uloh

A(Xl) = bl, A(Xg) = bg.

Vezmeéme linearni kombinaci pravych stran s ag, as € R, pak

X = 1X1 + aoXy je TeSenim tlohy A(x) = ai1b; + asbs.

Priklad: Stejnosmérny obvod

Ri=-=Rs=1
ul—Vi _ ug—uy _
ETCIY e _ 8 & 37:;1 _ 213 + u _ Ylv — Vi
“2—}%‘}2 4 UB_R‘;?) + “2_}3‘41 — 0 —ui =+ 2uz + ui — V>—T—V3 2
Ry Rs Rs -
2 =10 1 0 0
Aluy=A-u, kdeA=|-1 =21, b=Vi|—-1]+WV|[-1]+V][0

-1 2 1 0 1 1



Linearni zobrazeni

Nenulové posunuti neni linearni zobrazeni

AR5 R y=Ax)=x+p, p#0

15

0.5F

-0.5F
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Linearni zobrazeni

Projekce na primku prochazejici pocatkem je linearni zobrazeni

AR 5 R yi=Ax) = ||a|| (HaH -X) ., a je smeérnice primky
a a

1.8
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Linearni zobrazeni

Rotace podle pocatku je linearni zobrazeni

—sin ¢ COS (&

AR 5 R yi=Ax) ::(cosa sina) - X

1.8

16

14}

1.2}

0.8
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0.2
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Linearni zobrazeni

Zrcadleni podle primky prochazejici pocatkem je linearni zobrazeni

H'HT

I}

AR 5 R yi= Ax) = (I — 2 ) X, 1 je normala k primce

16

14}
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Linearni zobrazeni

Vlastnosti
Je-li A:U — V linearni zobrazeni, pak plati

A(0) =0, A(—u)=—A(u).
Ditkaz: A(0) = A(0u) Z 04(u) =0, A(—u) = (—1)A(u) = —A(u).
Ekvivalentni definice linearniho zobrazeni

Méjme vektorové prostory U a V. Zobrazeni A : U — V je linearni, pravé kdyz obraz
linedrni kombinace je linearni kombinace obrazu, tj.

Vag,...,a, € RVuy,...,u, e . |Alcqug + -+ apuy,) = afA(w) + - - - + o, A(ay) |

Dukaz: A(Oéllll + -+ Oénun> 1£2. OqA(U.l) -+ A(OéQU.Q + e Oénl]_n) 152. ce




Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni je urceno obrazy bazovych vektoru

Me¢jme vektorové prostory U, V, necht E := (eq,...,e,) je baze U a necht linedrni
zobrazeni A : U4 — V je zadano obrazy bazovych vektoru, tj. zname fi, ..., f, € V:
f1 — A(61>, Ceey fn — A(en)

Vezméme libovolny u € U, pak
u= e+ -+ ao,e,,

kde [u]g = (aq, ..., a,) € R" jsou souradnice u v bazi E. Obraz této linearni kombi-
nace je linearni kombinace znamych obrazu

A(u) = Alaer + - - + apey) = ajA(er) + - - - + aAle,)= agfy + - - - + apf,.



Linearni zobrazeni

Priklad: Je dano A(1,1) =1, A(1,—1) = 0. Spoctéte A(2,3).

Vektor u = (2,3) vyjadiime v bazi E = (e; := (1,1),ey := (1,—1)), tj. hledame
a1, s € R:
@1(17 1) + C¥2(17 _1> — (27 3)
P (112 15
( I =103 ) e \0 =21 ) TR T Ty M=y
Obraz A(u) je linearni kombinace obrazu bazovych vektort

A(u) = ajA(er) + asA(ey) = ;(1) _ %(m: g




Linearni zobrazeni
Priklad: Je dano A(1—z+2%) = (1,1), A(1+xz—2*) = (1,0), A(=1+z+2°) =
(0,1). Spoctéte A(1).

Funkci p(x) = 1 vyjadiime v bézi E = (1 —r+ 2?14+ -2 —1+x+ $2), t].
hledame aq, a9, as € R:

Ve € R: ag(l-a+2%) + ao(lto—2%) + ag(=1+a+2%) = 1+02+02°
11 -1\ 1 1 -1 1 11 —1]1 1/2
Lo Lo 01 | ———= 02 01| —=a=]1/2
| —1 1]o) ™™ \N0o—-22|-1/) "7 \oo0 20 0

Obraz A(1) je linearni kombinace obrazu bazovych funkei

Al) = a1 Al — 2+ 2%) + Al + 2 — 2°) + asA(—1 + 2+ 2%) =

_ %(1, 1)+ %(1, 0) +0(0,1) =

— (1,1/2).



Linearni zobrazeni

Priklad: A(1,1) =1, A(1,—1) = —1. Najdéte vSechna x € R*: A(x) = 1.

Najdéme vsechny linearni kombinace v; := 1 a vy := —1, které¢ davaji v = 1, tj.
hledame aq, an € R:

&11+C¥2(—1>:1—>C¥1:1+t, Qg =1, t € R.

Vzorem x : A(x) = v jsou stejné linearni kombinace vzoru bazovych vektoru (1,1) a
(17 _1>
x=ao1(1,1) +ao(l,—1)=(1+¢)(1,1)+t(1,—1)= (1,1) +t(2,0), teR.

Vysledky tvoif pifmku v R,



Linearni zobrazeni
Priklad: Je dano A(1—z+2%) = (1,1), A(1+xz—2*) = (1,0), A(=1+z+2°) =
(0,1). Najdéte vSechny p(x) € Ps: A(p) = (0,0).

Najdéme vsechny linearni kombinace (1,1), (1,0) a (0,1), které davaji (0,0), tj.
hledame a1, a9, as € R:

041<1, 1) + @2(1, 0) + @3(0, 1) = (O, O)

11 0]0 (1 1 0[0
10 110 ) rgp=ro—r;, \ O —1 1

0

Vzorem p(x) : A(p(z)) = (0,0) jsou stejné linearni kombinace vzoru bazovych funkei
l—x+2%14+2x—2%a -1+ +2°

)-)Oégzt, ar =1, ap=—t, teR.

px)=a(l—z+2°)+a(l+z—2°)+a3(—1+x+2%) =
= —t(l—z+2”)+t(l+x—2")+t(-1+a+2°) =
= t(—1+3x—27%), t €R.



Linearni zobrazeni

Méjme linearni zobrazeni A - U — V.

Nulovy prostor

N(A)={uel: Alu) =0}
je podprostor .

Obor hodnot
H(A) ={An)eV:uel}.

je podprostor V.

.,Z.akon zachovani dimenze”

dim V(A) +dim H(A) = dim U,

—.d(A) —h(A)
kde d(A) se nazyva defekt a h(A) se nazyva hodnost zobrazeni A.




Linearni zobrazeni

Méjme matici A € R™*" které definuje zobrazeni A : R" — R™ kde A(x) := A - x.

Nulovy prostor matice = nulovy prostor linearniho zobrazeni

NA)={xeR": A-x=0}={xeR": Ax)=0}=N(A4)
ad(A) :=d(A) =dimN(A) nazyvame také defekt matice.

Sloupcovy prostor matice = obor hodnot linearniho zobrazeni

S(A)={A - xeR": xeR"} ={A(x) e R": x e R"} =H(A)
a h(A) = h(A) = dim H(A) jsme minule definovali jako hodnost matice.

,,Z.akon zachovani dimenze” pro matice

d(A)+ h(A) =n.



Linearni zobrazeni
Priklad: Je dano lin. zobr. A(1,1,—1) = (1,1), A(1,—1,0) = (—2,0), A(1,1,1) =
(0,1). Vypoctéte N (A), d(A), H(A), h(A).

Pro vypocet nulového prostoru vyjadreme (0,0) jako lin. kombinaci obrazu baze, tj.
hledame aq, a9, as € R:

041<1, 1) + &2(-2, 0) + Oég(O, 1) = (O, O),
—2 01/0 (1 -20/0
0 ) ry=re-r;, \ O 2 1

1 0 1 0

Nulovy prostor obsahuje stejné linearni kombinace vzoru

1
N(A) = {—t(l, 1,—1) — ét(l, —1,0)+t(1,1,1): t € R} = <<—§, > 2)> , d(A) = 1.
Ze zakona zachovani dimenze vime, ze

h(A)=n—d(A) =dimR®> —d(A) =3 — 1= 2.

1
)%Oégzt, 042:—515, ap = —t, t € R.

Zaroveti je obor hodnot podprostorem R?, musi tedy platit

H(A) = R?.



Linearni zobrazeni

Priklad: Je ddno lin. zobr. A : P; — R’ obrazy baze A(1 —z) = (1,—1,1),
A(1+1) = (0,1,2). Vypoctete N(A), d(A), H(A), h(A).

Pro vypocet nulového prostoru vyjadieme (0, 0,0) jako lin. kombinaci obrazu béaze, t;.
hledame aq, an € R:

1] 0
11
1 2

0
0
0

ar(1, —1,1) + as(0,1,2) = (0,0,0),

rg::r2+r1\

4
rs:=rs—ri

L0
01
0 2

0
0
0

rs:=rs—2ry

10
> | 0 1
00

Nulovy prostor obsahuje stejné linearni kombinace vzoru

N(A)={0(1—2)+0(1 +=x) € P }={0}.

Ze zakona zachovani dimenze vime, ze

hA) =n —d(A) = dimP) — d(A) =2 — 0= 2.

o O O

— a1 = ay = 0.

Zaroven je obor hodnot prostorem ((1,—1,1),(0,1,2)), a mame tedy i bazi H(A):

F=((1,-1,1),(0,1,2)).



Linearni zobrazeni

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R” — R je linearni

Ax) = A -x.
Matice linearniho zobrazeni
Méjme linearni zobrazeni A : U — V, bazi E := (ey,...,e,) prostoru U a béazi F =
(fy,...,f,) prostoru V. Vezméme u € U a jeho souradnice [ulg = (aq, ..., q,) € R”

v bazi F, tj.
u=qoie;+ -+ a,e,.

Vyjadieme obraz A(u) € V v bazi F
[A()]p = [A(arer + - - + apeyn)|p = a1 Aler) + -+ - + o Alen)]r
= (Ale)]r, .., [Alen)lr) [u]E,

::AE,F

kde Ap p € R™" je matice linearniho zobrazeni vzhledem k bazim F a F.



Matice linearniho zobrazeni

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R” — R"™ je linearni

Ax) = A - x.

Kazdé linearni zobrazeni lze vyjadrit matici

Méjme linearni zobrazeni A : U4 — V, bazi E := (eq,...,e,) prostoru U a bazi ' =
(f1,...,f,) prostoru V. Vezméme u € U a jeho souradnice [ulp = (g, ..., qa,) € R”
v bazi E. Obraz A(u) € V v bazi F je

A(u)|r = Agr - [ulg,

kde Apr = ([A(e1)]r,...,[A(e,)]r) € R™" je matice linearniho zobrazeni
vzhledem k bazim F a F"



Matice linearniho zobrazeni

Ptiklad: Je dano linearni zobrazeni obrazy baze E: A(1,—1,1) = (1,2),
A(l,1,-1)=(1,-1), A(—-1,1,1) = (0,1). Vypoctéte Apr v bazich F a ka-
nonické bazi F'.

E:=(e:=(1,-1,1),e0 .= (1,1,—1),e3:= (—1,1,1)), F :=(f;:=(1,0),f5:=(0,1)).

Souradnice obrazu v bazi F' uz vlastné mame

el = () wtele= (). e (1)

a tedy 1 matici linearniho zobrazeni

Alpr = (; _11 (1)>



Matice linearniho zobrazeni

Priklad: Je dano linearni zobrazeni obrazy baze A(1,—-1,1) = (1,2),
A(l,1,-1) = (1,-1), A(—1,1,1) = (0,1). Vypoctéte Apr v kanonickych
bazich F a F.

E = (e; :=(1,0,0),es :=(0,1,0),e5 := (0,0,1)), F:=(f :=(1,0),f = (0,1)).

Spoctéme souradnice bazovych vektoru E v bazi, v niz je zadano A,

i 1 1100\ 11 —1/1 00 11 -1[10
11 1joro ) 2002 00110 —— (02011
I =1 1001) ™™™ \o-22/-101/) ™7™ \oo 2|01
._2 220211\ 200 0101 e %o%
Tl o2lon o | L oot | A (1D o

002011 0 02011 052

Matice linearniho zobrazeni v bazich E, F' je pak tato

O o=

o= OO
I
VR

DO = p—

DO LD | —

O OO

Apr = ([Ale1)lr, [Ale2)]F, [Ales)]r) = (; _11 (1))

NN —= O



Matice linearniho zobrazeni

Podobné matice

Méjme linearni zobrazeni A : V — V), tzv. linearni transformace, a baze E. F

prostoru V. Pak
Arp=T"' ' App-T,

kde T je matice pfechodu od baze £ do baze F'a Ag g, Apr se nazyvajl podobné
matice.

Matice slozeného zobrazeni

Méjme linearni zobrazeni A - U — V, B -V — W a baze E, F, GG, respektive,
vektorovych prostoru U, ¥V, W. Definujme slozené zobrazeni C' : U — W, C(u) =
B(A(u)). Pak C' je opét linearni a

Cec=Brg-Agr.



