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Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 0.2%
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Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 0.8%
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Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 1.6%
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Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 3.1%




Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 6.3%




Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 12.5%




Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 25%




Motivace

Komprese signalu s(t) Haarovou (waveletovou) bazi: 50%




Motivace

Haarova (waveletova) baze: hi(t), k=1,2,...

k:l: k:3,4:
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Motivace

Reprezentace signalu Haarovymi (waveletovymi) souradnicemi wy,
s(t) = 22—y Wi hi(t)
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Motivace

Komprese signalu s(t) Fourierovou bazi (jpeg): 3%




Motivace

Fourierova baze: fi(t):=e™, k=0,1,2,...

k=0: k= 2:
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Motivace

Reprezentace signalu Fourierovymi souradnicemi 5,

s(t) = 72{ Zf—nﬂ Sp exp(zkwt)}, kde w :=2m/n
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Vektorové prostory

Zobecnéni 2d geometrickych vektoru na aritmetické

(W+vVv); :=u; +v;

U1 T

Zobecnéni aritmetickych vektoru na funkce

v; = sin(i7/10), 7 € {1,2,...,10}, v(x) = sin(xw), z € (0, 10)
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Vektorové prostory

Zobecnéni aritmetickych vektori na funkce

Scitani vektoru + @ R” x R" — R" a néasobeni skalarem - : R x R” — R" jsme
definovali pomoci ¢iselného séitani 4+ a nasobeni - takto:

uveR" aeR: Vie{l,2,....,n}: (utv);, :=u; +v;, (@v); == a-v;.
Definici lze analogicky rozsitit 1 pro funkce
F={f R>R},
ato+: FXF—=>F,  RXF—=F,
frgeF, acR: Ve e R: (frg)(z) = fz) +g(2), (a-f)(x) = a- fz).

Pojem vektorového prostoru

Oba pripady (a nejen tyto) lze shrnout do abstraktniho pojmu vektorovy prostor.



Vektorové prostory

Pojem vektorového prostoru

Redlny vektorovy (téz linearni) prostor je mnozina V s operacemi + : Vx)V —
Va-:RxYVY =V, které splnuji nasledujici axiomy:

Va,v,iweV: u+ (v+w)=(u+v)+w, (asociativita s¢itini)
Va,veV: u+v=v+u, (komutativita sc¢itani)
dJoecV VveV: v+o=v, (existence nulového vektoru)
VweV d(—v)eV: v+ (—v)=o0, (eristence zapornijch vektori)

VaoeR Vu,veV: a-(u+v)=a-u+a-v,

Vao,beR VwveV: (a+f) - v=a-v+[(- vV,

Va, e R YveV: a-(f-v)=(af)-V,
VvweV: 1-v=v.

Prvky z V se nazyvaji vektory, prvky z R jsou skalary (mohou byt i komplexni).
Konvence: av .=« - v.



Vektorové prostory

Dalsi vlastnosti

VaoeR VYVvelV: Ov=o0, ao=o0, (—1)v=-—v.

Priklady vektorovych prostoru

e R" (nebo C") redlné (nebo komplexni) aritmetické vektory,
e R™*" (nebo C™*") redlné (nebo komplexni) matice,

e F realné funkce jedné realné proménné s operacemi

VeeR: (f+g)(z) = f(z)+g(z), (af)(z)=af(z),
e S realné posloupnosti s operacemi

(an)nzy+(bn)nzy = (an + bn)pZy,  aelan)nZy = (aan);2,.

e Jejich libovolny vektorovy podprostor, viz dale.



Vektorové prostory

Pojem vektorovy podprostor

Méjme vektorovy prostor V. Rekneme, 7e U je vektorovy podprostor V (a zaroven
dalsim vektorovym prostorem), pokud

0.0 AU CV (U je neprazdnd podmnozina V),

LYa,veld: u+veld (U jeuzaviena vuci séitani),

2.Vao e R Yueld: aueld

(U je uzavrena vuci ndsobeni skaldrem).
Piiklad: pifimka v R? prochdazejici po¢atkem je vekt. prostor

U = {u ER?: w4+ uy = O} je vektorovym podprostorem V := R?.
Ad 0. U #D, nebot u:=0=(0,0) €U, vizu; +us =0+0=0.U C V, viz zaddn.

Ad 1. Méjme u,v € U, tj. uy +us = 0a v + vy = 0. Pak u+v € U, nebot (ug +vy) +
(UQ + 'U2> = (’LL1 + UQ) + (v + 'UQ) =04+0=0.

Ad 2. Méme o« € Rau € U, tj. u; + uy = 0. Pak au € U, nebot au; + auy =
a(u 4+ uy) = al = 0.



Vektorové prostory

Piiklad: pfimka v R? neprochdazejici po¢atkem neni vekt. prostor
U = {u cR?: uy +up = 1} neni vektorovym podprostorem V := R?.

Napi. U nemé nulovy prvek, viz u := o € U, nebot u; +us =0+0=0 # 1.
Podprostory R?

e trivialni podprostory

U:={o}, U =R
e primky prochazejici pocatkem

U = {XERQI a1y + asxy = 0, kdeal#Oneboag#O}.



Vektorové prostory

Podprostory R?
e trividlni podprostory U = {0}, U =R’
e roviny prochazejici pocatkem
U={xeR’:a x=o0, kico#acR’},

e primky prochazejici pocatkem

U = {X€R3: A -x=o0, kde A € R¥ AméhodnostQ}.



Vektorové prostory

Prostor mnohoc¢lenu P,
Pro libovolné n € Ny :=40,1,2,...}
P, =A{plx) =ay+ax+ - -+a 2" €F: apai,...,a, € R}
je vektorovy podprostor F.

Ad 0. P, # 0, nebot o(z) :==0 € P,. P, C F, nebot mnohocleny jsou funkce.
Ad 1. Méjme p,q € Py, tj. p(z) == D" jaz’ a glx) = Y. bix’. Pak p+ ¢ € Py,

n

nebot (p+ q)(x) = p(a) + q(z) = > (a; + b;)a', kde a; + b; € R.

Ad 2. Méjme o € R ap € Py, tj. p(z) :== > jaz". Pak ap € P, nebot (ap)(x) =
ap(x) = > (aa;)x’, kde aa; € R.



Vektorové prostory

Priklady vektorovych prostoru

e Nulovy prostor matice

Z/{::{XER": A -x=o0, kdeAERmX”}

ol = {px):=>" ax' € P,: A-(ag,a,...,a,)" =0, kde A € Rm*(nT1)1
je podprostor P,,.

e Sloupcovy prostor matice

U={x=AyeR": kde Ac R ayeR"}

e Linearni obal
U= {p(az) = Zozz-pi(:lz) EPm: aq,...,ap € Rapi(x),...,pu(x) € Pm}
i=1

je podprostor P,,.



Vektorové prostory

Hleda se reprezentace vektoru — tzv. baze
generujici jednoznacné cely prostor V, a tedy zadny z vektoru neni zbytecny.

e e, e jsou fajn, nebot jsou nenulové a generuj
R? jednozna¢né:

Vx = (z1,72) € R X = x1€] + T2€5.
o f, 5 nejsou fajn, nebot negeneruji R2.

e e, ey, T nejsou fajn, nebot generuji R? nejed-
noznacné (jeden z nich je zbytecny):

VX = (I‘l, I’Q) S R?: x = Tr1€1+Toey = (I‘1—$‘2>81—|-£U2f2.

. . ). / e/
. @ e, Ty jsou fajn, nebot jsou nenulové a generuji
R? jednoznacné:

Vx = (z1,22) € R®: x = (21 — 22)eq + xobs.



Linearni nezavislost

Linearni nezavislost — zadny vektor neni zbytecny

Meéjme vektorovy prostor V. Nenulové vektory vi,vy,...,v, € )V jsou linearné
nezavislé, pokud rovnice

a1V] + oV + -+ - + V), = O
ma pouze trivialni Tfeseni vy = a9 = -+ = a,, = 0. Jinak ma soustava nekonecné
mnoho Teseni a vektory jsou linearné zavislé.

Priklad: e; := (1,0) a f; := (1,1) jsou linearné nezavislé

Hledame 1, Q9 € R: 1€ + CYQfQ =0 N @1(1, ()) + @2(1, 1) = (O, O)

To vede na soustavu linearnich rovnic

la; + lag =0,
Doap + lag =0,

ktera ma pouze trivialni reseni a; = ag = 0.



Linearni nezavislost

1, z, 2% jsou linedrné nezavislé
Hledame a, 3,y € R tak, ze
Vz e R: al + Bz +y2° = 0.
Specialné pro x € {—1,0, 1} dostavame soustavu rovnic

o — 6 + Y= 07
Q = 0,
a+ 0+ =0,
kterd ma pouze trivialni feseni o = g = v = 0.
To je ale zaroven resenim puvodni ulohy, a tedy musi byt jejim jedinym fesenim.



Linearni nezavislost

Piiklad: 1 — z + 22, 2+ 2 — 22° a 1 + 22 — 32° jsou linedrné zavislé
Hledame aq, a9, a3 € R tak, ze
VeeR: ol —z+2%) + a2+ —227) + az(1 4+ 22 — 32%) = 0,
Ve €R:  1(og + 200 + a3) + z(—oq + as + 203) + 220 — 205 — 303) = 0.
Diky linedrn{ nezavislosti 1, x a 2 dostdvame soustavu linedrnich rovnic

ar + 200 + a3 = 0,
—a; + as + 2a3 = 0,
1 — 2052 — 30&3 = 0.
Soustava je homogenni, tj. ma nulovou pravou stranu, kterou pri reseni neopisujeme

12 1\ 12 1 121
11 2| =003 3| ——— (033
1 -2 -3 0 —4 —4) 7T 000

~N

r3:=—ri+r3

Reseni je nekonetné mnoho.



Linearni kombinace

Linearni kombinace — novy vektor by byl zbyteény
Méjme vektorovy prostor V a nenulové vektory v, vy, vo, ..., v, € V. Rekneme, ze v je
linearni kombinaci vy, ..., v,, pokud existuje alespon jedno reseni aq, ao, ..., a, € R"
roviice

d1V] + oV + -+ -+ Qp,Vy = V.

Priklad: v := (1,1) je linearni kombinaci v; := (1, —-2) a vy := (2, 1)
Hledame aq, ay € R tak, Ze
Vi +avo=v & aq(l,—2)+a(2,1)=(1,1)

To vede na soustavu

lay +2a9 =1 N I 21 (121
—2041 —|_1042 — 1 —2 1 1 r2::2r2—|—r2/ O 5 3

ktera ma reseni oy = —1/5, ag = 3/5.




Linearni kombinace

Priklad: (1,2, —1) je linearni kombinaci (1,1,1) a (0,1,—2) a (2,1,4)

Hledame aq, a9, a3 € R tak, ze

1 0 2 1
73] 1 + 1 + Q3 1] = 2
1 _9 A 1
10 2|1 10 21 10 2
101 1 92 | EmEsT L o1 o—q) 1 | BmEmER g g
1 =24 —1 ) N0 =2 2 |=2 00 0

Dostavame nekonec¢né mnoho reseni.



Linearni kombinace

Priklad: 1 — £ neni linearni kombinaci 1 + 2 a 2+ 22

Hledame a7, ay € R tak, ze
VreR: ap(l+2)+ a2+ 22)=1-1.

Diky linearni nezavislosti 1 a @ staci resit soustavu

1 2] 1 (121
1 21—1 ) ro=re—r;, \ 0 0]=2 )"

ktera vsak nema reseni.



Baze vektorového prostoru

Baze — reprezentace vektoru je fajn
Méjme vektorovy prostor V. Usporadana mnozina nenulovych vektoru F =
(fy, fa, ..., £,) tvori bazi vektorového prostoru V. pokud
1. FCV,
2. 11,1, ... 1, jsou linearné nezavisle,
3. libovolny vektor v € V je linearni kombinaci £, f5, ..., f,, tj.

art; + ooty + ..., f, = V.

Souradnice vektoru v bazi, dimenze

Plati, Ze linearni kombinace je pro bazi vzdy jednoznacna. Vysledné koeficienty

aq,...,q, nazyvame soufadnice vektoru v v bazi F' a znacime [v|p =
(Oél, ce ,Ozn).

Plati, Ze pocet bazovych vektoru n vektorového prostoru V je vzdy stejny, rikame mu
dimenze V a znacime dim Y = n.



Baze vektorového prostoru

Kanonické baze

e Sloupce/tadky jednotkové matice I, tvori kanonickou bazi R”, t;.
E :={e; :=(1,0,...,0),e0 :=(0,1,0,...,0),...e,:=(0,...,0,1)} C R".
R" ma dimenzi n, tj. dimR" = n.

o Monomiély z*, k € Ny, tvoif kanonickou bazi P, tj.

={ei(x) =1 ex(x) =z e3(x) =27, ..., eppi(x) = 2"}

P, ma dimenzi n + 1, tj. dim P, =n + 1.



Baze vektorového prostoru

Hleda se reprezentace vektoru — tzv. baze
generujici jednoznacné cely prostor V, a tedy zadny z vektoru neni zbytecny.

e e, e tvoif bazi R? a tedy generuji R? jed-
noznacne:

2
Vx = (331, 5132) € R°: x=x1€; + x9e9.
o £, 5 netvoif bazi R?, nespliujf 2. ani 3.
e e, ey, f) netvoif bazi R?, nejsou lin. nezavislé:

Vx = (331, 5132) ceR?: x= Tr1€1+Toey = (CEl—ZUQ)el—I—ZlZQfQ.

—> o, f, tvoif bazi R2, a tedy generuji R? jed-
x1” ' noznacné:

Vx = (21, 22) € R®: x = (21 — 22)eq + b



Haarova (waveletovd) baze prostoru F: hy(t), k

k=1:

2

1.8

—a.6}

-+
~—

1.2}

= .

0.8

0.6 -

0.4

0.2

1.4

Zpét k motivaci

k=34

2

1.5




Fourierova baze prostoru F: f;
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Zpét k motivaci
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Zpét k motivaci

Reprezentace signalu s(t) € F Fourierovymi soufadnicemi s
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