Linearni algebra — 12. prednaska: Zkouska nanecisto
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Zkouska z Linearni algebry — verze X
3 priklady ze zakl. sady

1. Reste soustavu linearnich rovnic.

1—=dzx+(1—20)y =1—1
1w — 2y =1

2. Rozhodnéte, zda jsou vektory u, v, w € R? linedrné nezévislé:
u=(-2,-0,—-1), v=1(0,1,1),w = (0, -2, —2).

3. Klasifikujte nasledujici matici kvadratické formy:

333
321
315



Zkouska z Linearni algebry — verze X

2 pr. z rozs. sady, 1 pro ty, co pochopili, a 1 z teorie

4. Urcete bazi a dimenzi V'

V={ar* +br+cE€Pslat+b+c=0ANa+2b+c=0}.

5. Je ddno linedrni zobrazeni A : Py — R? definované predpisy
A(l—l—l’) - (17_1>7 ,A(1+$+$2> - (172)7 A(Qﬁ) - (07_1)
Naleznéte alespon jeden p € Py takovy, ze A(p) = (2, 3).

6. a) Nakreslete libovolné nenulové vektory a, b,c € R? tak, Ze c je lin. kombinaci
a,b.
b) Klasifikujte kv. formu Q na P, kdyz vite, ze Q(1 + ) =1 a Q(z?) = —2.

7. Teoretickou otazku neprozradim. Pouze naznacim.



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

Z3akl. pr. 1: 2x2 soustava s komplexnimi cisly

rxy — (I4+2)xe = 1—1

x1 — 1Ty =1
Krok 1. Gaussova eliminace
(’L , —1 —1 1—@) ry:=iro—r] (’L , —1l—2 1 —1 )
1, — 1 ' , 241 | =241
kde

(=) —(—1—1)=1+14+21=2+1, 11—(1—1)=—-1—-14+1=—-2+1.

Krok 2. Zpétné dosazovani

—241 2—1 —A+1+20+2N 3+4
241 2—1 4+ 1 5 5
l—24+(1+2)(=3/5+(4/5)1) b—5+(-3—-4—%+4h) —-2—4=4 1 4+2
= = C- = —— 1.
5

7 H1 53 ? 5

X2

T1—



Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

Zakl. pr. 2: 3x3 soustava lin.

2u1 — U9
—U1 — 2u9 + u3
—u1 + 2us + us

1 27}1 — U9
—2 —U1 — 2?}2 + V3
2 —v1 + 2vy + v3

Reseni Gauss—Jordanovou metodou

2/ =10
—1 =21
—1 2 1

rg::—8r2+r3\
4

I 1
-2 —1
2 0

2 =10
0 140] 0
0 0 16

1
—1

0 —1 0/ 1 1
It | g =5 2| =3 —1 N
ra:=r1+2r3 0 3 2|5 1 r3:=3ro+5rs
11 80 0 080 50
40 10 | 20RO g 40 040 10
16 2 0 0 16|16 2

u1:u2:u3:1,

V1 = 5/8, Vo = 1/4, VU3 = 1/8

rovnic s dvéma pravymi stranami

O} 1 1
2 |—=3 —1

16]] 16 2

1 5/8
1 1/4
1 1/8




Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

Rozs. pr. 1: Reste soustavu a parametrizujte reseni.

r1 + Ty + X3 = 1

r|y — X9 + 2x3 = —1

r1 + 3T9 =3
1 1 1] 1 11 111 1 1 1] 1
1 —12/ -1 | 22 (g2 1 |—2 | BB g 21 -2
1 303 /) 2" N0 2 —1]2 0 0 0]0

Tr1 + X9 —|—$3:1
—2$Q—|—$3:—2

Soustava ma nekoneéné mnoho feSeni. Za prebytecné neznamé zavedeme parametry
r3=:t€R

a provedeme zpeétné dosazovani

1 3
X9 :<—2—ZC3)/<—2> :1—|—§t, 1 :1—5132—563:1—(1—|—t/2)—t:—§t.



Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

2 —10
Rozs. pr. 2: Vypoctéte inverzni matici k A .= | —1 -2 1
1 2 1
2l —1oftooy /2 -10[100
AL) = 1 21010 | 22221 0[=5]2(120 | ———
~1 2 11001 r3:=ri+arg 0 3 2/102 r3:=3ro+5rs
2 -1 010 0 . 2 -1 0]1 0 0 »
——[o0o-5 2120 | 2= (0040 0]0 —10 10 | 2
IR\ 00 [16/|8 6 10 00 168 6 10
. 80 0 040 —10 10 100[1/2 —1/8 1/8
DETRTEOL 0040 010 —1010 | = | 010] 0 —1/4 1/4
0 0 16/8 6 10 001/1/2 3/8 5/8
1/2 —1/8 1/8

Alt=10 —1/41/4
1/2 3/8 5/8



Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

Gaussova eliminace = LU rozklad

Ekvivalentni upravy

(Alb) — (Ulc)
Ize zapsat do matice L tak, ze
L-(A|b)=(Ulc).

Pokud jsme béhem Gaussovy eliminace neprovadeéli zaménu radku, pak

(x 0 ... 0 O\ ( - X x\

X X ... 0 0 0 X

-
|
-
|

...><O OO><><
\x X ... ) \O 0 ... 0 x)

jsou dolni (lower), resp. horni (upper) trojuhelnikova matice.




Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

Vypocet inverzni matice Gauss—Jordanovou metodou
Je-li A € R™" regularni, pak plati
AVA=A- A =1,
Hleddame matici X = (x§,x5,...,x}) € R™" tak, ze
A-X=A-(x],x5,....x)) =(1],i},....1)=1,.

To je ale soustava s n pravymi stranami
S _ ss S _ eS S _ eS
Soustavu vytesime Gauss—Jordanovou metodou

(A‘lsl, 13’ L 1;) _ (A‘In> Gaussova metoda> (UD’Z) Jordanova metoda> (IMX) .

A t=X



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Rozs. pf. 5: Jsou 1 — z + 2%, 2+ 2 — 22% a 1 + 2z — 32° linedrné zavislé?
Hledame aq, ao, a3 € R tak, ze
Ve e R: ai(l —z+27%) + a2+ 2 —22°) + as(1 + 22 — 32°) = 0,
Ve € R:  1(ag + 209 + a3) + o(—ay + ag + 2a3) + 2%(0; — 205 — 3a3) = 0.
Diky linedrni nezéavislosti 1, z a 22 dostavame soustavu linearnich rovnic

a; + 200 + a3 = 0,
—a; + ay + 2a3 = 0,
a1 — 20&2 —+ 3()&3 = 0.

Soustava je homogenni, tj. ma nulovou pravou stranu, kterou pri reseni neopisujeme

I 2 1 I 2 1 1 21

1 1 9 | 2 olp 3 3 s 1033
00

0
1 —9 _3 r3:=—ri+rs O _4 _4 r3:=4ro+3r3 O

Reseni je nekoneéné mnoho, jsou linearné zavisle.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Zakl. pr. 5: Je (1,2, —1) linearni kombinaci (1,1,1) a (0,1,—-2) a (2,1,4)?

Hledame aq, an, a3 € R tak, ze

9 |

Qa1 + Q9 + « 1: 2

(1 :
10 2|1 1 0 | 10 21
1112 i N BN —11 st g1 —11
=24 —1 ) T N0 =2 2 =2 00 010

Dostavame nekonec¢né mnoho reseni. Jedna se o linearni kombinaci.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Z34kl. pr. 6: Najdéte bazi a dimenzi U = {x € R’ : x1 + 29+ 23 = 0}.
Resime soustavu
r1+ 19+ 23 =0.

Zavedeme parametry
r3:=t€eR, x9:=5€R

a dosadime
T = —T9 — 3= —8— 1.

Dostavame parametrické vyjadreni prostoru
U ={x=(-s—tst): s,t e R} ={x=5(—1,1,0)+¢t(—1,0,1): s,t € R},
a tedy libovolny vektor x € U je linearni kombinaci dvou bazovych vektoru
F .= (f;:=(-1,1,0),f, .= (—=1,0,1)}.

Dimenze U je 2. Jednd se o rovinu v R® prochézejici pocatkem.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Rozs. pf. 7: Najdéte bazi a dimenzi U = {p(x) = Z?:o a;r’ g+ ap =
0, CLO—CL1—|—CL2:O}.

Resime soustavu (nulovou pravou stranu neopisujeme)

aw + a — 0 1 1 0 (110
a —CL1—|—a2:O, I —11 rQ::rQ—r1/ 0 —-21/"

Zavedeme parametr

a9 ‘= teR
a dosadime
1 175 ,
1 9 2 9 , 0 1 9

Dostavame parametrické vyjadreni prostoru

1 1 I 1
U = {p(x):—§t+§t:v+tx2:t€R}:{p(az):t (—§+§x+x2> : tER},

I 1
F = (fl(x) =-5+ §x+x2> , dimU = 1.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Rozs. pf. 8: Vypoctéte souradnice [1 —x+2°|p v bazi F = (1 —o —2°, 1+
v — 1t —1+x + 227).

Hledame koeficienty aq, ai, ag € R linearni kombinace

VieR: o(l—2—2°)+a(l4+2—2°)+az(—1+z+22%) =1—x+2°%
t].
Ve eR: 1(a; +as — az)+z(—a; + as + az)+2*(—a; — ay + 2a3) = 1+(—1)z+12%
Diky linedrni nezévislosti funkei 1, z, 2% staci porovnat koeficienty u téchto funkei

1 1 —1]1 - 11 —1]1
S EE 02 00
1 =1 21 ) T N0o0 1|2

—_ O

Resenf je
az=2, ay=0 a;=1—-ay+az=3, atedy [1—2+2r=(30,2).
Zkouska: 3(1 —x — 2?) + 01+ 2 — 2*) + 2(—=1 + 2+ 22%) =1 — o + 2°.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Baze vektorového prostoru

Méjme vektorovy prostor V. Usporadanda mnozina nenulovych vektoru F' =

(fy, fa, ..., £,) tvori bazi vektorového prostoru V. pokud
. FCV,
2. 11, £, ... 1, jsou linearné nezavislé,
3. libovolny vektor v € V je linearni kombinaci fi, f5, ..., f,, tj.

Cklfl + CYQfQ + ... Cvnfn —= V.

Souradnice vektoru v bazi, dimenze

Plati, Ze linearni kombinace je pro bazi vzdy jednoznacna. Vysledné koeficienty

aq,...,q, nazyvame souradnice vektoru v v bazi F a znaéime |[v]p =

(a1, ..oy Q).

Plati, Ze pocet bazovych vektoru n vektorového prostoru V je vzdy stejny, fikame mu
dimenze )V a znacime dim V ;= n.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Hleda se reprezentace vektorui — tzv. baze
generujici jednoznacneé cely prostor V), a tedy zadny z vektoru neni zbytecny.

e e, ey tvoif bazi R?, a tedy generuji R? jedno-
ZNnacne:

2
Vx = (.I‘l, .T2> c R°: x=x1e; + x9e9.
o f, f; netvoif bazi R?, nespliuji 2. ani 3.
e e, ey, ) netvoif bazi R?, nejsou lin. nezdvislé:

Vx = (CUl, ZCQ) cR?: x= T1€1+Io€ey = (CEl—xQ)el—l—ZlZQfQ.

> o e, f) tvoif bazi R?, a tedy generuji R? jedno-
Xy ' znacné:

Vx = (z1,22) € R® 1 x = (21 — 22)eq + xob>.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Nulovy prostor (jadro) matice A

NA) ={x: A-x=0}.

Obecné reseni soustavy linearnich rovnic
Uvazujme A € R™" b € R a soustavu
A -x=b.

Méame-li libovolné tzv. partikuldrni feseni x' této soustavy, pak obecné fesenf se bude
lisit od partikularniho prave o vektory z jadra matice A, tj.

vx'e N(A): A-(x"+x")=b, kde A -x"=h.

o ~/1 7 Y / ) v ’
Vektorim x? € N(A) ifkdme homogenni fegeni, nebot fesf homogenni (s nulovou

pravou stranou) soustavu
A-x'=o0.



Vektorové prostory, baze, dimenze, resSitelnost soustav

Obecna Gauss—Jordanova metoda pro 0, 1 i oo reSeni

Gaussova (doprednd) eliminace

1. (Alb) . (Ulc)

2. Pokud ¢ € S(U) soustava nema teseni, jinak

Jordanova (zpétna) eliminace R
(Ule) (5

<P
0o )
3. Pokud R = I, pak x" (doplnfme X nulami) je jedinym fesenim, jinak

zameéna sloupcu ~ —F zameéna radku
R R-(IF), N:< ) N

I

4. Soustava ma oo reseni ve tvaru
X =% +N - t,
:XH

kde t € R"" je vektor parametrr.



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
Rozs. pt. 9: Jeddno A(1—ax+2%) = (1,1), A(l4+2—2°) = (1,0), A(=1+z+2%) =
(0,1). Spoctéte A(1).

Funkci p(x) = 1 vyjadiime v bézi E = (1 —r+ 2?14+ -2 —1+x+ x2), t].
hledame aq, a9, as € R:

Ve e R: aq(1—2+2%) + ao(1+o—27) + ag(=1+r+2?) = 14+024+02°
11 -1\ 1 1 -1 1 11 —1]1 1/2
Lo Lo 01 | ———= 02 01| —=a=]1/2
| —1 1]o) ™™ \N0o—-22|-1/) "7 \oo0 20 0

Obraz A(1) je linearni kombinace obrazu bazovych funkei

Al) = a1 Al — 2+ 2%) + Al + 2 — 2°) + asA(—1 + 2+ 2%) =

_ %(1, 1)+ %(1, 0) +0(0,1) =

— (1,1/2).



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice

Rozs. pr. 10: Je ddno A(l — z + 2%) = ( ) Al +z —2%) = (1,0), A(=1+
r + z%) = (0,1). Najdéte vSechny p(x) € Py: A(p) = (0,0).

Najdéme vsechny linearni kombinace (1, ) ( 0) a (0,1), které davaji (0,0), t

hledame a1, a9, as € R:

ai(1, 1) + an(1,0) + as(0, 1) = (0,0)

11 0]0 (1 1 0[0
10 110 ) ry=ro—r;, \ 0 —1 1]0

Vzorem p(x) : A(p(z)) = (0,0) jsou stejné linearni kombinace vzoru bazovych funkei
l—x+2%14+2x—2%a -1+ +2°

)-)Oég:t, ar =1, ap=—t, teR.

pr)=o(l—z+2)) +Fu(ld+z—2°) +as3(—1+x+2°) =
=—tl—a+2)+t(l+z—2)+t(~-1+z+2%) =
= t(—1+3x—27%), t €R.



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
Zakl. pt. 11 a 12: Je dano lin. zobr. A(1,1,—1) = (1,1), A(1,—-1,0) = (=2,0),
A(1,1,1) = (0,1). Vypoctate N(A), d(A), H(A), h(A).

Pro vypocet nulového prostoru vyjadreme (0,0) jako lin. kombinaci obrazu baze, tj.
hledame aq, a9, as € R:

051<17 1) + 042<—2, O> + Oég(O, 1) — <07 0)7
—2 01/0 (1 -20/0
0 ) ry=re-r;, \ O 2 1

1 0 1 0

Nulovy prostor obsahuje stejné linearni kombinace vzoru

1
N(A) = {—t(l, 1,—1) — ét(l, —1,0)+t(1,1,1): t € R} = <<—§, > 2)> , d(A) = 1.
Ze zakona zachovani dimenze vime, ze

h(A)=n—d(A) =dimR®> —d(A) =3 — 1= 2.

1
)%Oégzt, 042:—515, ap = —t, t € R.

Zaroveti je obor hodnot podprostorem R?, musi tedy platit

H(A) = R?.



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice

Z3aKkl. pt. 13: Naleznéte matici linedrniho zobrazeni A : R® 3 (x1, 29, 23) —
(21 + 229, 71 — x3) € R? vzhledem ke kanonickym bazim.

121+ 200 + 023 [ (1,2,0) - (z1,20,23) \ (12 0 il
1oy + 0zo — 1o )~ \(1,0,—=1) - (z1,29,23) )  \1 0 —1 ’

12 0
A'_(10—1>



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice

Princip superpozice

Méjme linearni zobrazeni A : U — V), vektory by, by € V a feSeni x1,x9 € U
linearnich uloh

A<X1> = bl, A<X2> = b2.

Vezmeéme linearni kombinaci pravych stran s ag, as € R, pak

X = 1X1 + aoXy je TeSenim tlohy A(x) = ai1b; + asbs.



Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice

Kazdou matici lze chapat jako linearni zobrazeni.

Méjme matici A € R™*" pak nasledujici zobrazeni A : R” — R"™ je linearni

Ax) = A -x.
Matice linearniho zobrazeni
Méjme linearni zobrazeni A : U — V, bazi E := (ey,...,e,) prostoru U a béazi F =
(fy,...,f,) prostoru V. Vezméme u € U a jeho souradnice [ulg = (aq, ..., q,) € R”

v bazi F, tj.
u=qoie;+ -+ a,e,.

Vyjadieme obraz A(u) € V v bazi F
[A(u)]p = [A(arer + - - - + apey)|r = [ Aler) + - - - + aAle)] F
= (Ale)]r, .., [Alen)lr) [u]E,

::AE,F

kde Ap p € R™" je matice linearniho zobrazeni vzhledem k bazim F a F.



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Rozs. pt. 13 a zakl. p¥. 14: Zapiste matici B(u, v) := 3ujv; —usv3+usvy+usvs
na R? v kan. bazi a rozlozte ji na symetrickou a antisymetrickou ¢ast.

B(u,v) = 3ujv; + 0ugvg + Ouqvs + Ougvy + Ougve — lugvs + lusvy + lugvg + Ousvs =
30 0 V1

= (ul,ug,ug) . 00 —1 (%)
11 0 (O8]
%,
(300 301 3 0 YH 3 01/2
B%:§ 00—-1)+100 1]]={0 0 -+]=|00 0|,
110 0 —10 o 1/20 0
30 0 3 01/2 0 0 —1/2
By=Bp-By=(00-1|-[ 000 ]|=[00 -1
110 1/20 0 1/21 0



Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Kazdou ¢tvercovou matici lze chapat jako bilinearni formu.

Méjme matici B € R™*", pak nasledujici zobrazeni B : R" x R" — R je bilin. forma

B(U,V> = uT -B-v= y:uz :(B)U Uy .
1=1 J=1

Matice bilinearni formy

Méjme bilinedarni formu B : VxV — Rabazi E := (eq, ..., e,) prostoru V. Vezméme
u, v € V a jejich souradnice [ulp = (aq,...,a,) € R" [v]lp = (61, ..., 08,) € R", tj.

u=qqie; + -+ ape,, V:61e1+---+5nen.

B(u,v) = B(aje; + -+ + aye,, V) L a1 B(ey,v)+ -+ «a,B(e,, V)
B(el,el) B(el,en)

=D ad BiBlese)=[up- | ¢ i e
i1 j=1 B(e,,e1) ... Bley, e,)

A\ . 7

kde B € R"" je matice bilinearni formy vzhledem k bazi E.



Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Kongruentni matice

Meéjme vektorovy prostor V a jeho baze F = (ey,...,e,) a F = (fi,.... f,).
Uvazujme identické zobrazeni I : V — V a jeho matici vzhledem k bazim F a F
oznacme T := Ig p. Ta realizuje prechod mezi bazemi

VwweV: [vlp=T-|v]g

Méjme dale bilinearni formu B : )V x V — R. Pak jeji matice By a By se nazyvaji
kongruentni a splnuji
By=T! -By-T,

nebot




Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

4 2 1
Zakl. pr. 15: Klasifikujte [ 2 3 0
102
21\ 2 1\ 10 0
2 30 ro:= r2—r1> 0 4 —1 S9:= 52—51> 0 4 >
1 02 r3:=dr3—r 0 —2 7 s3:=483—8] 0 —4 98 r3:=2r3+ro
) kongr?lrencel d
4 0 0 0 0
—— (0B 4] ——— {08 0 ],
Bkt \ g op2 ) WIS O\ o 104

\ - 7
N~

kongruence 2

a jelikoz dq1, doo, d33 > 0, matice je pozitivné definitni.



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Antisymetricka bilinearni forma dava nulovou kvadratickou formu.

Méjme vektorovy prostor V a antisymetrickou bilinearnf formu B : V x V — R, pak
Vv eV : Bi(v,v)=—Bv,v),

a ted
' BA(v,v) = 0.

Matice kvadratické formy je vzdy symetricka.

Méjme bilinearni formu B : )V x V — R, pak prislusna kvadraticka forma je urcena
pouze symetrickou ¢asti

Q(v) = B(v,v) = B>(v,v) + BA(:\;,V> = B(v,v).

Méjme déle bazi E := (eq,...,e,) prostoru V a vektor v € V, pak
Q(v) =g -Bg-[vlg = Vg - (By +Bg) - [Vl =

= Ve By Ve + [V - Bg - Vs

—Qp -0




Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Klasifikace diagonalnich matic

Ma-li kvadraticka forma v néjaké bazi E diagonalni matici, tj.

dy 0 ... 0
Qp =D = O d:22 O |
00 ... dn
pak pro libovolny v € V, resp. pro jeho soutadnice [v]gp =: (a, ..., a;,) € R” plati

n

Q(v)=[v]p-D-[v]p = Z dii(v;)’

a znaménko (V) je urcéeno znaménky diagonalnich prvku. I :={1,2,...,n}. D je
e pozitivné (negativneé) definitni, pokud Vi € I d@-i(z)(),
o indefinitni, pokud Jdi,7 € I d;; > 0.d;; < 0,
e pozitivné (negativné) semidefinitni, pokud Vi € I : diié)() adjel: dj;=0,



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Klasifikace nediag. sym. matic: Gaussova eliminace + kongruentni trans-
formace

1. Zacneme s matici kvadratické formy Qp v libovolné bazi F' a provedeme Gaussovu
eliminaci bez zameény radku

(QF‘D Gauss bez zamén fédkfl> (U‘TT) o TT . QF _ U,

kde U je horni trojihelnikovd a T? doln{ trojihelnikova.

2. Nasledujici kongruentni transformace nam da diagonzil/ni matici
D=Qp=T'-Q-T=U-T.

Oba kroky lze sjednotit. Rozepisme Gaussovu eliminaci T! = T,,--- Ty - T}, pak

Qp=T, [Ty (T, Qp-T{)-T] | --- T}

n

~~

kongruence 1
A\ - _J/

Vv
kongruence 2

VO
kongruence n



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu

Rozs. pi. 15: ,,0rtogonalizujte” (e; .= (1,1,1),es = (1,—1,1),e3 := (—1,1,1)).
Termin , ortogonalizujte” znamend nalézt ortogonalni bazi F' := (f, f, f3) tak, ze

1.f; € <61>, 2. 1, € <61,82>, 3. f5 € <81,62,63>.

Ad 1. f1 = e1= (1, 1, 1)
Ad 2. f2 =€y + CVfli fQJ_f17 tJ

e-f  (1,—1,1)-(1,1,1) 1
0= (fr,fj)=ey-f fi ) = a=- == =

a tedy f2 — (17 _17 1) o %(17 17 1>: (%7 _%7 %)
Ad 3. fg ‘= e3+ 6f1 + ’yfgi ng_fl a ng_fQ, tJ

€3 - fl <_17 17 1) ) (17 17 1) 1
(f3,f1)=es- £, + pf; - £ 5 £, 1, 111 (L1 %
e; - b (-1L,L1)-(5-53.3) 1
fb-fh  (3-3.3)-G-33) 2

a tedy f3 - <_17 17 1) N %(17 17 1> + % (%7 _%7 %) — <_17 07 1>



Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu

Rozs. pf. 16: Vypoctéte ortogonalni (v eukleidovském skalarnim soucinu)
projekci vektoru u = (0,1, —1) do roviny urcené vektory v = (1,—1,0) a

w = (1,1,0).
1 1
Hleddme p=2x1v4+2zow = | —1 1| -xtak, Zzeu—plvau—plw,t,]
0 0
(1 —10> 111 N (1 —10) (1) (20-1) N L
| — X = ' ~ : 1= =35 42
1 1 0 00 1 1 0 1 021 2
1 1 172 0
p=|—-11]- 1/9 =11
0 0 0



Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu

Z3kl. pr. 16: Vypoctéte priblizné resSeni soustavy rovnic metodou nejmensich
ctvercu

2v+y =1
x+y =0
r—1y = —1

>
~
>
|
Z~7 X\
— DO
—_ =
—_

2 1 1
G 2 21 1 1

11 :( ) ATb:( ) 0 :()
1) I 2 3 11 —1 _1 9

211 I‘2::—I‘1-|—3I‘2\ 6 21 . B 5! 10 B - 2
32) /(075>. y—?, 6$+7—1,$— -




Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu

Ortogonalni/ortonormalni systém

Vektory vi,..., v, € R"\ {0} tvoii ortogondlni systém (bazi pro n = m),

pokud

(Vi v;) =0 proi #j.

Pokud navic ||v;|| = 1, pak se jedna o ortonormalni systém (bazi).
Ortogonalni matice

Ctvercovd matice Q € R™*", kterd spliluje

QT ) Q — I) a tedy Q_l — QTa

se nazyva ortogonalni. Jeji sloupce tvori ortonormalni systém.

Soustavy s ortogonalni matici

Soustava s ortogonalni matici Q € R™*" a pravou stranu b € R" je snadno Tesitelna

Q- x=b <— x=Q' b



Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu

Normalova rovnice = metoda nejmensich ¢tvercu

Méjme matici A = (ay,...,a,) € R"™*" s lin. nezavislymi sloupci a b € R™. Pokud
b ¢ H(A), pak soustava
A-x=DbD
nema reseni. Presto muze mit smysl resit nasledujici soustavu:
A-X=P- b,

kde P := A - (AT. A)_1 - AT je ortogondlni projektor na H(A). Jelikoz A m4 lin.

nezavislé sloupce, soustava je ekvivalentni normalové rovnici
AT A.-x=A" Db

Pokud b € H(A), pak P-b = b a normalova rovnice je ekvivalentni s puvodni. Pokud
je navic A (Ctvercova) regularni, pak

P=A (A" A" A'=(A A - (AH-A") =L



Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni cisla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Vypocet determinantu

Z3akl. pr. 17 a rozs. pr. 17: Vypoctéte nasledujici determinanty.

1] 2 3 1 2 3 1 2 3
4056|2023 —6] = |0 =3 —6|=1-(=3)0=0,
7 3 9 r3:=—7r1+r3 0 —6 —19 r3:=—2ro+rs 0 0 0
—11 2 1 =2 —1 21 =2 12 1 =2
1 0 2 —1|rp=r+r | 0 [2]3 =3 110 2 3 -3 B
3 =2 0 —3lrg=3r4ry| 0 4 3 =9 rya——2rotr52 | 0 0 [=3] =3 ry:=—3r4+r,
1 1 —1 2|w=ntrs| (g 3 ( rg==3rtiry | () () —9 9
12 1 =2
110 2 3 =3/ 1
=510 0 —3 —3 _5.(—1>.2-(—3).18_54.
00 0 18




Tematické okruhy

e Soustavy linearnich rovnic, maticovy pocet, inverzni matice

e Vektoroveé prostory, baze, dimenze, resitelnost soustav

e Linearni zobrazeni a souvislost s maticemi, princip superpozice
e Bilinearni formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence
e Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

e Ortogonalita, ortogonalni matice, metoda nejmensich ¢tvercu
e Vypocet determinantu

e Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace



Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace

Z3akl. pr. 18: Rozhodnéte, které z u, v jsou vlastni vektory matice A,

3 0 —10 2 —1
0 —2 0 0 0 0
kde A = 10 solu= 1 vE]
0O 0 0 2 2 0
5 2
0 0 L .
A-u=>\u: | = A ;| nema reseni, u neni vl. vektor A,
4 2
—2 —1
0 0 AR .
A-v=Av: o | = A 1 | ma feseni A =2,v je vl. vektor A.

0 0



Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace

Rozs. pr. 18: Vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice A = (f ;)) .

Vyjadieme determinant |A — M|

(31 10| 3=XA 1 | . o .o
\A—AH_|Q£D—A(51>LW 1 3_Aw43 A2—1=2—6A+8

a reSme charakteristickou rovnici

22— 6N+ 8=0.

~"

=(A=4)(A-2)

ResSenim jsou vlastni c¢isla A\ :=4 a Ay := 2. Prislusné vlastni vektory jsou nenulova
reSeni nasledujicich homogennich soustav lin. rovnic se singularnimi maticemi A — A I

3—4 1 —1 1 1
(A—)\11>°61:0. ( 1 3_4):(1 _1) :>61.:t(1>,t§£0,

(A—)\QI)°92:O: (3123i2>:(1 1) :>82Z:S(_11>,S7é0.



Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace
1 —1

- N ;o . 4 —1

Rozs. pr. 19: Lokalizujte vlastni ¢isla matice A = |

—1

S O = Do
SN = O

0
3
Kruh K;: stied v ajy = 2, polomer |ayo| + |aiz| + |aa| = 1| + |0] + | — 1| = 2,
kruh Ky stred v agy = 4, polomeér |ag| + |ags| + |ags| = 1] +|1| + | — 1| = 3,
kruh Kj: stied v ags = 2, polomér |asy| + |aga| + |ass] = |0] + 1| + 0] =1,

kruh Ky: stied v aqq = 3, polomér |aq1| + |asa| + |ass| = |0| + | — 1| +[0] = 1.

J(A) C (K1UK2UK3UK3) af




Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace

Definice

Méjme ctvercovou matici A € C"". Vlastni ¢islo A € C a jemu odpovidajici
vlastni vektor e € C" \ {0} splnuji nésledujici (nelinearni) rovnici:

A.-e=)e.

Mnozina vsech vlastnich ¢isel 0(A) C C se nazyva spektrum matice.




Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace

Vypocet vlastnich cisel

Bud A € C"" hleddme X\ € C tak, ze
A-e=MXe, e#0.
Po prevedeni na levou stranu dostavame
(A—XI)-e=0, e#0.

Tato rovnice ma netrivialni feseni, prave kdyz A — A1 je singularni. Vlastni ¢isla jsou
tedy resenim nasledujici charakteristické (polynomidlni) rovnice:

det (A — A1) = 0].

Vypocet vlastnich vektoru

Mame-li vlastni cislo A € C matice A € C"*", pak A — Ml je singularni a odpovidajici
vlastni vektory jsou z N(A — AI) \ {0}, tedy fesime homogenni soustavu lin. rovnic

(A—)XI)-e=0|




Vlastni ¢isla a vektory, charakteristicka rovnice, diagonalizace

Diagonalizace
Méjme A € C™*" oznacme vlastni ¢isla A1, ..., A\, € C a predpokladejme, Ze prislusné
vlastn{ vektory ey, ..., e, € C"\ {0} jsou lin. nezavislé. Pak
M 0O ... 0
A-(e,...,e,)=(Nep...., \e,) = (er,...,e,) O )\2 O :
= A0 0 - A, ’

~~

a tedy 1
U -A-U=D.

Na levé strané rovnosti je podobnostni transformace matice A, tj. vyjadreni linearniho
zobrazeni A : C" — C" v bazi vlastnich vektoru. Mame novou faktorizaci

A=U.-D-U L



Hodné stésti u zkousky!

Jdéte mu naproti.



Péekné Vanoce!




