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Zkouška z Lineárńı algebry — verze X

3 př́ıklady ze zákl. sady

1. Řešte soustavu lineárńıch rovnic.

(1− ı)x + (1− 2ı)y = 1− ı

ıx− 2y = ı

2. Rozhodněte, zda jsou vektory u,v,w ∈ R3 lineárně nezávislé:

u = (−2,−0,−1), v = (0, 1, 1),w = (0,−2,−2).

3. Klasifikujte následuj́ıćı matici kvadratické formy:


3 3 3
3 2 1
3 1 5


 .



Zkouška z Lineárńı algebry — verze X

2 př. z rozš. sady, 1 pro ty, co pochopili, a 1 z teorie

4. Určete bázi a dimenzi V

V = {ax2 + bx + c ∈ P2|a + b + c = 0 ∧ a + 2b + c = 0}.

5. Je dáno lineárńı zobrazeńı A : P2 7→ R
2 definované předpisy

A(1 + x) = (1,−1), ,A(1 + x + x2) = (1, 2), A(x) = (0,−1).

Nalezněte alespoň jeden p ∈ P2 takový, že A(p) = (2, 3).

6. a) Nakreslete libovolné nenulové vektory a,b, c ∈ R
2 tak, že c je lin. kombinaćı

a,b.
b) Klasifikujte kv. formu Q na P2, když v́ıte, že Q(1 + x) = 1 a Q(x2) = −2.

7. Teoretickou otázku neprozrad́ım. Pouze naznač́ım.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Zákl. př. 1: 2x2 soustava s komplexńımi č́ısly

ı x1 − (1 + ı) x2 = 1− ı
x1 − ı x2 = ı

Krok 1. Gaussova eliminace(
ı , −1− ı 1− ı
1 , −ı ı

)
r2:=ı r2−r1−−−−−−→

(
ı , −1− ı 1− ı
0 , 2 + ı −2 + ı

)

kde

ı (−ı)− (−1− ı) = 1 + 1 + ı = 2 + ı, ı ı− (1− ı) = −1− 1 + ı = −2 + ı.

Krok 2. Zpětné dosazováńı

x2=
−2 + ı

2 + ı
·
2− ı

2− ı
=

−4 + 1 + 2ı + 2ı

4 + 1
= −

3

5
+

4

5
ı

x1=
1− ı + (1 + ı)(−3/5 + (4/5)ı)

ı
=

5− 5ı + (−3− 4− 3ı + 4ı)

5ı
=

−2− 4ı

5ı
·
ı

ı
= −

4

5
+
2

5
ı.



Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Zákl. př. 2: 3x3 soustava lin. rovnic s dvěma pravými stranami

2u1 − u2 = 1
−u1 − 2u2 + u3 = −2
−u1 + 2u2 + u3 = 2

2v1 − v2 = 1
−v1 − 2v2 + v3 = −1
−v1 + 2v2 + v3 = 0

Řešeńı Gauss–Jordanovou metodou




2 −1 0 1 1
−1 −2 1 −2 −1
−1 2 1 2 0


 r2:=r1+2r2−−−−−−→

r3:=r1+2r3




2 −1 0 1 1
0 −5 2 −3 −1
0 3 2 5 1


 −−−−−−−→

r3:=3r2+5r3




2 −1 0 1 1
0 −5 2 −3 −1
0 0 16 16 2




r2:=−8r2+r3−−−−−−−→




2 −1 0 1 1
0 40 0 40 10
0 0 16 16 2


 r1:=40r1+r2−−−−−−−→




80 0 0 80 50
0 40 0 40 10
0 0 16 16 2


 −→




1 0 0 1 5/8
0 1 0 1 1/4
0 0 1 1 1/8




u1 = u2 = u3 = 1, v1 = 5/8, v2 = 1/4, v3 = 1/8



Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Rozš. př. 1: Řešte soustavu a parametrizujte řešeńı.

x1 + x2 + x3 = 1
x1 − x2 + 2x3 = −1
x1 + 3x2 = 3




1 1 1 1
1 −1 2 −1
1 3 0 3


 r2:=r2−r1−−−−−→

r3:=r3−r1




1 1 1 1
0 −2 1 −2
0 2 −1 2


 r3:=r3+r2−−−−−→




1 1 1 1
0 −2 1 −2
0 0 0 0




x1 + x2 + x3 = 1
− 2x2 + x3 = −2

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı. Za přebytečné neznámé zavedeme parametry

x3 =: t ∈ R

a provedeme zpětné dosazováńı

x2 =(−2− x3)/(−2) = 1 +
1

2
t, x1 =1− x2 − x3 = 1− (1 + t/2)− t = −

3

2
t.



Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Rozš. př. 2: Vypočtěte inverzńı matici k A :=




2 −1 0
−1 −2 1
−1 2 1


.

(A|I3) =




2 −1 0 1 0 0
−1 −2 1 0 1 0
−1 2 1 0 0 1


 r2:=r1+2r2−−−−−−→

r3:=r1+2r3




2 −1 0 1 0 0
0 −5 2 1 2 0
0 3 2 1 0 2


 −−−−−−−→

r3:=3r2+5r3

−−−−−−−→
r3:=3r2+5r3




2 −1 0 1 0 0
0 −5 2 1 2 0
0 0 16 8 6 10


 r2:=−8r2+r3−−−−−−−→




2 −1 0 1 0 0
0 40 0 0 −10 10
0 0 16 8 6 10


 r1:=40r1+r2−−−−−−−→

r1:=40r1+r2−−−−−−−→




80 0 0 40 −10 10
0 40 0 0 −10 10
0 0 16 8 6 10


 −→




1 0 0 1/2 −1/8 1/8
0 1 0 0 −1/4 1/4
0 0 1 1/2 3/8 5/8




A−1 =



1/2 −1/8 1/8
0 −1/4 1/4
1/2 3/8 5/8






Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Gaussova eliminace = LU rozklad

Ekvivalentńı úpravy
(A|b) −→ (U|c)

lze zapsat do matice L̃ tak, že

L̃ · (A|b) = (U|c) .

Pokud jsme během Gaussovy eliminace neprováděli záměnu řádk̊u, pak

L̃ =




× 0 . . . 0 0
× × . . . 0 0
... ... . . . ... ...
× × . . . × 0
× × . . . × ×




U =




× × . . . × ×
0 × . . . × ×
... ... . . . ... ...
0 0 . . . × ×
0 0 . . . 0 ×




jsou dolńı (lower), resp. horńı (upper) trojúhelńıková matice.



Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

Výpočet inverzńı matice Gauss–Jordanovou metodou

Je-li A ∈ R
n×n regulárńı, pak plat́ı

A−1 ·A = A ·A−1 = In.

Hledáme matici X := (xs
1,x

s
2, . . . ,x

s
n) ∈ R

n×n tak, že

A ·X =A · (xs
1,x

s
2, . . . ,x

s
n) = (is1, i

s
2, . . . , i

s
n)= In.

To je ale soustava s n pravými stranami

A · xs
1 = is1, A · xs

2 = is2, . . . , A · xs
n = isn.

Soustavu vyřeš́ıme Gauss–Jordanovou metodou

(A|is1, i
s
2, . . . , i

s
n) = (A|In)

Gaussova metoda
−−−−−−−−−→

(
U|X̃

)
Jordanova metoda
−−−−−−−−−−→ (In|X) .

A−1 = X



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Rozš. př. 5: Jsou 1− x + x2, 2 + x− 2x2 a 1 + 2x− 3x2 lineárně závislé?

Hledáme α1, α2, α3 ∈ R tak, že

∀x ∈ R : α1(1− x + x2) + α2(2 + x− 2x2) + α3(1 + 2x− 3x2) = 0,

∀x ∈ R : 1(α1 + 2α2 + α3) + x(−α1 + α2 + 2α3) + x2(α1 − 2α2 − 3α3) = 0.

Dı́ky lineárńı nezávislosti 1, x a x2 dostáváme soustavu lineárńıch rovnic

α1 + 2α2 + α3 = 0,
−α1 + α2 + 2α3 = 0,
α1 − 2α2 −+ 3α3 = 0.

Soustava je homogenńı, tj. má nulovou pravou stranu, kterou při řešeńı neopisujeme



1 2 1
−1 1 2
1 −2 −3


 r2:=r1+r2−−−−−−→

r3:=−r1+r3



1 2 1
0 3 3
0 −4 −4


 −−−−−−−→

r3:=4r2+3r3



1 2 1
0 3 3
0 0 0


 .

Řešeńı je nekonečně mnoho, jsou lineárně závislé.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Zákl. př. 5: Je (1, 2,−1) lineárńı kombinaćı (1, 1, 1) a (0, 1,−2) a (2, 1, 4)?

Hledáme α1, α2, α3 ∈ R tak, že

α1



1
1
1


 + α2




0
1
−2


 + α3



2
1
4


 =




1
2
−1







1 0 2 1
1 1 1 2
1 −2 4 −1


 r3:=r3−r1−−−−−→

r2:=r2−r1




1 0 2 1
0 1 −1 1
0 −2 2 −2


 r3:=r3+2r2−−−−−−→




1 0 2 1
0 1 −1 1
0 0 0 0




Dostáváme nekonečně mnoho řešeńı. Jedná se o lineárńı kombinaci.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Zákl. př. 6: Najděte bázi a dimenzi U := {x ∈ R
3 : x1 + x2 + x3 = 0}.

Řeš́ıme soustavu
x1 + x2 + x3 = 0.

Zavedeme parametry
x3 := t ∈ R, x2 := s ∈ R

a dosad́ıme
x1 = −x2 − x3 = −s− t.

Dostáváme parametrické vyjádřeńı prostoru

U := {x = (−s− t, s, t) : s, t ∈ R} = {x = s(−1, 1, 0) + t(−1, 0, 1) : s, t ∈ R} ,

a tedy libovolný vektor x ∈ U je lineárńı kombinaćı dvou bázových vektor̊u

F := (f1 := (−1, 1, 0), f2 := (−1, 0, 1)}.

Dimenze U je 2. Jedná se o rovinu v R
3 procházej́ıćı počátkem.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Rozš. př. 7: Najděte bázi a dimenzi U := {p(x) :=
∑2

i=0 aix
i : a0 + a1 =

0, a0 − a1 + a2 = 0}.

Řeš́ıme soustavu (nulovou pravou stranu neopisujeme)

a0 + a1 = 0,
a0 − a1 + a2 = 0,

(
1 1 0
1 −1 1

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 0
0 −2 1

)
.

Zavedeme parametr
a2 := t ∈ R

a dosad́ıme

a1 =
1

2
a2 =

1

2
t, a0 = −a1 = −

1

2
t.

Dostáváme parametrické vyjádřeńı prostoru

U :=

{
p(x) = −

1

2
t +

1

2
tx + tx2 : t ∈ R

}
=

{
p(x) = t

(
−
1

2
+
1

2
x + x2

)
: t ∈ R

}
,

a tedy

F :=

(
f1(x) := −

1

2
+
1

2
x + x2

)
, dimU = 1.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Rozš. př. 8: Vypočtěte souřadnice [1− x+ x2]F v bázi F := (1−x− x2, 1+
x− x2,−1 + x + 2x2).

Hledáme koeficienty α1, α2, α3 ∈ R lineárńı kombinace

∀x ∈ R : α1(1− x− x2) + α2(1 + x− x2) + α3(−1 + x + 2x2) = 1− x + x2,

tj.

∀x ∈ R : 1(α1 + α2 − α3)+x(−α1 + α2 + α3)+x
2(−α1 − α2 + 2α3) = 1+(−1)x+1x2.

Dı́ky lineárńı nezávislosti funkćı 1, x, x2 stač́ı porovnat koeficienty u těchto funkćı



1 1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 −1 2 1


 r2:=r2+r1−−−−−→

r3:=r3+r1




1 1 −1 1
0 2 0 0
0 0 1 2


 .

Řešeńı je

α3 = 2, α2 = 0, α1 = 1− α2 + α3 = 3, a tedy [1− x + x2]F = (3, 0, 2).

Zkouška: 3(1− x− x2) + 0(1 + x− x2) + 2(−1 + x + 2x2) = 1− x + x2.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Báze vektorového prostoru

Mějme vektorový prostor V . Uspořádaná množina nenulových vektor̊u F :=
(f1, f2, . . . , fn) tvoř́ı bázi vektorového prostoru V , pokud

1. F ⊂ V ,

2. f1, f2, . . . , fn jsou lineárně nezávislé,

3. libovolný vektor v ∈ V je lineárńı kombinaćı f1, f2, . . . , fn, tj.

α1f1 + α2f2 + . . . αnfn = v.

Souřadnice vektoru v bázi, dimenze

Plat́ı, že lineárńı kombinace je pro bázi vždy jednoznačná. Výsledné koeficienty
α1, . . . , αn nazýváme souřadnice vektoru v v bázi F a znač́ıme [v]F :=
(α1, . . . , αn).

Plat́ı, že počet bázových vektor̊u n vektorového prostoru V je vždy stejný, ř́ıkáme mu
dimenze V a znač́ıme dimV := n.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Hledá se reprezentace vektor̊u — tzv. báze

generuj́ıćı jednoznačně celý prostor V , a tedy žádný z vektor̊u neńı zbytečný.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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• e1, e2 tvoř́ı bázi R2, a tedy generuj́ı R2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1 + x2e2.

• f1, f2 netvoř́ı bázi R
2, nesplňuj́ı 2. ani 3.

• e1, e2, f2 netvoř́ı bázi R
2, nejsou lin. nezávislé:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = x1e1+x2e2 = (x1−x2)e1+x2f2.

• e1, f2 tvoř́ı bázi R2, a tedy generuj́ı R2 jedno-
značně:

∀x := (x1, x2) ∈ R
2 : x = (x1 − x2)e1 + x2f2.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Nulový prostor (jádro) matice A

N (A) := {x : A · x = 0} .

Obecné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Uvažujme A ∈ R
m×n, b ∈ Rm a soustavu

A · x = b.

Máme-li libovolné tzv. partikulárńı řešeńı xP této soustavy, pak obecné řešeńı se bude
lǐsit od partikulárńıho právě o vektory z jádra matice A, tj.

∀xH ∈ N (A) : A · (xH + xP) = b, kde A · xP = b.

Vektor̊um xH ∈ N (A) ř́ıkáme homogenńı řešeńı, nebot’ řeš́ı homogenńı (s nulovou
pravou stranou) soustavu

A · xH = 0.



Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

Obecná Gauss–Jordanova metoda pro 0, 1 i ∞ řešeńı

1. (A|b)
Gaussova (dopředná) eliminace
−−−−−−−−−−−−−−−−→ (U|c)

2. Pokud c 6∈ S(U) soustava nemá řešeńı, jinak

(U|c)
Jordanova (zpětná) eliminace
−−−−−−−−−−−−−−−→

(
R x̃P

0 0

)
.

3. Pokud R = I, pak xP (doplńıme x̃P nulami) je jediným řešeńım, jinak

R
záměna sloupc̊u
−−−−−−−−→ R̃ =

(
I F

)
, Ñ =

(
−F
I

)
záměna řádk̊u
−−−−−−−→ N.

4. Soustava má ∞ řešeńı ve tvaru

x := xP +N · t︸︷︷︸
=xH

,

kde t ∈ Rn−h je vektor parametr̊u.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Rozš. př. 9: Je dáno A(1−x+x2) = (1, 1), A(1+x−x2) = (1, 0), A(−1+x+x2) =
(0, 1). Spočtěte A(1).

Funkci p(x) := 1 vyjádř́ıme v bázi E :=
(
1− x + x2, 1 + x− x2,−1 + x + x2

)
, tj.

hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

∀x ∈ R : α1(1−x+x2) + α2(1+x−x2) + α3(−1+x+x2) = 1+0x+0x2




1 1 −1 1
−1 1 1 0
1 −1 1 0


 r2:=r2+r1−−−−−→

r3:=r3−r1




1 1 −1 1
0 2 0 1
0 −2 2 −1


 −−−−−→

r3:=r3+r2




1 1 −1 1
0 2 0 1
0 0 2 0


 −→ α =



1/2
1/2
0




Obraz A(1) je lineárńı kombinace obraz̊u bázových funkćı

A(1) = α1A(1− x + x2) + α2A(1 + x− x2) + α3A(−1 + x + x2) =

=
1

2
(1, 1) +

1

2
(1, 0) + 0(0, 1) =

= (1, 1/2).



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Rozš. př. 10: Je dáno A(1 − x + x2) = (1, 1), A(1 + x − x2) = (1, 0), A(−1 +
x + x2) = (0, 1). Najděte všechny p(x) ∈ P2: A(p) = (0, 0).

Najděme všechny lineárńı kombinace (1, 1), (1, 0) a (0, 1), které dávaj́ı (0, 0), tj.
hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

α1(1, 1) + α2(1, 0) + α3(0, 1) = (0, 0)
(

1 1 0 0
1 0 1 0

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 1 0 0
0 −1 1 0

)
−→ α3 = t, α2 = t, α1 = −t, t ∈ R.

Vzorem p(x) : A(p(x)) = (0, 0) jsou stejné lineárńı kombinace vzor̊u bázových funkćı
1− x + x2, 1 + x− x2 a −1 + x + x2

p(x) = α1(1− x + x2) + α2(1 + x− x2) + α3(−1 + x + x2) =

= −t(1− x + x2) + t(1 + x− x2) + t(−1 + x + x2) =

= t(−1 + 3x− x2), t ∈ R.



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Zákl. př. 11 a 12: Je dáno lin. zobr. A(1, 1,−1) = (1, 1), A(1,−1, 0) = (−2, 0),
A(1, 1, 1) = (0, 1). Vypočtěte N (A), d(A), H(A), h(A).

Pro výpočet nulového prostoru vyjádřeme (0, 0) jako lin. kombinaci obraz̊u báze, tj.
hledáme α1, α2, α3 ∈ R:

α1(1, 1) + α2(−2, 0) + α3(0, 1) = (0, 0),
(

1 −2 0 0
1 0 1 0

)
−−−−−→
r2:=r2−r1

(
1 −2 0 0
0 2 1 0

)
−→ α3 = t, α2 = −

1

2
t, α1 = −t, t ∈ R.

Nulový prostor obsahuje stejné lineárńı kombinace vzor̊u

N (A) =

{
−t(1, 1,−1)−

1

2
t(1,−1, 0) + t(1, 1, 1) : t ∈ R

}
=

〈(
−
1

2
,
1

2
, 2

)〉
, d(A) = 1.

Ze zákona zachováńı dimenze v́ıme, že

h(A) = n− d(A) = dimR
3 − d(A) = 3− 1= 2.

Zároveň je obor hodnot podprostorem R2, muśı tedy platit

H(A) = R
2.



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Zákl. př. 13: Nalezněte matici lineárńıho zobrazeńı A : R3 ∋ (x1, x2, x3) 7→
(x1 + 2x2, x1 − x3) ∈ R2 vzhledem ke kanonickým báźım.

(
1x1 + 2x2 + 0x3
1x1 + 0x2 − 1x2

)
=

(
(1, 2, 0) · (x1, x2, x3)
(1, 0,−1) · (x1, x2, x3)

)
=

(
1 2 0
1 0 −1

)
·



x1
x2
x3




A :=

(
1 2 0
1 0 −1

)



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Princip superpozice

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , vektory b1,b2 ∈ V a řešeńı x1,x2 ∈ U
lineárńıch úloh

A(x1) = b1, A(x2) = b2.

Vezměme lineárńı kombinaci pravých stran s α1, α2 ∈ R, pak

x = α1x1 + α2x2 je řešeńım úlohy A(x) = α1b1 + α2b2.



Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

Každou matici lze chápat jako lineárńı zobrazeńı.

Mějme matici A ∈ R
m×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı A : Rn → R

m je lineárńı

A(x) := A · x.

Matice lineárńıho zobrazeńı

Mějme lineárńı zobrazeńı A : U → V , bázi E := (e1, . . . , en) prostoru U a bázi F :=
(f1, . . . , fm) prostoru V . Vezměme u ∈ U a jeho souřadnice [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

v bázi E, tj.
u = α1e1 + · · · + αnen.

Vyjádřeme obraz A(u) ∈ V v bázi F

[A(u)]F = [A(α1e1 + · · · + αnen)]F = [α1A(e1) + · · · + αnA(en)]F
= ([A(e1)]F , . . . , [A(en)]F )︸ ︷︷ ︸

=:AE,F

·[u]E,

kde AE,F ∈ Rm×n je matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k báźım E a F .



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Rozš. př. 13 a zákl. př. 14: Zapǐste matici B(u,v) := 3u1v1−u2v3+u3v1+u3v2
na R3 v kan. bázi a rozložte ji na symetrickou a antisymetrickou část.

B(u,v) = 3u1v1 + 0u1v2 + 0u1v3 + 0u2v1 + 0u2v2 − 1u2v3 + 1u3v1 + 1u3v2 + 0u3v3 =

= (u1, u2, u3) ·



3 0 0
0 0 −1
1 1 0




︸ ︷︷ ︸
=:BE

·



v1
v2
v3




BS
E =

1

2





3 0 0
0 0 −1
1 1 0


 +



3 0 1
0 0 1
0 −1 0




 =




3 0 0+1
2

0 0 −1+1
2

1+0
2

1−1
2 0


=




3 0 1/2
0 0 0
1/2 0 0


,

BA
E = BE −BS

E =



3 0 0
0 0 −1
1 1 0


−




3 0 1/2
0 0 0
1/2 0 0


=




0 0 −1/2
0 0 −1
1/2 1 0


.



Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Každou čtvercovou matici lze chápat jako bilineárńı formu.

Mějme matici B ∈ R
n×n, pak následuj́ıćı zobrazeńı B : Rn × R

n → R je bilin. forma

B(u,v) := uT ·B · v =
n∑

i=1

ui

n∑

j=1

(B)ij vj.

Matice bilineárńı formy

Mějme bilineárńı formu B : V×V → R a bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V . Vezměme
u,v ∈ V a jejich souřadnice [u]E = (α1, . . . , αn) ∈ Rn, [v]E = (β1, . . . , βn) ∈ Rn, tj.

u = α1e1 + · · · + αnen, v = β1e1 + · · · + βnen.

B(u,v) = B(α1e1 + · · · + αnen,v)
1.
= α1B(e1,v) + · · · + αnB(en,v)

2.
=

n∑

i=1

αi

n∑

j=1

βjB(ei, ej)= [u]TE ·



B(e1, e1) . . . B(e1, en)

... . . . ...
B(en, e1) . . . B(en, en)




︸ ︷︷ ︸
=:BE

·[v]E,

kde BE ∈ R
n×n je matice bilineárńı formy vzhledem k bázi E.



Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

Kongruentńı matice

Mějme vektorový prostor V a jeho báze E := (e1, . . . , en) a F := (f1, . . . , fn).
Uvažujme identické zobrazeńı I : V → V a jeho matici vzhledem k báźım E a F
označme T := IE,F . Ta realizuje přechod mezi bázemi

∀v ∈ V : [v]F = T · [v]E.

Mějme dále bilineárńı formu B : V × V → R. Pak jej́ı matice BE a BF se nazývaj́ı
kongruentńı a splňuj́ı

BE = TT ·BF ·T,

nebot’

B(u,v) = [u]TF ·BF · [v]F = (T · [u]E)
T ·BF · (T · [v]E) =

= [u]TE ·
(
TT ·BF ·T

)
︸ ︷︷ ︸

=BE

· [v]E.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Zákl. př. 15: Klasifikujte



4 2 1
2 3 0
1 0 2


.




4 2 1
2 3 0
1 0 2


 r2:=2r2−r1−−−−−−→

r3:=4r3−r1




4 2 1
0 4 −1
0 −2 7


 s2:=2s2−s1−−−−−−→

s3:=4s3−s1



4 0 0
0 8 −4
0 −4 28




︸ ︷︷ ︸
kongruence 1

−−−−−−→
r3:=2r3+r2

−−−−−−→
r3:=2r3+r2



4 0 0
0 8 −4
0 0 52


 −−−−−−→

s3:=2s3+s2




4 0 0
0 8 0
0 0 104




︸ ︷︷ ︸
kongruence 2

,

a jelikož d11, d22, d33 > 0, matice je pozitivně definitńı.



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Antisymetrická bilineárńı forma dává nulovou kvadratickou formu.

Mějme vektorový prostor V a antisymetrickou bilineárńı formu BA : V ×V → R, pak

∀v ∈ V : BA(v,v) = −BA(v,v),

a tedy
BA(v,v) = 0.

Matice kvadratické formy je vždy symetrická.

Mějme bilineárńı formu B : V × V → R, pak př́ıslušná kvadratická forma je určena
pouze symetrickou část́ı

Q(v) := B(v,v) = BS(v,v) +BA(v,v)︸ ︷︷ ︸
=0

= BS(v,v).

Mějme dále bázi E := (e1, . . . , en) prostoru V a vektor v ∈ V , pak

Q(v) = [v]TE ·BE · [v]E = [v]TE ·
(
BS

E +BA
E

)
· [v]E =

= [v]TE · BS
E︸︷︷︸

=:QE

·[v]E + [v]TE ·BA
E · [v]E︸ ︷︷ ︸

=0

.



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Klasifikace diagonálńıch matic

Má-li kvadratická forma v nějaké bázi E diagonálńı matici, tj.

QE = D =




d11 0 . . . 0
0 d22 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . dnn


 ,

pak pro libovolný v ∈ V , resp. pro jeho souřadnice [v]E =: (α1, . . . , αn) ∈ R
n plat́ı

Q(v) = [v]TE ·D · [v]E =
n∑

i=1

dii(αi)
2

a znaménko Q(v) je určeno znaménky diagonálńıch prvk̊u. I := {1, 2, . . . , n}. D je

• pozitivně (negativně) definitńı, pokud ∀i ∈ I : dii
>
(<)0,

• indefinitńı, pokud ∃i, j ∈ I : dii > 0, djj < 0,

• pozitivně (negativně) semidefinitńı, pokud ∀i ∈ I : dii
≥
(≤)0 a ∃j ∈ I : djj = 0,



Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

Klasifikace nediag. sym. matic: Gaussova eliminace + kongruentńı trans-
formace

1. Začneme s matićı kvadratické formy QF v libovolné bázi F a provedeme Gaussovu
eliminaci bez záměny řádk̊u

(QF |I)
Gauss bez záměn řádk̊u
−−−−−−−−−−−−→ (U|TT ) ⇔ TT ·QF = U,

kde U je horńı trojúhelńıková a TT dolńı trojúhelńıková.

2. Následuj́ıćı kongruentńı transformace nám dá diagoná́lńı matici

D := QE := TT ·QF ·T= U ·T.

Oba kroky lze sjednotit. Rozepǐsme Gaussovu eliminaci TT = Tn · · ·T2 ·T1, pak

QE = Tn · · ·


T2 ·

(
T1 ·QF ·TT

1

)
︸ ︷︷ ︸

kongruence 1

·TT
2




︸ ︷︷ ︸
kongruence 2

· · ·TT
n

︸ ︷︷ ︸
kongruence n

.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Rozš. př. 15: ,,Ortogonalizujte” (e1 := (1, 1, 1), e2 := (1,−1, 1), e3 := (−1, 1, 1)).

Termı́n ,,ortogonalizujte” znamená nalézt ortogonálńı bázi F := (f1, f2, f3) tak, že

1. f1 ∈ 〈e1〉, 2. f2 ∈ 〈e1, e2〉, 3. f3 ∈ 〈e1, e2, e3〉.

Ad 1. f1 := e1= (1, 1, 1).

Ad 2. f2 := e2 + αf1: f2⊥f1, tj.

0 = (f2, f1)= e2 · f1 + αf1 · f1 =⇒ α = −
e2 · f1
f1 · f1

= −
(1,−1, 1) · (1, 1, 1)

(1, 1, 1) · (1, 1, 1)
= −

1

3
,

a tedy f2 = (1,−1, 1)− 1
3(1, 1, 1)=

(
2
3,−

4
3,

2
3

)
.

Ad 3. f3 := e3 + βf1 + γf2: f3⊥f1 a f3⊥f2, tj.

0 = (f3, f1)= e3 · f1 + βf1 · f1 =⇒ β = −
e3 · f1
f1 · f1

= −
(−1, 1, 1) · (1, 1, 1)

(1, 1, 1) · (1, 1, 1)
= −

1

3
,

0 = (f3, f2)= e3 · f2 + γf2 · f2 =⇒ γ = −
e3 · f2
f2 · f2

= −
(−1, 1, 1) ·

(
2
3,−

4
3,

2
3

)
(
2
3,−

4
3,

2
3

)
·
(
2
3,−

4
3,

2
3

) =
1

2
,

a tedy f3 = (−1, 1, 1)− 1
3
(1, 1, 1) + 1

2

(
2
3
,−4

3
, 2
3

)
= (−1, 0, 1).



Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Rozš. př. 16: Vypočtěte ortogonálńı (v eukleidovském skalárńım součinu)
projekci vektoru u = (0, 1,−1) do roviny určené vektory v = (1,−1, 0) a
w = (1, 1, 0).

Hledáme p = x1 v + x2w =




1 1
−1 1
0 0


 · x tak, že u− p⊥v a u− p⊥w, t.j.

(
1 −1 0
1 1 0

)
·




1 1
−1 1
0 0


·x =

(
1 −1 0
1 1 0

)
·




0
1
−1




 

(
2 0 −1
0 2 1

)
: x1 = −

1

2
, x2 =

1

2
.

p =




1 1
−1 1
0 0


 ·

(
−1/2
1/2

)
=



0
1
0






Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Zákl. př. 16: Vypočtěte přibližné řešeńı soustavy rovnic metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

2x + y = 1

x + y = 0

x− y = −1

AT A =

(
2 1 1
1 1 −1

)
·



2 1
1 1
1 −1


 =

(
6 2
2 3

)
, AT b =

(
2 1 1
1 1 −1

)
·




1
0
−1


 =

(
1
2

)
,

(
6 2 1
2 3 2

)
r2:=−r1+3 r2−−−−−−−→

(
6 2 1
0 7 5

)
: y =

5

7
, 6x +

10

7
= 1, x = −

2

7



Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Ortogonálńı/ortonormálńı systém

Vektory v1, . . . ,vm ∈ Rn \ {0} tvoř́ı ortogonálńı systém (bázi pro n = m),
pokud

(vi,vj) = 0 pro i 6= j.

Pokud nav́ıc ‖vi‖ = 1, pak se jedná o ortonormálńı systém (bázi).

Ortogonálńı matice

Čtvercová matice Q ∈ Rn×n, která splňuje

QT ·Q = I, a tedy Q−1 = QT ,

se nazývá ortogonálńı. Jej́ı sloupce tvoř́ı ortonormálńı systém.

Soustavy s ortogonálńı matićı

Soustava s ortogonálńı matici Q ∈ R
n×n a pravou stranu b ∈ R

n je snadno řešitelná

Q · x = b ⇐⇒ x = QT · b.



Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Normálová rovnice = metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Mějme matici A := (a1, . . . , an) ∈ R
m×n s lin. nezávislými sloupci a b ∈ R

m. Pokud
b 6∈ H(A), pak soustava

A · x = b

nemá řešeńı. Přesto může mı́t smysl řešit následuj́ıćı soustavu:

A · x̂ = P · b,

kde P := A ·
(
AT ·A

)−1
· AT je ortogonálńı projektor na H(A). Jelikož A má lin.

nezávislé sloupce, soustava je ekvivalentńı normálové rovnici

AT ·A · x̂ = AT · b.

Pokud b ∈ H(A), pak P ·b = b a normálová rovnice je ekvivalentńı s p̊uvodńı. Pokud
je nav́ıc A (čtvercová) regulárńı, pak

P = A · (AT ·A)−1 ·AT =
(
A ·A−1

)
·
(
(AT )−1 ·AT

)
= I.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Výpočet determinant̊u

Zákl. př. 17 a rozš. př. 17: Vypočtěte následuj́ıćı determinanty.

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
r2:=−4r1+r2=
r3:=−7r1+r3

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12

∣∣∣∣∣∣
=

r3:=−2r2+r3

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 −3 −6
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1.
=1 · (−3) · 0=0,

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 1 −2
1 0 2 −1
3 −2 0 −3
1 1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

r2:=r1+r2=
r3:=3r1+r4
r4:=r1+r3

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 1 −2
0 2 3 −3
0 4 3 −9
0 3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r3:=−2r2+r3
r4:=−3r2+2r4

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 1 −2
0 2 3 −3
0 0 −3 −3
0 0 −9 9

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r4:=−3r3+r4

=
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 1 −2
0 2 3 −3
0 0 −3 −3
0 0 0 18

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
1

2
· (−1) · 2 · (−3) · 18=54.



Tematické okruhy

• Soustavy lineárńıch rovnic, maticový počet, inverzńı matice

• Vektorové prostory, báze, dimenze, řešitelnost soustav

• Lineárńı zobrazeńı a souvislost s maticemi, princip superpozice

• Bilineárńı formy a souvislost s maticemi, rozklad, kongruence

• Kvadratické formy a souvislost s maticemi, klasifikace

• Ortogonalita, ortogonálńı matice, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

• Výpočet determinant̊u

• Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Zákl. př. 18: Rozhodněte, které z u, v jsou vlastńı vektory matice A,

kde A :=




3 0 −1 0
0 −2 0 0
−1 0 3 0
0 0 0 2


, u :=




2
0
1
2


, v :=




−1
0
−1
0


.

A · u = λu :




5
0
1
4


 = λ




2
0
1
2


 nemá řešeńı,u neńı vl. vektor A,

A · v = λv :




−2
0
−2
0


 = λ




−1
0
−1
0


 má řešeńı λ = 2,v je vl. vektor A.



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Rozš. př. 18: Vypočtěte vlastńı č́ısla a vektory matice A :=

(
3 1
1 3

)
.

Vyjádřeme determinant |A− λI|

|A− λ I| =

∣∣∣∣
(
3 1
1 3

)
− λ

(
1 0
0 1

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
3− λ 1
1 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2 − 1 = λ2 − 6λ + 8

a řešme charakteristickou rovnici

λ2 − 6λ + 8︸ ︷︷ ︸
=(λ−4)(λ−2)

= 0.

Řešeńım jsou vlastńı č́ısla λ1 := 4 a λ2 := 2. Př́ıslušné vlastńı vektory jsou nenulová
řešeńı následuj́ıćıch homogenńıch soustav lin. rovnic se singulárńımi maticemi A−λ I:

(A− λ1 I) · e1 = 0 :

(
3− 4 1
1 3− 4

)
=

(
−1 1
1 −1

)
⇒ e1 := t

(
1
1

)
, t 6= 0,

(A− λ2 I) · e2 = 0 :

(
3− 2 1
1 3− 2

)
=

(
1 1
1 1

)
⇒ e2 := s

(
−1
1

)
, s 6= 0.



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Rozš. př. 19: Lokalizujte vlastńı č́ısla matice A :=




2 1 0 −1
1 4 1 −1
0 1 2 0
0 −1 0 3


.

Kruh K1: střed v a11 = 2, poloměr |a12| + |a13| + |a14| = |1| + |0| + | − 1| = 2,
kruh K2: střed v a22 = 4, poloměr |a21| + |a23| + |a24| = |1| + |1| + | − 1| = 3,
kruh K3: střed v a33 = 2, poloměr |a31| + |a32| + |a34| = |0| + |1| + |0| = 1,
kruh K4: střed v a44 = 3, poloměr |a41| + |a42| + |a43| = |0| + | − 1| + |0| = 1.

0 1 2 3 4 5 6 7
−3

−2

−1

0

1

2

3

K1

K2

K3 K4

σ(A) ⊂ (K1 ∪K2 ∪K3 ∪K3)



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Definice

Mějme čtvercovou matici A ∈ Cn×n. Vlastńı č́ıslo λ ∈ C a jemu odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor e ∈ C

n \ {0} splňuj́ı následuj́ıćı (nelineárńı) rovnici:

A · e = λ e.

Množina všech vlastńıch č́ısel σ(A) ⊂ C se nazývá spektrum matice.

0 0.5 1 1.5

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1 e1

e2

A · e1

A · e2



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Výpočet vlastńıch č́ısel

Bud’ A ∈ C
n×n, hledáme λ ∈ C tak, že

A · e = λ e, e 6= 0.

Po převedeńı na levou stranu dostáváme

(A− λ I) · e = 0, e 6= 0.

Tato rovnice má netriviálńı řešeńı, právě když A− λ I je singulárńı. Vlastńı č́ısla jsou
tedy řešeńım následuj́ıćı charakteristické (polynomiálńı) rovnice:

det (A− λ I) = 0 .

Výpočet vlastńıch vektor̊u

Máme-li vlastńı č́ıslo λ ∈ C matice A ∈ Cn×n, pak A−λI je singulárńı a odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory jsou z N (A− λI) \ {0}, tedy řeš́ıme homogenńı soustavu lin. rovnic

(A− λ I) · e = 0 .



Vlastńı č́ısla a vektory, charakteristická rovnice, diagonalizace

Diagonalizace

MějmeA ∈ C
n×n, označme vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn ∈ C a předpokládejme, že př́ıslušné

vlastńı vektory e1, . . . , en ∈ Cn \ {0} jsou lin. nezávislé. Pak

A · (e1, . . . , en)︸ ︷︷ ︸
=:U

= (λ1e1, . . . , λnen) = (e1, . . . , en) ·




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn




︸ ︷︷ ︸
=:D

,

a tedy
U−1 ·A ·U = D.

Na levé straně rovnosti je podobnostńı transformace matice A, tj. vyjádřeńı lineárńıho
zobrazeńı A : Cn → C

n v bázi vlastńıch vektor̊u. Máme novou faktorizaci

A = U ·D ·U−1.



Hodně štěst́ı u zkoušky!

Jděte mu naproti.



Pěkné Vánoce!


