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Motivace: Vlnovody

Optické kabely propaguj́ı pouze některé světelné módy
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Motivace: Vlnovody

Vlnovod: Laplaceova úloha vlastńıch č́ısel

Uvažujme kruhový profil vlnovodu Ω, jeho hranici (kružnici) Γ. Předpokládejme
E(x; t) = (0, 0, E(x1, x2) cos(ω(t + x3/c))), pak

hledáme ω > 0 a E(x1, x2) 6= 0:
{−c2△E(x1, x2) = ω2E(x1, x2) pro (x1, x2) ∈ Ω,

E(x1, x2) = 0 pro (x1, x2) ∈ Γ,

kde c je rychlost světla. Triangulujeme Ω a předpokládáme spojité po trojúhelńıćıch
lineárńı (přesněji afinńı) bázové funkce B := (b1(x1, x2), . . . , bn(x1, x2)) takové, že
bi(x1, x2) = 0 na ∂Ω, dostáváme algebraickou úlohu hledáńı vlastńıch č́ısel a vektor̊u:

hledáme ω > 0 a e ∈ R
n, e 6= 0:

(
c2A

)
· e = ω2e,

kde e := [E(x1, x2)]B a A · e = [−△E(x1, x2)]B jsou souřadnicové vektory.



Motivace: Vlnovody

Vlastńı módy E(x1, x2) válcového vlnovodu
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Motivace: Časové pr̊uběhy veličin v lineárńıch obvodech

Přechodové jevy v RLC obvodu

U

R

L

C

i(t)

q(t)

Pr̊uběh proudu i(t) a náboje q(t) po připojeńı stejnosměrného zdroje k sériovému RLC
obvodu lze popsat následuj́ıćı soustavou obyčejných diferenciálńıc rovnic prvńıho řádu:







R i(t) + L i′(t) +
1

C
q(t) = U pro t > 0,

i(t) = q′(t) pro t > 0,

i(0) = 0,

q(0) = 0.



Motivace: Časové pr̊uběhy veličin v lineárńıch obvodech

Přechodové jevy v RLC obvodu

Předpokládáme řešeńı ve tvaru x(t) :=

(
i(t)
q(t)

)

= Re
{
eλ1t e1 + eλ2t e2

}
+

(
0

C U

)

:







(
−R

L
− 1

LC
1 0

)

· x(t) +
(

U
L
0

)

= x′(t),

x(0) = 0.

Tato úloha se redukuje na hledáńı vlastńıch č́ısel λ1, λ2 ∈ C a vl. vektor̊u e1, e2 ∈ C2:
(
−R

L − 1
LC

1 0

)

· ei = λiei s podmı́nkou e1 + e2 =

(
0

−CU

)

.

Pro R = L = C = U = 1:
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Vlastńı č́ısla a vektory

Definice

Mějme čtvercovou matici A ∈ Cn×n. Vlastńı č́ıslo λ ∈ C a jemu odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor e ∈ C

n \ {0} splňuj́ı následuj́ıćı (nelineárńı) rovnici:

A · e = λ e.

Množina všech vlastńıch č́ısel σ(A) ⊂ C se nazývá spektrum matice.
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Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Vlastńı č́ısla a vektory jednotkové matice.

Hledejme λ ∈ C a e ∈ Cn tak, že

I · e︸︷︷︸
=e

= λ e.

Řešeńım je jediné vlastńı č́ıslo λ := 1, jemuž odpov́ıdá lib. vektor e ∈ Cn \ {0}.

Př́ıklad: Vlastńı č́ısla a vektory diagonálńı matice.

Pro diag. matici plat́ı: D · ei = dii︸︷︷︸
=:λi

ei, kde ei ∈ R
n je i–tý sloupec jednotk. matice.

Nulovému prostoru odpov́ıdá nulové vlastńı č́ıslo.

Mějme A ∈ Cn×n, pak

e ∈ N (A) \ {0} ⇔ A · e = 0 = 0 e, e 6= 0.



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Vlastńı č́ısla a vektory ortogonálńıho projektoru.

Bud’ P ∈ R
n×n ortogonálńı projektor na H(A), kde A ∈ R

n×m. Pak

∀e ∈ H(A) : P · e = e,

a tedy λ := 1 je vlastńı č́ıslo, k němuž nálež́ı lib. vl. vektor e ∈ H(A) \ {0}.
V́ıme, že N (AT )⊥H(A) a

∀n ∈ N (A)T : P · n = 0 = 0n,

a tedy λ := 0 je vlastńı č́ıslo př́ıslušej́ıćı vl. vektor̊um n ∈ N (AT ) \ {0}.

Př́ıklad: Vlastńı č́ısla a vektory permutačńı matice.

Uvažujme P :=

(
0 1
1 0

)

. Řešeńım rovnice

(
e2
e1

)

= P · e = λe = λ

(
e1
e2

)

je vlastńı

č́ıslo λ1 := 1 s e1 := t(1, 1), t 6= 0, a vlastńı č́ıslo λ2 := −1 s e2 := s(−1, 1), s 6= 0.



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Rozhodněte, které z u, v jsou vlastńı vektory matice A,

kde A :=







3 0 −1 0
0 −2 0 0
−1 0 3 0
0 0 0 2






, u :=







2
0
1
2






, v :=







−1
0
−1
0






.

A · u = λu :







5
0
1
4







= λ







2
0
1
2







nemá řešeńı,u neńı vl. vektor A,

A · v = λv :







−2
0
−2
0







= λ







−1
0
−1
0







má řešeńı λ = 2,v je vl. vektor A.



Vlastńı č́ısla a vektory

Výpočet vlastńıch č́ısel

Bud’ A ∈ C
n×n, hledáme λ ∈ C tak, že

A · e = λ e, e 6= 0.

Po převedeńı na levou stranu dostáváme

(A− λ I) · e = 0, e 6= 0.

Tato rovnice má netriviálńı řešeńı, právě když A− λ I je singulárńı. Vlastńı č́ısla jsou
tedy řešeńım následuj́ıćı charakteristické (polynomiálńı) rovnice:

det (A− λ I) = 0 .

Výpočet vlastńıch vektor̊u

Máme-li vlastńı č́ıslo λ ∈ C matice A ∈ Cn×n, pak A−λI je singulárńı a odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory jsou z N (A− λI) \ {0}, tedy řeš́ıme homogenńı soustavu lin. rovnic

(A− λ I) · e = 0 .



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Vypočtěte vlastńı č́ısla a vektory matice A :=

(
3 1
1 3

)

.

Vyjádřeme determinant |A− λI|

|A− λ I| =
∣
∣
∣
∣

(
3 1
1 3

)

− λ

(
1 0
0 1

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

3− λ 1
1 3− λ

∣
∣
∣
∣
= (3− λ)2 − 1 = λ2 − 6λ + 8

a řešme charakteristickou rovnici

λ2 − 6λ + 8
︸ ︷︷ ︸
=(λ−4)(λ−2)

= 0.

Řešeńım jsou vlastńı č́ısla λ1 := 4 a λ2 := 2. Př́ıslušné vlastńı vektory jsou nenulová
řešeńı následuj́ıćıch homogenńıch soustav lin. rovnic se singulárńımi maticemi A−λ I:

(A− λ1 I) · e1 = 0 :

(
3− 4 1
1 3− 4

)

=

(
−1 1
1 −1

)

⇒ e1 := t

(
1
1

)

, t 6= 0,

(A− λ2 I) · e2 = 0 :

(
3− 2 1
1 3− 2

)

=

(
1 1
1 1

)

⇒ e2 := s

(
−1
1

)

, s 6= 0.



Vlastńı č́ısla a vektory

Pozorováńı

Všimněme si, že výsledek předchoźıho př́ıkladu

A :=

(
3 1
1 3

)

⇒ λ1 = 4, e1 := t

(
1
1

)

, t 6= 0; λ2 = 2, e2 := s

(
−1
1

)

, s 6= 0

je velmi podobný výsledku př́ıkladu s permutačńı matićı

A :=

(
0 1
1 0

)

⇒ λ1 = 1, e1 := t

(
1
1

)

, t 6= 0; λ2 = −1, e2 := s

(
−1
1

)

, s 6= 0.

Neńı to náhoda.

Posuv spektra

Spektrum matice A + αI vznikne přičteńım α ∈ C ke spektru matice A, přičemž
vlastńı vektory e z̊ustávaj́ı nezměněny, viz

(A + α I) · e = A · e + αe = λe + αe= (λ + α)e,

kde λ ∈ C je vlastńı č́ıslo A.



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Vypočtěte vlastńı č́ısla a vektory matice A :=

(
0 1
−1 0

)

.

Vyjádřeme determinant |A− λI|

|A− λ I| =
∣
∣
∣
∣

(
0 1
−1 0

)

− λ

(
1 0
0 1

)∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

−λ 1
−1 −λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 + 1

a řešme charakteristickou rovnici

λ2 + 1 = 0 ⇔ λ1 := ı, λ2 := −ı.

Př́ıslušné vlastńı vektory jsou nenulová řešeńı následuj́ıćıch homogenńıch soustav lin.
rovnic se singulárńımi maticemi A− λ I:

(A− λ1 I) · e1 = 0 :

(
−ı 1
−1 −ı

)

⇒ e1 := t

(
1
ı

)

, t 6= 0,

(A− λ2 I) · e2 = 0 :

(
ı 1
−1 ı

)

⇒ e2 := s

(
1
−ı

)

, s 6= 0.

Všimněme si, že vlastńı č́ısla i vektory jsou komplexně sdružené.



Vlastńı č́ısla a vektory

Reálné matice maj́ı komplexně sdružená vlastńı č́ısla i vektory

Necht’ λ ∈ C a e ∈ C
n \ {0} jsou si odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo a vektor A ∈ R

n×n, tj.

A · e = λ e, e 6= 0.

Aplikujme na rovnici komplexńı sdružeńı (změna znaménka imaginárńıch část́ı)

(A · e)∗i = (A · e∗)i
(λe)∗i = (λ∗e∗)i

}

⇒ A · e∗ = λ∗e∗,

a tedy λ∗ a e∗ jsou také odpov́ıdaj́ıćı si vlastńı č́ıslo a vektor A.



Vlastńı č́ısla a vektory

Součet a součin vlastńıch č́ısel

Mějme A ∈ Cn×n. Levou stranu charakteristické rovnice, tzv. charakteristický
polynommůžeme (podle základńı věty algebry) přepsat na součin kořenových činitel̊u

pn(λ) := |A− λ I| = (λ1 − λ) · (λ2 − λ) · · · (λn − λ),

v ńıž vystupuj́ı všechna vlastńı č́ısla λi ∈ C matice A. Dosad́ıme-li λ := 0, máme

det(A) = λ1 · λ2 · · ·λn.

Odtud vid́ıme, že singulárńı matice má nulové vlastńı č́ıslo. Porovnáńım koeficient̊u u
členu λ

|A− λI| = (−λ)n + (a11 + a22 + · · · + ann) (−λ)n−1 + · · · + det(A) =

= (λ1 − λ) · (λ2 − λ) · · · (λn − λ) = (−λ)n + (λ1 + λ2 + · · · + λn) (−λ)n−1 + · · · + λ1λ2 · · ·λn

dostáváme vztah pro stopu matice

tr(A) :=

n∑

i=1

aii =

n∑

i=1

λii.



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Vypočtěte součin a součet vlastńıch č́ısel A :=





1 2 1
2 1 2
1 2 3



.

λ1 λ2 λ3 = |A| = 3 + 4 + 4− 1− 4− 12= −6,

λ1 + λ2 + λ3 = tr(A) = 1 + 1 + 3= 5.



Vlastńı č́ısla a vektory

Lokalizace vlastńıch č́ısel

Mějme matici A ∈ C
n×n a libovolnou pár vl. č́ısla a vektoru λ, e. Necht’ pro index

i ∈ {1, . . . , n} je |ei| největš́ı složka, tj. |ei| ≥ |ej|. Pod́ıvejme se na i–tý řádek rovnice:

(A · e)i = ai1e1 + · · · + ai,i−1ei−1 + aiiei + ai,i+1ei + · · · + ainen = λei.

Převed’me diagonálńı člen k členu s λ a odhadněme absolutńı hodnotu

|λ− aii| |ei| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

j 6=i

aijej

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
∑

j 6=i

|aij| |ej| ≤ |ei|
∑

j 6=i

|aij| .

T́ım jsme dokázali následuj́ıćı Geršgorinovu větu:

σ(A) ⊂
n⋃

i=1

Ki, kde Ki :=






σ ∈ C : |σ − aii| ≤

∑

j 6=i

|aij|






.

Spektrum matice se nacháźı v n kruźıch Ki komplexńı roviny.



Vlastńı č́ısla a vektory

Př́ıklad: Lokalizujte vlastńı č́ısla matice A :=







2 1 0 −1
1 4 1 −1
0 1 2 0
0 −1 0 3






.

Kruh K1: střed v a11 = 2, poloměr |a12| + |a13| + |a14| = |1| + |0| + | − 1| = 2,
kruh K2: střed v a22 = 4, poloměr |a21| + |a23| + |a24| = |1| + |1| + | − 1| = 3,
kruh K3: střed v a33 = 2, poloměr |a31| + |a32| + |a34| = |0| + |1| + |0| = 1,
kruh K4: střed v a44 = 3, poloměr |a41| + |a42| + |a43| = |0| + | − 1| + |0| = 1.
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Vlastńı č́ısla a vektory diagonalizuj́ı matici lineárńıho zobrazeńı

Diagonalizace

MějmeA ∈ C
n×n, označme vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn ∈ C a předpokládejme, že př́ıslušné

vlastńı vektory e1, . . . , en ∈ Cn \ {0} jsou lin. nezávislé. Pak

A · (e1, . . . , en)
︸ ︷︷ ︸

=:U

= (λ1e1, . . . , λnen) = (e1, . . . , en) ·







λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn







︸ ︷︷ ︸
=:D

,

a tedy
U−1 ·A ·U = D.

Na levé straně rovnosti je podobnostńı transformace matice A, tj. vyjádřeńı lineárńıho
zobrazeńı A : Cn → Cn v bázi vlastńıch vektor̊u. Máme novou faktorizaci

A = U ·D ·U−1.



Vlastńı č́ısla a vektory diagonalizuj́ı matici lineárńıho zobrazeńı

Diagonalizace reálných symetrických matic

Reálná symetrická matice A ∈ R
n×n má reálná vlastńı č́ısla, viz

λ‖e‖2 = (e∗)T · (A · e) = eT ·AT · e∗ = eT · (A · e)∗= λ∗‖e‖2,
a tedy λ ∈ R.

Vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı, viz

λie
T
j · ei = eTj · (A · ei) = eTi ·AT · ej = eTi · (A · ej) = λje

T
i · ej,

a jelikož λi 6= λj, plat́ı, že e
T
i · ej = 0.

Důsledek: Spektrálńı rozklad

Reálnou symetrickou matici A ∈ Rn×n lze rozložit na součin

A = U ·D ·UT ,

kde D := diag(λ1, . . . , λn) je diagonálńı matice obsahuj́ıćı vlastńı č́ısla A a U :=
(e1, . . . , en) obsahuje ortonormálńı bázi vlastńıch vektor̊u.



Vlastńı č́ısla a vektory diagonalizuj́ı matici lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklad: Vypočtěte spektrálńı rozklad matice A :=

(
1 2
2 1

)

Spočtěme vlastńı č́ısla

|A−λI| =
∣
∣
∣
∣

1− λ 2
2 1− λ

∣
∣
∣
∣
= (1−λ)2−4 = λ2−2λ−3 = (λ− 3)(λ + 1) = 0 ⇒ λ1 := 3,

λ2 := −1.

Těm odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory

(A− λ1I) · e1 = 0 :

(
1− 3 2
2 1− 3

)

=

(
−2 2
2 −2

)

⇒ e1 := t

(
1
1

)

, t 6= 0,

(A− λ2I) · e2 = 0 :

(
1− (−1) 2

2 1− (−1)

)

=

(
2 2
2 2

)

⇒ e2 := s

(
−1
1

)

, s 6= 0.

Zvoĺıme t := s := 1/
√
2 a dostáváme spektrálńı rozklad

(
1 2
2 1

)

︸ ︷︷ ︸
=A

=
1√
2

(
1 −1
1 1

)

︸ ︷︷ ︸
=:U

·
(
3 0
0 −1

)

︸ ︷︷ ︸
=:D

· 1√
2

(
1 1
−1 1

)

︸ ︷︷ ︸

=UT

.



Vlastńı č́ısla a vektory diagonalizuj́ı matici lineárńıho zobrazeńı

Reálné symetrické matice zobrazuj́ı jednotkové koule na elipsoidy.

Následuj́ıćı obrázek ilustruje spektrálńı rozklad A :=

(
1 2
2 1

)

z předchoźıho př́ıkladu.
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