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Ortogonalita = kolmost

Pythagorova véta: x,y € R*: xly < |[x]|*+ [ly]* = [|Ix + y|*

Ix+yll’=(x+y) x+y)=x-x+y -y+2x-y= |x|* + [ly|*+2x -y

Vektory x a y jsou ortogonalni (kolmé), pokud
x -y = 0.



Projekce na podprostor

1D

Projekce b na poprostor (a)

Najdip:=za: (b—p)la

2D

Projekce b na poprostor (aj, as)

Najdl P = x1a1 + Toay : (b — p)J_al a (b — p)J_aQ



Motivace

JPEG komprese je projekce na podprostor

puvodni bitmapa 10% komprese Fourierovou bazi




Metoda nejmensich ¢tverciu = projekce na podprostor

Priklad: Opakovanym meérenim pulzu jsme namérili hodnoty: 72, 75,
69, 73. Kolik je spravna hodnota?

Chceme najit =, které nejvice vyhovuje soustave nasledujicich 4 rovnic o 1 neznameé:

(1,1,1,1)" & = (72,75,69,73)" .
A —b

Resenim je 7, které minimalizuje nasledujici eukleidovskou normu chyby fesent
|AZ —b|*= (T —72)° + (T — 75)* + (T — 69)° + (T — 73)~.
Ukaze se, ze vysledek splnuje normalovou rovnici
A" A-z=A"Db

a v tomto piipadé se jednd o aritmeticky prumer (ve statistice ,stredni hodnota”)

1
T = 1(72+75+69+73) = 72, 25.



Metoda nejmensich ¢tverciu = projekce na podprostor

Ptiklad: Prolozte body (1,1), (2,3) a (3,4) nejlepsi pfimkou.

Hledame parametry a,b € R primky P = {(:E,y) e R?: y(z) :=ax + b} tak, ze
nasledujici chyba je minimalizovana (ve statistice | linearni regrese”)

1(y(1),y(2),y3) = (1,3, )P =(a-1+b—12+(a-2+b—3)>+(a-3+b—4)>

Ukaze se, ze vysledek y(x) := (3/2)x — 1/3 splnuje
normalovou rovnici

AN

|
AT.A.(9> —ATb, kde A = |2
3

1
, b:=13
b 4
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V tomto pripadé reseni minimalizuje obsahy ¢tvercu,
odtud nazev metody:.




Ortogonalni podprostory

Definice

Podprostory U a V prostoru R” jsou ortogonalni, pokud
Vvaeld VveV: u-v=N0




Ortogonalni podprostory

N(A)LR(A)
Méjme matici A € R"™*". Pripomenme si jeji nulovy prostor
NA)={xeR": A x=0}={xeR": Vie{l,...,m}: a -x=0}.

Vidime, ze vektory x z nulového prostoru jsou kolmé na vsechny radky matice A, tedy
i na jejich libovolnou lin. kombinaci, coz jsou prvky z radkového prostoru

R(A) = {ma +---+ayal, : a,...,a, € R} =H(A").

Analogicky: N(AT)LH(A)
nebot H(A) = R(AT).



Ortogonalni projektory

1D

Méjme a,b € R™. Projekci vek-
toru b na podprostor (a) se rozumi
uloha
Najdip:=za: (b —p)_La.
jdip (b—p)

=e

Uvazujme nyni a, b € R"*! jako sloupcové vektory. Z definice ortogonality dostavame

b’ - a b’ - a 1 -
r = : = a—= a-a )b
al .2’ P (aT-a) al-a )J

Ve

=P

Matice P € R™*" se nazyva ortogonalni projektor.



Ortogonalni projektory

Ortogonalni projekce na linearni obal vektoru

Méjme ay,...,a, € R". Ortogonalni projekci vektoru b € R" na poprostor
(a1, ...,a,) se rozumi uloha

Najdi p := gia; + - + 2,8, . (b—p) La; pro kazdé i € {1,...,n},

N~
=Ax =e

kde A = (ay,...,a,,) € R™" Podminka ortogonality
0=e"-A=b-A-x)"-A
vede na normalovou rovnici

AT A .x=A" Db,

ktera ma jednoznacné teseni, jsou-li vektory ay, ..., a, lin. nezavislé. Vysledny vektor
p=(A-(A"-A)"-A") b,
—P

kde P € R™™ je ortogonalni projektor.



Ortogonalni projektory

Vlastnosti

Uvazujme linearné nezavislé sloupce matice A := (ay,...,a,) € R™*". Ortogonalni
projektor na 7(A) je matice (lin. zobrazeni)

P=—A (AT.-A) AT
a ma tyto vlastnosti
o P je symetrickd, tj. P! = P (plyne ze symetriec AT - A),
e P je idempotentni (staci aplikovat jednou), tj.
P.P— (A. (AT-A)‘l.AT) - (A. (AT-A)‘l.AT) _
—A-(AT-A) (AT A) (AT A)AT=P.

~~

=I

Doplnkovy projektor
Matice I—P je ortog. projektor na ortogonalni doplnék N (A1), Plati: N’ (A1) LH(A).



Ortogonalni projektory

NAT)Y & H(A) =R"
Meéjme matici A € R"™*" s lin. nezavislymi sloupci. Uz vime, ze
N(ATY LH(A).
7, Frobeniovy véty plyne, Ze
dim V(A" + dim H(A) =

a tedy existuje rozklad libovolného vektoru x =y +z, kdey € N(A!) az € H(A).
Tento rozklad je jednoznacny

X—l-u

eN (AT)
kde P je ortogonélni projektor na H(A) a I — P je jeho ortogonalni doplnék.



Ortogonalni projektory

Normalova rovnice

Méjme matici A = (ay,...,a,) € R"™*" s lin. nezavislymi sloupci a b € R™. Pokud
b & H(A), pak soustava
A-x=DbD
nema reseni. Presto muze mit smysl resit nasledujici soustavu:
A -X=P- b,

kde P := A - (AT A)_1 - AT je ortogondlni projektor na H(A). Jelikoz A m4 lin.

nezavislé sloupce, soustava je ekvivalentni normalové rovnici
AT A.x=A" Db

Pokud b € H(A), pak P-b = b a normalova rovnice je ekvivalentni s puvodni. Pokud
je navic A (Ctvercova) regularni, pak

P=A- (A" A" A"'=(A- A" (A" A" =L



Ortogonalni projektory

Priklad: Opakovanym meérenim pulzu jsme namérili hodnoty: 72, 75,
69, 73. Kolik je spravna hodnota?

Chceme najit T, které | nejvice” vyhovuje soustavé nasledujicich 4 rovnic o 1 neznamé:

1 72

N e

1 1 69

1 73
N—— N——

=:A =:b

Ortogonalni projekce pravé strany na H(A) vede na normalovou rovnici

1 72

Il ~ 75
(1,1,1,1) - | r=(1,1,1,1) - 60 | -

1 73

coz dava Teseni jako aritmeticky prumér nameérenych hodnot

1
T = 1(72 + 75+ 69 4 73)= 72, 25.



Ortogonalni projektory

Ptiklad: Prolozte body (1,1), (2,3) a (3,4) nejlepsi pfimkou.

P
Hledame parametry a, b € R primky P := {(JJ, y) € R?: y(z) = ax + b} . tj. chceme

resit soustavu rovnic

11 1
211 (Z) =3
31 4
Ortogonalni projekce pravé strany na H(A) vede na normalovou rovnici

jehoz reseni je



Ortogonalni projektory

Gram—Schmidtav ortogonalizacni/ortonormalizacni algoritmus

Méjme bazi E := (ey, ..., e,) prostoru R". Ortogonalizujme/ortonormalizujme ji.
1
fi:=e, a =574
11
i—1
- 1
f.=e — Z%f kde a;; = o f;, proi € {2,...,n}.
AR

Vysledkem je ortog. baze F' := (fi,...,f,), resp. ortonorm. baze @ := (qq, ..., qn).

Gram—Schmidtuv algoritmus pomoci ortogonalnich projektoru
Uvazujme vsechny vektory jako sloupcové, pak pro ¢ € {2,...,n}

e Y

1—1
) €,= I-— Pj




Metoda nejmensich ¢tvercu = ortogonalni projekce pravé strany

,,INejlepsi” kandidat na reSeni minimalizuje normu chyby.
Méjme matici A € R™*" a b € R™. Pokud b € H(A), pak soustava
A-x=Db
nema feseni. ,,Nejlepsi” kandidat X € R"™ na feSeni minimalizuje normu chyby, tj.
vy €R": |A-X-Db|*<[|A-(X+y)-b|
Nerovnici lze prepsat takto:

o<y A" A.y+2y' AT -A-x-2y"-A"-D.
—||A-y|?

Vezméme lib. vektor z kanonické baze e; € R", € > 0 a zvolme dveé y = +ce;, pak
0<el|A-v|*+£2(A"-A-x— A" . b),.
Jelikoz obé nerovnosti plati pro lib. malé € > 0 a libovolny index i € {1,...,n}, pak
AT A .x=AT . Db,

tedy opét fesime normalovou rovnici.



Skalarni souc¢in

Zobecnéni pojmu

Meéjme vektorovy prostor V a symetrickou bilinearni formu B : V X V — R, jejiz
prislusna kvadraticka forma Q(v) := B(v,Vv) je pozitivné definitni.

e B je skalarni souc¢in na V.

e Nenulové vektory u, v € V jsou ortogonalni vzhledem k B, pokud
(u,v)p := B(u,v) =0.
e B indukuje normu vektoru v € V

|v||z := v/ B(u,u).

Priklad: B(x,y) := 2x1y1 — 1y2 — Toy1 + 220y je skaldrni souéin na R®.
B je zjevné symetricka bilinearni forma. Prislusna kvadr. forma
Q(X) = B(X7 X) = 2(331)2 — 20179 + 2(562)2 = <561>2 + (ZCQ)2 + (331 — ZCQ>2 > ()

pro x # 0, tedy () je pozitivné definitni.



Skalarni souc¢in

fo z)dx je (L2) skalarni soucin na P;.

Zvolme kanonickou béazi E := (1, x) prostoru Py. Matice bilinearni formy je

B(1,1) B(1,z) fo lde [, xdz 12
Be=\pz,1) B o =0 1)
(x,1) B(z,z) fo vdr [, z*dr 5 3
Bilinearni forma je tedy symetricka. Klasifikujme jeji matici kongruencemi

L0
% r2::—r1—|—2r2\ % 82::—814-282\ il
L 01 051

1
2

a jelikoz 1, > > 0, kvadraticka forma je pozitivne definitni.

Fourierova baze, viz jpeg, je ortonormalni v tomto skalarnim soucinu.



