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Maxwellovy rovnice

Popisuji elektromagnetické pole v prostoru a case.

B(x,t), H(x,t) ... magnetické indukce, intenzita; B(x,t) = pu(x)H(x,t)
D(x,t), E(x,t) ...elektricka indukee, intenzita; D(x,t) = e(x)E(x, t)

J (x,t) ... hustota elektrického proudu vnucend vnéjsim zdrojem; div T (x,t) = 0
p(x) ... hustota elektrického naboje

o(x) ...elektricka vodivost

v R3 x (0, 00):
rotH(x,t) = J(x,t) + o(x)E(x,t) + 8’1)({(;, 2
rot€(x, 1) = —aBg;’t)
divE(x,t) = p(x)
divB(x,t) =

Navic: B(x,t) — 0, £(x,t) — 0 pro x| — oo a B(x,t) = By(x), £(x,t) = Ey(x)
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Maxwellovy rovnice: nizko-frekvencni pripad

Necht w > 0 je tthlové frekvence a necht

J(x,t) = Re {J(x)e“'}, Q- C?
Pak take

B(x,t) = Re {B(x)e“'}, Qe C?

E(x,1) = Re {E(x)e"“"}, Q= C

Je-li w malé, zanedbame Maxwellovy posuvné proudy w?e(x) a mame nizko-frekvencnf
semidefinitni pripad:

: ' = wd(x) Vv ’
rot (u(x)rm;E(X)) +iwo(x)E(x) =iwl(x) vQCR

div (e(x)E(x)) = p(x) v
E(x) x n(x) =0 na 0

Magnetické pole: B(x) = irotE(x)
Viiivé proudy: Jo (x) = 1wJ(X)E(X)



Maxwellovy rovnice: nizko-frekvencni pripad

Geometrie: civka a vodivy plat
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Maxwellovy rovnice: nizko-frekvencni pripad
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Maxwellovy rovnice: nizko-frekvencni pripad

Viriové proudy ve vodivém platu
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Maxwellovy rovnice: elektrostatika

Je-li w = 0, pak E(x) = —grad®(x), kde @ je skalarni elektricky potencidl (napéti).
Mame tulohu elektrostatiky:
—div (e(x)grad®(x)) = p(x) vQ CR’
d(x) =0 na 0



Maxwellovy rovnice: elektrostatika

Geometrie: desky kondenzatoru

Z‘ix Hetgen 4,4




Maxwellovy rovnice: elektrostatika
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Maxwellovy rovnice: magnetostatika

Zaved me magneticky vektorovy potencidl u:
B(x) = rotu(x), divu(x)=0

a mame ulohu magnetostatiky:

1 3
rot (/L(X)rotu(x)) =J(x) vQCR
divu(x) =0 v

)
u(x) x n(x) =0 na o



Maxwellovy rovnice: magnetostatika

Geometrie: civka protékana proudem
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Maxwellovy rovnice: magnetostatika

Magnetické pole




Maxwellovy rovnice: magnetostatika

Magnetické pole
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Multigrid pro 1D ulohu struny

Méjme priéné zatizenou strunu, jejiz pruhyb je popsén eliptickou (parcialni) difer-
encialni rovnici Au(x) =b, A ~ A + I, na dudlu k Hilbertové prostoru (V; (., .)).
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Diskretizujme ulohu na hierarchii siti:

76 = {O, 1/2, 1} Aou() — b()7

7,1 = {O, 1/4, 1/2, 3/4, 1} A1u1 = b1 atd.

Necht (V},{.,.);) jsou pifslusné diskretizace Hilbertova prostoru V' a necht EF. kde
[ < L, je operator rozsiteni z V; do V7.

Oznacme dale N; := dimV}, h; .= ﬁ



Multigrid pro 1D ulohu struny

Hrubé reseni

Aguy = by
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Multigrid pro 1D ulohu struny

Dekompozice Aouy = by
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o000 . Wi = U] — E(l)u()




Multigrid pro 1D ulohu struny

Vyhlazeni chyby Aguy = by
Aju; = by o
1. 1l 1
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Multigrid pro 1D ulohu struny

Opakované vyhlazeni chyby

Alul = b,
1. il 1
2. .1 2
U =u; +wj

3._ 2 3
u; = u; +wj
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Aouy = by
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wi = (diagA;) ' (b; — A Ejuy)
w1 = (diagA;) (b —AEjug+w)
W, A W= (diagAl)_l(b1—A1E5u0‘|‘W%‘|‘W?)




Multigrid pro 1D ulohu struny

Vice urovni o]
Aguy = by
A.2u2 = b2
1 1..1 1
1
u, = Eju; + w; 1
: 1 1
OOOOOOO (diagA1)" " (b1—AEjuy)
ooooo LA\
\\
00000 \
— A . _E2 ~
1. /7 —1 1
w, = (diagAs)™ (ba—Aouy)




Multigrid pro 1D ulohu struny
Dekompozice operatoru
A =EJANE)T + [A] — E{A((E))]
Multigridovy predpodminova¢ = multiplikativni Schwarzova metoda

(A) "~ (CY9) T = BYA) (ENT + (diagAy) ™! [T — A EY(A) (ED)]

Aditivni Schwarzova metoda

_ —1 _ : _
(A) ' (CPM) T = Ej(Ap) HENT + (diagAy) ™!
Aditivni rozklad operatoru muze byt také indukovan rozkladem vypocetni oblasti. Pak
ziskavame predpodminéni metodou rozlozeni oblasti.



Multigrid pro 1D ulohu struny

Dekompozice spektra operatoru
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Multigrid pro 1D ulohu struny

Dekompozice spektra operatoru
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Multigrid pro 1D ulohu struny

Matlabovské soubory muzete najit na

http://lukas.am.vsb.cz/Teaching /1d multigrid /
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Porovnani metod na realné uloze

Elektromagnet: geometrie

Metgen 4,4




Porovnani metod na realné uloze

Elektromagnet: rozlozeni magnetického pole




Porovnani metod na realné uloze

doba vypoctu [s] (PCG iterace/cas [s])

predpodminiovac | Ny = 10805 | N1 = 19889 | Ny = 59242 | N3 = 193436 | Ny = 723357
12.71 30.42 224.75
(A~} (1/0.04) (1/0.08) (1/0.42) nedostatek paméti
7.78 13.08 37.95 128.62 529.16
(diagA;) 1 (38/0.15) | (53/0.39) | (70/2.08) | (98/11.64) | (160/78.96)
11.84 13.7 37.14 125.95 495.34
(CMe)~ (1/0.03) (5/0.42) (6/2.13) (6/8.42) (6/35.97)
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Multigrid: analyza optimalni konvergence

MG(7)
if [ =0 then
Uy .= (Ao)_lbo
else

w1 := MG(l — 1) [Coarse solution]
w; = S;(u;_1) [Postsmoothing]
u; = Eé_lul_l + W;
end if
Jacobiho smoother: S;(u;_;) := (diagA;) ™! [bl — AZE§_1HZ—1]

Optimalni vypocetni slozitost

[
CPU(MG(0)) < CoNNy CPUMG(I) < Y. 03 < 027
CPU(MG()) < CPUMG(I = 1)) + GiN; o = - =
N, < ¢f oy

CPUMG()) = O(N)



Multigrid: analyza optimalni konvergence

Stejnomérné omezeny pocet iteraci
Pocet iteraci je umérny cislu podminénosti
MG\ —1
)‘max«cl ) Al)

cond((C) A = 3 (OO TAy)

Ukazeme, ze C}WG i C?MS jsou stejnomeérné spektralné ekvivalentni s A, tj.

(Fe, Cok, K >0) (VI € {0,1,2,...}) (Vu, € V) :
c<C}wGul, ul>z <k <C§A8Mul,ul>l < (Au,u), <K <C§A8Mul, ul>z < C<C}\4Gul,ul>l.

Aditivni Schwarzovo lemma
Pro u; € V) plati:

l
C?SMul, ul>z = inf Z (Civy, Vi>z‘7

2 .
HulHl,ASM = < A
vieViw=>:_, E}v; i—0

kde v nasem pripadé Cy := Ay, C; := diagA; proi € {1,2,... }.



Multigrid: analyza optimalni konvergence

Zesilena Cauchy-Schwarzova nerovnost

(FCot > 0) (Fy € (0,1)) (Vu; € V;) (Vv € V)):
(AE;, Elv)), < CorV uilclvillc,
Dukaz vyuzivd tzv. inverzni nerovnost: ||Vop,(x)|| 1, < ch™|vp(x)|| L,
Pak pro libovolné u; € V; a pro jeho dekompozici dle aditivni Schwarzovy teorie
w = Zizo Elv; plati:
l l
(A, w), = > (AEN,Ev;), < Co > A villc v,

i,j=0 1,J=0
l [
< Comax YA ville 1vjlle, < Con DA Vil
"o jez k=0
2
S Cort— <CZASMul’ ul>l

1 =7



Multigrid: analyza optimalni konvergence

Stabilita dekompozice
Zbyva dokazat, ze

(3, > 0) (Vg € V) :
[

inf Z (Civi, vi), < Csab (Ajug, ay),.

l
vieViw=3 g Eﬁ"i i=0

Necht I : Ly — V] je kvazi-interpolacni operator. Pak plati:

l
7 agn = Z )N = Lewilld, =Y byl = vl + () ol e
i=0
Zavedme K (h? u) = \/ 1ﬂf2{HU — ||z, + R3v]]3.},  méif  hlad-
veH

kost uw ve skale h. Fourierovym rozkladem ul() v R zjistime, ze

[l s = S () 2K ()2 w(x)= [ V)2, < (Aqug, ), pricemz  pro
Llpschltzovskou oblast €2 je u; spojité rozsiritelné do R coz bude zahrnuto do Cyiap.



Multigrid: analyza optimalni konvergence

Spektralni ekvivalence CM¢ s CMM je (pouze) dalsfm technickym offskem.
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Multigrid pro Maxwellovy rovnice

Chceme predpodminit operator (Au, v) ~ (rotu, rotv)y, + (u, v),.

Nédélec 1980, Hiptmair 1998

Vse je zalozeno na Helmholtzové dekompozici
Hy(rot) = Kerg(rot)" @ Kerg(rot),
kde Kerg(rot)* = {v € Hy(rot) : divu = 0} a Kery(rot) = VH,.

Multigridova dekompozice pak vyhlazuje kazdou slozku jinak:

[
Vi=V%+> | >  span(,)+ ) span(grady,) |,
1=1

e je hrana v 7; x je uzel v 7;

kde &, je linearni Nédélecova hranova FE-bazova funkce, ¢y je linedrni Lagrangeova
uzlova FE-bazova funkce a Vj je linearni Nédélecuv prostor na hrubé diskretizaci 7.



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

Multigridova dekompozice

z
Vi=Vy+ Z Z span(§,) + Z span(gradyy) | ,
i=1

e je hrana v 7; x je uzel v 7;

kde &, je linearni Nédélecova hranova FE-bazova funkce, ¢y je linedrni Lagrangeova
uzlova FE-bazova funkce a Vj je linearni Nédélecuv prostor na hrubé diskretizaci 7.
Oznacme Z; diskretizaci (pies 7;) prostoru Hg pomoci linedrnich uzlovych FE-funkei.

Hiptmairtuv smoother

Wy = w + (diagAir) b — Appuy)

U1 = W1/2 + Tl+1(diagAHl)_l(THl)T[blﬂ - Al+1ul+1/2]
T, :VZ_,1+— V..  transformace z Lagrangeovského do Nédélecova prostoru,
/11 je Laplaceuv operator diskretizovany v Zj, .



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

SmiSena uloha
Castéji potiebujeme fesit ilohu
(rotu,rotv)r, = (J,v)L,

na prostoru Kerg(rot)r = {v € Hg(rot) : divu = 0}. To vede na nésledujic

smisenou (sedlobodovou) ulohu:
Hleddme (u,p) € Ho(rot) x H}:

(rotu, rotv)y, +(Vp,v)L, = (J,Vv) Vv € Hy(rot)
(u, Vq)1, =0 Vg € H,



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

SmiSena uloha
Hleddme (u,p) € Hg(rot) x H}:

(rotu, rotv)y, +(Vp, v, = (J,Vv) Vv € Hy(rot)
(u, V@)1, = Vg € H&
Diskretizace
An, +(B)'p —b
Blul =0

Prostor Hy(rot) jsme nahradili V;, H} jsme nahradili Z;.
A, neni pozitivné definitni!



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

Zou 2003
A, +(B)'p =b
Blul =0
Zou modifikuje operator A; nasledovné:
A=A+ (BZ)T(CZ>_1BZ,
kde (Ajl . Z) — Z; je predpodminova¢ pro Laplaceuv operator. Pak A w7 je pozitivné
definitni a nasledujici systém dava stejné reseni:

Aw (B)' pi =b
Blul =0

A je navic spektralné ekvivalentni se skalarnim soucinem v Hy(rot)! Pti pouziti Uza-
wova algoritmu pak v kazdé iteraci resime jeden systém s A; — pouzijeme Hiptmairuv
multigrid — a jednu Laplaceovu tlohu. Umime zkonstruovat optimalni resic!



Multigrid pro Maxwellovy rovnice
Uloha s rozsirenymi Lagrangiany

Au +BYp =b
Bu =0

Kromé Uzawova algoritmu muzeme k feSeni smisené ulohy pouzit algoritmus
rozsitenych Lagrangianu, ktery minimalizuje funkcional
1
L(w,p. p) = 5(Au,w) + (p. Bu) + £ 'Bu, Bu),
kde A V=V B: Vi Zar: V' +— V je Rieszuv izomorfismus.

To vede na systém
(A +pB* 'Blu  + B*p =b
Bu =0



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

Uloha s rozsirenymi Lagrangiany

(A +pB* 'Blu + B*p =b
Bu =0

Hiptmair 1996

fesi smisenou ulohu, ktera je dudlni k Laplaceové s pravou stranou f, s Neumannovou

podminkou g na I'y a s homogenni Dirichletovou podminkou na I'p.
Hledame (u,p) € Hor, (div) x Lo:

(u, V)L, +(p, divv), = g(v) Vv € Hyr, (div)
(divu, p)r, = f(w) Vw € Lo

kde p je tentokrat feseni puvodni Laplaceovy ulohy a u = Vp je tok.
Hiptmair konstruuje predpodminovac C, pro A, := A + pB*. 7B tak, ze pro malé p

cond((C,)'A,) =0 (ﬁ) nezavisle na jemnosti diskretizace (pro velké p: O(1)).



Multigrid pro Maxwellovy rovnice

Uloha s rozsirenymi Lagrangiany

(A +pB* 'Bju  +B*p =b
Bu =0

Dostal 2005

prezentuje novy typ analyzy pro algoritmus rozsitenych Lagrangianu s adaptivni kon-
trolou presnosti. Ukazuje mimo jiné, ze penalizacni parametr p je ohranicen nezavisle
na predpodminéni vazeb B.

Nas cil
je vyvinout optimalni fesi¢ pri pouziti Dostalova algoritmu rozsitenych Lagrangianu s
adaptivni kontrolou presnosti.
Resent: ‘pouzijeme regularizaci A Maxwellova operatoru podle Zoua a predpodminime
matici A, := A + pB*,7'B podle Hiptmaira. Z analyzy Prof. Dostéla snad vyplyne,
ze vysledny predpodminovac C , bude optimaélni nezavisle na p.
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Zaver
Chceme vyvinout a analyzovat rychlé Maxwellovy reSice pro
e mcénici se penalizaci p
e perturbace operatoru pii tvarové optimalizaci

e perturbace operatoru pii topologické optimalizaci

e smiSen¢ ulohy plynouci z ”all-at-once” pristupu v optimalizaci



Zaver
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Dékuji za pozornost!



