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O
Opakovani: Nahodna velicina 1]

= Cojetonahodna veliCina?
Funkce, kterd kazdému (dale nedélitelnému) vysledku ndhodného pokusu (tj. elementarnimu jevu)
prirazuje realné Cislo.

Zjednoduseneé: Ciselny vysledek nahodného pokusu

" Coje torozdéleni nahodné veliiny X?
Predpis, ktery umoznuje urcit pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina X nabyva

hodnoty z libovolné podmnoziny realnych Cisel.

= Jaké zakladni typy nahodnych velicin znate?

Diskrétni a spojité nahodné veliciny.
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O
Opakovani: Nahodna velicina 1]

= Jak Ize popsat rozdéleni diskrétni nahodné velicCiny?

Distribucni funkci F(x) = P(X < x), resp. pravdépodobnostni funkci P(x;).

= Jak |ze popsat rozdéleni spojité nahodné velicCiny?

Distribucni funkci F(x) = P(X < x), resp. hustotou pravdépodobnosti f(x).

= Jaké zakladni Ciselné charakteristiky pouzivame pro popis nahodné veliCiny?

Stfedni hodnota E(X), rozptyl D(X), smérodatna odchylka a(X), p-kvantily x,,.
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Opakovani: Nahodna velicina 1]

= Co ndm fika Cebysevova nerovnost?

‘v’k>0:P(u—kaSXSu+ka)>1—k—12
Napf.: Pu—oc<X<u+o)>0

Plu—20<X<u+20)>075
Pu—3c<X<u+30)>089

Poznamka: u = E(X), 0 = a(X).
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Diskrétni nahodna veli¢ina (priklady) 1]

Technika:

= pocet Sroubl typu M10 mezi 10 vybranymi (vime-li, Ze do dodavky 100 Sroubl bylo omylem zarazeno
20 Sroubt typu M50)

Biomedicina:

= pocet pacientl (z 10 ockovanych) u nichz byla pouzita prosla ockovaci latka (vime-li, ze v baleni bylo 20
davek ockovaci latky, pricemz 5 z nich bylo proslych)

Obecné: pocet Uspécht v n (zavislych) pokusech
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Diskrétni nahodna veli¢ina (priklady) 1]

Technika:

= pocet spravné prenesenych bitu predtim nez dojde ke 4. chybé (vime-li, Ze pravdépodobnost chybného
prenosu bitu je 0,12)

Biomedicina:

= pocet dobrovolniku, které budeme muset testovat drive nez najdeme 5 ddarcl s krevni skupinou AB
(predpokladejme, Ze dobrovolnici neznaji svou krevni skupinu, pravdépodobnost vyskytu krevni skupiny
(populaéni frekvence) krevni skupiny AB je 0,05)

Obecné: pocet (nezavislych) pokusut do k. uspéch
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Diskrétni nahodna veli¢ina (priklady) 1]

Technika:

= pocet Skrabancli na 1 m? lakovaného povrchu (vime-li, Ze primérné Ize ocekavat 3 Skrabance na 10 m?)

Biomedicina:

= pocet éervenych krvinek v 10 ml krve Zeny (vime-li, e prdmérné Ize pozorovat 4,8 - 1012 ervenych
krvinek v 11 krve (u Zen))

Obecné: pocet udalosti v Casovém intervalu, na plose, v objemu
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O
Vybrana rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny 1]

Alternativni rozdéleni

Hypergeometrické rozdéleni

Binomické rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni

Geometrické rozdéleni

Poissonovo rozdéleni
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Alternativni rozdéleni 1]

= nastane-li sledovany ndhodny jev 4 (budeme fikat, Ze doslo k vyskytu udalosti, resp. Ze doslo k
uspéchu), bude mit nahodna veli¢ina X hodnotu x = 1,

" nenastane-li jev 4, bude mit nahodna veli¢ina X hodnotu x = 0.

X ... pocCet vyskytl daného nahodného jevu (Uspéchil) v jednom pokusu

X~ A(m)

I

pravdépodobnost uspéchu

(parametr rozdéleni)

Pravdépodobnostni funkce: Stfedni hodnota: E(X) = m
PX=1)=mn Rozptyl: D(X) = (1 — )
PX=0=1—-m (dokazte!)
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O
Bernoulliho pokusy 1]

Posloupnost nezavislych pokust majicich pouze dva mozné vysledky

(tj. takovych pokusU, kdy uspéch v libovolné skupiné pokust neovliviiuje pravdépodobnost Uspéchu v
pokusu, ktery do této skupiny nepatri),

v nichz jev A (Uspéch) nastava s pravdépodobnosti
a neuspéch s pravdépodobnosti 1 — 7.
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o
PFiklad 1 1]

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost toho, Zze meazi
ctyrmi détmi v rodiné je

. Ly , P(X=1)=0.26

a) je prave jedna divka?

Ty} L
X ... poCet divek mezi 4 détmi  ~

& » .
D...narodise divka, P(D) =& a © |
D..narodisekluk, P(D) =1—m= < -

g | .
(Xx=1)..{DDDD,DDDD,DDDD, DDDD} o ['! ; 2| 3|.. :1

P(DDDD) = P(DDDD) = P(DDDD) =7 - (

U
I
S
—
w

P(X = 1) = P(DDDD U DDDD U DDDD U DDDD) = (4) (1= 1)?

P(X=1)=0,260

-
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Binomické rozdéleni 1]

X ... poCet Uspéchl v n Bernoulliho pokusech

X~ Bi(n; )

e

pocCet pokusl  pravdépodobnost Uspéchu

Pocet priznivych realizaci v posloupnosti Bernoulliho pokusu.

n

Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) = (k

) nk(l _ 7T)n—k

Pravdépodobnost vyskytu jedné priznivé realizace
v posloupnosti Bernoulliho pokusu.
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o
PFiklad 1 1]

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost toho, Zze meazi
ctyrmi détmi v rodiné je

. , P(X = 1)=0.26
a) je prave jedna divka?
X...pocet divek mezi 4 détmi s
X~Bi(n = 4,71 = 0,49) g - . .
VR: P(X = k) ...dbinom(k,n,m) g | e .
P(X < k) .. pbinom(k,n, ) 0 " 2 3 4

P(X = 1) = 0,260 (dbinom(1,4,0.49))
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o
PFiklad 1 1]

Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost toho, Zze meazi
ctyrmi détmi v rodiné je

a) je pravé jedna divka? S *
b) jsou méné neZ dvé divky? o .
c) jevice nezZjedna divka? a ° *
VR: P(X = k) ... dbinom(k,n, ) o | e .
s [ [ [ [ [
P(X < k) .. pbinom(k,n, ) 0 1 2 3 4

a) P(X =1)=0,260 (dbinom(1,4,0.49))

b) P(X <2)=P(X <1) = 0,328 (phinom(1,4,0.49))
¢) P(X>1)=1-P(X <1)=0,672=(1— pbinom(1,4,0.49)) 7
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Binomické rozdéleni 1]

X ... poCet uspéchu v n Bernoulliho pokusech

X~ Bi(n;m)

e

pocCet pokusi  pravdépodobnost Uspéchu

Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) = (Z) k(1 — o)k
Stfedni hodnota: E(X) =nm
Rozptyl: D(X) =nn(1 —m) (dokazte!)

Priklady: pocet chlapcl mezi 10 000 novorozenci, pocet vadnych vyrobk( mezi 30 testovanymi,
pocCet nevzrostlych rostlin ze 100 zasazenych cibulek...
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Binomické rozdéleni 1]

X ... poCet uspéchu v n Bernoulliho pokusech

02 03 04 05

00 01

X~ Bi(n;m)
¢ Xi~Bin=6;1=0,1)
X,~Bi(n=6;mr =0,5)
. X3~Bi(n =6;m =0,9)
L L '

| | | m < 0,5 malen = poz.zeSikmenér.
4 5 6 T = 0,5 = symetrickér.
m > 0,5 malén = neg. zeSikmenér.
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Binomické rozdéleni 1]

X ... poCet uspéchu v n Bernoulliho pokusech

X~ Bi(n;m)
o | 7 . X1~Bi(n = 60;m = 0,1)
o . - X,~Bi(n = 60;7 = 0,5)
o X:~Bi(n=60;7t =0,9
= E | ’ .ﬁ ’ 3 ( )
a ;I ..I i 'a .0. .I
S I | I I ' ' m # 0,5, s rostoucim n se rozdéleni
0 10 20 30 40 50 60

stava vice a vice symetrickym
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Priklad 2

Mezi 200 vajicky ur¢enymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je 50 vajicek prasklych.

Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si nahodné 20 vajec, bude 8 z nich prasklych?

X ... pocCet prasklych vajec z 20 vybranych (vybér bez vraceni)

celkem vajec

200
prasklych vajec neprasklych vajec
50 150
pocet priznivych moznosti
PeY (580)(11520) — vybirame 8 prasklych z 50 prasklych a zaroven 12 ze 150 neprasklych
X =8)= (22000> pocet viech moZnosti

— vybirame 20 vajec z 200

e

Vybrana rozdéleni diskrétni nahodné veliciny
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Hypergeometrické rozdéleni 1]

V souboru N prvku je M prvkd s danou vlastnosti a zbylych (N — M) prvku tuto vlastnost nema.

Postupné vybereme ze souboru n prvku, z nichz zZadny nevracime zpét.

X ... pocCet prvkl se sledovanou vlastnosti ve vybéru n prvk(

X~H(N;M;n)

T A
rozsah zakladniho souboru I

pocet prvkl s danou vlastnosti

rozsah vybéru
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Hypergeometrické rozdéleni 1]

V souboru N prvku je M prvkd s danou vlastnosti a zbylych (N — M) prvku tuto vlastnost nema.

Postupné vybereme ze souboru n prvku, z nichz zZadny nevracime zpét.

X ... pocCet prvkl se sledovanou vlastnosti ve vybéru n prvk(

X~H(N;M;n)

() (%)
(17;1 rozsah zakladniho souboru
N

PocCet priznivych moznosti, tj. poCet moznosti / \

jak vybrat k prvk( s danou vlastnosti z M

Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) =

, . . . y . Pocet prvk{ Pocet prvkd,
a zaroven (n — k) prvkd, které uvedenou vlastnost nemaji z (N — M) prvka. P , , P .
s danou vlastnosti které danou vlastnost nemaji
Pocet vSech mozZnosti, jak vybrat n prvkd z N (nezalezi na poradi). M N—M
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o
PFiklad 2 1]

Mezi 200 vajicky ur¢enymi pro prodej v jisté maloobchodni prodejné je 50 vajicek prasklych.

Jaka je pravdépodobnost, ze vybereme-li si nahodné 20 vajec, bude 8 z nich prasklych?

X ... pocCet prasklych vajec z 20 vybranych (vybér bez vraceni)
X~H(N = 200,M =50,n = 20)

celkem vajec

200
VR: P(X = k) ...dhyper(k,M,N — M,n) / \
P(X <k)..phyper(k,M,N — M,n) prasklych vajec neprasklych vajec
50 150

P(X =8) = 0,057 (dhyper(8,50,150,20))
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Hypergeometrické rozdéleni 1]

V souboru N prvku je M prvkd s danou vlastnosti a zbylych (N — M) prvku tuto vlastnost nema.

Postupné vybereme ze souboru n prvku, z nichz zZadny nevracime zpét.

X ... pocCet prvkl se sledovanou vlastnosti ve vybéru n prvk(

X~H(N;M;n)

() (o)
Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) = % (Nn)-k

n

Stfedni hodnota: E(X)=n-

Rozptyl: DX)=n- N (1 - %) (E)

Priklady: pocet vadnych vyrobkd mezi 10 vybranymi z dodavky 30 vyrobkt, mezi nimiz bylo 7 vadnych,
pocet divek v nahodné vybrané skupiné 4 déti ze tridy, v nizZ je 6 chlapcl a 8 divek, ...

IR =|=
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Hypergeometrické rozdeleni — aproximace bin. rozdélenim |||||

Je-lin/N, tzv. vybérovy pomér, mensi nez 0,05, Ize hypergeometrické rozdeéleni nahradit binomickym
s parametryna M/N.

O H(N =100, M =30, n=230) Bi(n=30,t=0.3) O H(N =100, M =30, n = 5) Bi(n=5,1=0.3)

(n<005)=> HN; M3 ) ~ Bi [ n;
N ) ) yn) = L n;N

N———

o /
= 1 /
— ////%/// e _ A
012 34567 8 910 12 14 16 0 1 2 3 4 S
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Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni 1]

X ... pocCet Bernoulliho pokust do k. vyskytu udalosti (Uspéchu), véetné k. vyskytu

X~NB(k; 1)

pozadovany pocet Uspécht (vyskytl udalosti) I
pravdépodobnost uspéchu

Pravdépodobnostni funkce:
PX=n)= (Z a 1) Thk=1(1 - n)((n—l)—(k—l)) .

! pravdépodobnost k. uspéchu

pravdépodobnost k — 1 Uspéchl
vn — 1 Bernoulliho pokusech
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Negativné binomické (Pascalovo) rozdéleni 1]

X ... pocCet Bernoulliho pokust do k. vyskytu udalosti (Uspéchu), véetné k. vyskytu

X~NB(k; 1)

pozadovany pocet Uspécht (vyskytl udalosti) I
pravdépodobnost uspéchu

Pravdépodobnostni funkce: P(X =n) = (Z : 1) k(1 — o)k

Stfedni hodnota: E(X) = % Rozptyl: D(X) = k(1-m)

12

Priklady: pocet darct neznajicich svou krevni skupinu, které musite testovat proto, abyste nasli 4 darce
s krevni skupinou 0, pocet cestujicich, které musi revizor zkontrolovat do chvile, nez najde 10 Cernych

pasazérdq, ...
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o
PFiklad 3 1]

Dle http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3 je pravdépodobnost vyskytu krevni skupiny A+
35%. V polni nemocnici nutné potrebuji najit 3 darce krve s touto krevni skupinou. Potencialnich darcl je
dostatek, nikdo z nich vSak neznd svou krevni skupinu. Jakd je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcl
krevni skupiny A+, budeme muset postupné vysetfit vice nez 7 a méné nez 12 potencialnich darc(?

X ... poCet osob, které musime vysetfit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+
X ~NB(k = 3;m™ =0,35)

P(7<X<12)=%1, ("; 1) 0,353 .0,65"3 = 0,332

-
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http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3

O
POZOR! 1]

V pripadé negativné binomické nahodné veli¢iny neni definice ustalena. Nékteri statistici (popf. statisticky
software) ji definuji jako pocet nelspéchi pred k. Uspéchem.

Jak se to projevi v praktickém vypoctu
pravdépodobnostni funkce?
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o
PFiklad 3 1]

Dle http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3 je pravdépodobnost vyskytu krevni skupiny A+
35%. V polni nemocnici nutné potrebuji najit 3 darce krve s touto krevni skupinou. Potencialnich darcl je
dostatek, nikdo z nich vSak neznd svou krevni skupinu. Jakd je pravdépodobnost, Ze pro nalezeni 3 darcl
krevni skupiny A+, budeme muset postupné vysetfit vice nez 7 a méné nez 12 potencialnich darc(?

X ... poCet osob, které musime vysetfit, chceme-li najit 3 darce s krevni skupinou A+
X ~NB(k = 3;m™ =0,35)

V R:

Y ... poCet osob s jinou krevni skupinou nez A+, které musime vysetrit, chceme-li najit 3 darce s krevni
skupinou A+

Y=X-3
P(7<X<12)=P(X<12)—P(X<7)=PX<11)—-P(X<7)=P(Y <8)—P(Y <4) =0,332
(pnbinom(8,3,0.35) — pnbinom(4,3,0.35))

-
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http://ksicht.natur.cuni.cz/serialy/detektivni-chemie/3

O
Geometrické rozdéleni 1]

Geometrické rozdéleni je specidlnim typem negativné binomického rozdéleni pro k = 1.

X ... pocCet Bernoulliho pokusu do prvniho vyskytu udalosti (Uspéchu), véetné.

X~Ge(m)

pravdépodobnost Uspéchu

Pravdépodobnostni funkce: P(X = n) = (1 — 7)™

Stfedni hodnota: E(X) =% Rozptyl: D(X) =17

12

Priklady: pocet volani nutnych k tomu, abychom se dovolali do televizni soutéze, pocet fidicl, ktefi
podstoupi test na obsah alkoholu v krvi do doby, nez bude nalezen prvni podnapily fidic, ...
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O
PoissonGv proces 1]

Bodovy proces

Sledujeme chod procesu, v némz ¢as od ¢asu dochazi k néjaké vyznacné udalosti.

to t; t, tn

Registrujeme pocet udalosti N(s; t) v casovém intervalu (s; s + t)

Jako Poissonlv proces oznacujeme proces, ktery je:

= ordinarni—tj. pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné udalosti v limitné kratkém ¢asovém intervalu
(t — 0) je nulova. (tzv. Fidké jevy),

= stacionarni —tj. rychlost vyskytu udalosti A je konstantni v pribéhu celého sledovaného intervalu,

" beznasledny —tj. pravdépodobnost vyskytu udalosti neni zavisla na Case, ktery uplynul od minulé
udalosti.
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PoissonGv proces 1]

= Rychlost vyskytu udalosti A je parametrem Poissonova procesu.

= Poissonuv proces lze obdobné jako v ¢asovém intervalu definovat na libovolné uzavrené prostorové
oblasti (na ploSe, v objemu).
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Poissonovo rozdéleni 1]

Definujme si ndhodny pokus jako Poissonlv proces (nezavislé udalosti probihajici v ¢ase t, s rychlosti
vyskytu A; popr. nezavislé udalosti objevujici se na plose t, resp. v objemu t s hustotou vyskytu A). Pak

X ... pocCet vyskytu uddlosti v uzavrené oblasti (v ¢ase, na plose, v objemu)

X~Po(At)

(Ar)k oAt
k!

Stfedni hodnota, rozptyl: E(X) = D(X) = At

Pravdépodobnostni funkce: P(X = k) =

Priklady: pocet pacientl oSetfenych béhem dopolednich ordinacnich hodin,

pocCet mikrodefektd na zadaném vzorku materialu, pocet mikroorganismut v 1 dl vody, ...
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Poissonovo rozdéleni 1]

Definujme si ndhodny pokus jako Poissonlv proces (nezavislé udalosti probihajici v ¢ase t, s rychlosti
vyskytu A; popr. nezavislé udalosti objevujici se na plose t, resp. v objemu t s hustotou vyskytu A). Pak

X ... pocCet vyskytu uddlosti v uzavrené oblasti (v ¢ase, na plose, v objemu)

X~Po(At)
N X{~Po(At = 1)
< X,~Po(At = 5)
E | . :....“
g — ‘:0'.:000::iioo:::!t...oooooooo
[ [ | [ [ | |
0 5 10 15 20 25 30

X
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e
Poissonovo rozdéleni — aproximace bin. rozdélenim |||||

Poissonovym rozdélenim lze velmi dobre aproximovat binomické rozdéleni pro pfipad, Ze pocet pokusl n
je dostatecné velky (n > 30) a pravdépodobnost vyskytu udalosti (Uspéchu) je dostate¢né mala
(m < 0,1).V takovém pripadé je At = nm.

(n>30 A 1<0,1) = Bi(n,m) = Po(nm)

O Bi(n=40.7 =03) @ Po(t= 12) O Bi(n=40 1 =01) Po(it= 4)
o 7
sl g g -
AT %
A0 % %
__Jézzzé_ — / o
2 3 456 7T 89 11 13 15 17 19 21 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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PFiklad 4 1]

Telefonni Ustfedna zapoji béhem hodiny primérné 15 hovoru. Jakd je pravdépodobnost, Zze béhem 4
minut zapoji Ustfedna

a) pravé jeden hovor?

b) alespon dva hovory?

X ... poCet hovord, které telefonni Ustfedna spoji béhem 4 minut
X ~Po(At =?)

E(X) = At = 1 (prdmérné 15 hovort za hodinu, tj. primérné 1 hovor za 4 minuty)

-
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o
PFiklad 4 1]

Telefonni Ustfedna zapoji béhem hodiny primérné 15 hovoru. Jakd je pravdépodobnost, Zze béhem 4
minut zapoji Ustfedna

a) pravé jeden hovor?

b) alespon dva hovory?

X ... poCet hovord, které telefonni Ustfedna spoji béhem 4 minut
X ~Po(At = 1)

E(X) = At = 1 (prdmérné 15 hovort za hodinu, tj. primérné 1 hovor za 4 minuty)
VR:

a) P(X=1)=0,368 (dpois(1,1))
b) PX=22)=1-PX<2)=1—-PX<1)=0,264 (1-ppois(1,1))
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Vybrana rozdéleni diskretni nah. veliCiny - prehled |||||

Popis Podminky Nazev ndahodné veliciny - symbolicky zapis
k =1 |Alternativni- A(m)

ocet Uspéchl nezavislé pokus
P P P y Binomicka - Bi(n, )
v n pokusech — —
zavislé pokusy Hypergeometricka - H(N, M, n)
pocet pokusU L k =1 |Geometricka - Ge(m)
o L nezavislé pokusy — —
do k. Uspéchu (véetné) Negativné binomicka (Pascalova) -NB (k, )

pocCet udalosti o , ,
L. _ ordinarita, stacionarita, i

v uzaviené oblasti ) Poissonova - Po(At)

beznaslednost procesu

(v ¢ase, na plose, v objemu)
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e
Vybrana rozdéleni diskrétni ndhodné veliciny - pfehled 1]

Adéla Vrrtkovd, Martina Litschmannova: R-tahadk

Rozdeleni pravdepodobnosti - Predpony

r- generovani hodnot z uritého rozdéleni

d- hustota pravdépodobnosti f(x) nebo pravdépodobnostni
funkce P(X ==x)

p- P(X <)

q- kvantilova funkce F~1(z)

-binom Binomické rozdéleni

-hyper Hypergeometrické rozdéleni

-nbinom Negativné binomické rozdéleni

liind definice - pocet neaspésnych pokusi!
-geom Geometrické rozdéleni
liind definice - pocet neaspéchi pred prvnim Gspéchem!

-pois Foissionovo rozdéleni

Litschmannova Martina, 2021 Vybrana rozdéleni diskrétni nahodné veliciny


http://homel.vsb.cz/~lit40/PRASTA/Materialy/r_tahak.pdf

Dékuji za pozornost!

martina.litschmannova@vsb.cz
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