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O
Opakovani: Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti 1]

= Co je to nahodny pokus?
Déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné urcen podminkami, za nichz probiha.
= Co je to nahodny jev?

Tvrzeni o vysledku nahodného pokusu, pricemz o pravdivosti tohoto tvrzeni lze po ukonceni pokusu
rozhodnout.
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O
Jak modelovat vysledky nahodnych pokusu? (cast I.) ||| |

Definice

Nahodna veliCina je funkce, ktera zobrazuje elementarni jevy w € () na redlna Cisla.

NV obvykle zna¢ime velkymi pismeny (X,Y, Z).

NV prifadi kazdému elementarnimu jevu w redlné Cislo (prevadi elementarni jevy (abstraktnimi objekty)
na Cisla).

Hodnota X (w) nahodné veli¢iny X zavisi na tom, ktery elementarni jev w nastal.

Vime-li, ktery elementarni jev w nastal, zname hodnotu X (w) ndahodné veli¢iny X.

Nahodna velicina X
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Zapis jevl pomoci nahodnych veliéin 1]

Zapisem (X = a) rozumime jev slozeny ze vSech elementarnich jevd w € , pro které X(w) = a,
t( X =a) ={w e Q2:X(w) = a}.

Podobné:

X<a)={wedX(w)<a},
(X >a)={we Q:X(w) > a}l,
(a<X<b)={weNa<X(w)<bhb}..
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Nahodna veli¢ina (NV) 1]
Nahodna velicina — Ciselné vyjadreni vysledku nahodného pokusu

X ... vysledek hodu kostkou

Nahodny pokus: Hod kostkou
Nahodny jev: Padne sudé ¢islo. (X € {2;4;6})
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o
Nahodna veli¢ina (NV) 1]

Nahodna velicina — ciselné vyjadreni vysledku nahodného pokusu
X ... pocet divek mezi 1 000 ndhodné vybranymi détmi
Nahodny pokus: Nahodny vybér 1 000 déti a zjisSténi poctu divek mezi nimi.

Nahodny jev: Mezi 1 000 nahodné vybranymi détmi bude vice nez 500 divek.
(X > 500)
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o
Nahodna veli¢ina (NV) 1]

Nahodna velicina — ciselné vyjadreni vysledku nahodného pokusu

X ... doba do remise onemocnéni (mésic)

Survival Plot (PL estimates)

Nahodny pokus: Pozorovani doby do remise onemocnéni

Nahodny jev: Doba do remise neprekroci 60 mésicu.
(X <60)
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o
Nahodna veli¢ina (NV) 1]

Nahodna velicina — ciselné vyjadreni vysledku nahodného pokusu

X ... rychlost pfipojeni k internetu (Mb/s)

Nahodny pokus: Méreni rychlosti pripojeni k internetu (download)

Nahodny jev:  Rychlost pfipojeni k internetu je vyssi nez 20 Mb/s.
(X > 20)
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o
Nahodna veli¢ina (NV) 1]

Nahodna velicina — ciselné vyjadreni vysledku nahodného pokusu

POZOR!
Ciselné vyjadFeni Ize pouZit i u veligin, které nejsou kvantitativni ze své podstaty

(napf. pohlavi—muz (0), Zena (1)).
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Jak popsat chovani nahodné veliciny? 1]

Rozdeleni pravdepodobnosti nahodné veliciny - predpis, ktery jednoznacné urcuje vSechny
pravdépodobnosti typu

P(X € M), kde M c R.

(t. PX =a),P(X <a),P(X>a),Pla<X<b),..,kdea,b €R)

Jak zadat rozdéleni pravdépodobnosti?
= funkci zadanou analyticky,
= vyctem hodnot NV a prislusnych pravdépodobnosti,

= graficky.
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Jak popsat chovani nahodné veliciny? 1]

Rozdeleni pravdepodobnosti nahodné veliciny - predpis, ktery jednoznacné urcuje vSechny
pravdépodobnosti typu

P(X € M), kde M c R.

(t. PX =a),P(X <a),P(X>a),Pla<X<b),..,kdea,b €R)

Jak zadat rozdéleni pravdépodobnosti?
= distribucni funkci,
= pravdépodobnostni funkci (diskrétni NV),
= hustotou pravdépodobnosti (spojita NV).
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O
Distribucni funkce F (x) 1]

Distribucni funkce F(t) je pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢éina X bude mensi nez dané realné &islo t.

F(t)=P(X<t)

= F(t) udava pravdépodobnost, Zze nahodna veli¢ina nabyva hodnot mensich nez t.

= Distribucni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni NV, tj. zname-li distribucni funkci, umime urcit
pravdépodobnost P(X € M) pro libovolnou M c R.

= Distribuc¢ni funkci nahodné velic¢iny X nékdy znadime Fx(t).

Néktefi autori definuji F(t) = P(X < t)!!! &
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Distribucni funkce F (x) 1]

Distribucni funkce F(t) je pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢éina X bude mensi nez dané realné &islo t.

F(t)=P(X<t)
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Zakladni typy ndhodnych velicin 1]

Diskrétni NV — mohou nabyvat spocetné mnoha hodnot

Priklady: pocet prajezdl automobill Klimkovickym tunelem mezi 13:00 — 14:00, pocet kybernetickych
utokl na urcity web béhem dne, pocet dni nemocenské, pocet zakaznikl v |1ékarné béhem jednoho dne, ...

Spojité NV — mohou nabyvat vSech hodnot na néjakém intervalu (maji spojitou distribuéni funkci)

Priklady: doba do remise onemocnéni, vyska, vaha, BMI, IQ, doba mezi dvéma nasledujicimi
kybernetickymi utoky na web, chyba méreni, ...
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O
Zakladni typy ndhodnych velicin 1]

Diskrétni nahodna velicina (dale DNV)
= muze nabyvat spocetné mnoha hodnot
= DNV X s distribucni funkci Fx (t) je charakterizovana pravdépodobnostni funkei P(X = x;),

tj. funkci pro niz plati:
Fx(t) = in<t P(X = xi)=2xi<t P(x;)

Spojita nahodna velicina (dale SNV)
= mUlze nabyvat vSech hodnot na néjakém intervalu (ma spojitou distribu¢ni funkci)
= SNV X s distribucni funkci Fy (t) je charakterizovana hustotou pravdépodobnosti f(x),

tj. funkci pro niz plati:

Fe(6) = f Fx) dx
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Diskrétni nahodna velic¢ina 1]

Definice

Nahodna veli¢ina X ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti (zkracené: , je diskrétni“), pravé kdyz nabyva
spocetné mnoha hodnot.

DNV lze charakterizovat: pravdépodobnostni funkci, distribucni funkci
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Pravdépodobnostni funkce 1]

- P(.'X'i) >0

=L PX=x)=1

= Lze zadat:
v’ predpisem, Vx €{0;1;2;3}:P(X =x) = (93c) .0,1%-0,93~%
v’ tabulkou, X 0 . > 3
P(x)| 0,729 | 0,243 | 0,027 | 0,001
v’ grafem. w08
0,6
04
02 °
0 | ° o |
0 1 2 3 4
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o
PFiklad 1 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkd mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢inou X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy
udaje uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Uréete pravdépodobnostni a distribuéni funkci poc¢tu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku.

-
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O
Priklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdepodobnost Pocet vadnych vyrobka | Distribuéni funkce
X P(x) x F(x) = P(X < x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1,00
% 0,90 = 0,90
< 080 = 0,80
S 0,70 £ 0,70
S 0,60 2 0,60
S 0,50 . £0,50
€ 040 2 0,40
2 030 . 3 0,30
@ 0,20 0,20
s 0,10 0,10
0,00 0,00
-2 1 0 1 2 3 4 -2 1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)
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o
PFiklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdépodobnost Pocet vadnych vyrobk@ | Distribuéni funkce
X P(x) X F(x) = P(X < x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1,00
% 0,90 = 0,90
S 0,80 = 0,80
S 0,70 £ 0,70
S 0,60 2 0,60
S 0,50 o S 0,50
C
€ 040 2 0,40
2 030 . 3 0,30
@ 0,20 T 0,20
5 0,10 0,10 F(—100) = P(X <-100)=0
20,00 0,00
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)
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o
PFiklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdépodobnost Pocet vadnych vyrobk@ | Distribuéni funkce
X P(x) X F(x) = P(X < x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1,00
% 0,90 = 0,90
S 0,80 % 0,80
S 0,70 £ 0,70
S 0,60 3 0,60
S 0,50 o S 0,50
C
2 0,40 2 0,40
2 030 . 3 0,30
@ 0,20 T 0,20
5 0,10 0,10 F(-=70) =P(X<-70)=0
< -0,00 0,00
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)
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O
Priklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdépodobnost Pocet vadnych vyrobk@ | Distribuéni funkce
X P(x) x F(x) = P(X < x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1,00
% 0,90 = 0,90
S 0,80 % 0,80
S 0,70 £ 0,70
S 0,60 3 0,60
8 0,50 o £ 0,50
C
€ 040 2 0,40
2 030 . 3 0,30
0 0,20 T 0,20
g 0,10 0,10 F(O)=P(X<0)=0
< -0,00 0,00
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdeépodobnost Poéet vadnych vyrobkd | Distribuéni funkce
X P(x) X F(x) = P(X < x)
0 0,25 (—o0; 0) 0,00
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1
< 090 = 0,9
< 080 = 08
S 0,70 g 07
T 0,60 5 06
S 0,50 . £ 05
2 0,40 2 04
3 0,30 Z 03
2 0,20 | ¢ S 0,2
% 010 0.1 F(0,1) = P(X <0,1) = 0,25
0,00 0—e
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 1 1]

Pocet vadnych vyrobku | Pravdépodobnost Pocet vadnych vyrobk@ | Distribuéni funkce
X P(x) X F(x) = P(X < x)
0 0,25 (—o0; 0) 0,00
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
=< 1,00 1
% 0,90 =< 09
< 080 = 08
S 0,70 g 07
T 0,60 5 06
8 0,50 ° £ 05
C
€ 040 2 04
§ 030 . 5 03
@ 0,20 T 0,2
5 0,10 0,1 F(1) =P(X<1)=0,25
20,00 0—e
-2 1 0 1 2 3 4 -2 1 0 1 2 3 4
pocet vadnych vyrobku (x) pocet vadnych vyrobk (x)
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Priklad 1

Pocet vadnych vyrobku
X

Distribucni funkce
F(x) =P(X < x)

(—0o0; 0)

0,00

(0; 1)

0,25

Pocet vadnych vyrobkli| Pravdépodobnost
X P(x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00

=< 1,00

= 0,9

(]

g 0,80

S 0,70

S 0,60

8 0,50 °

C

S 0,40

3 0,30

2 0,20 | ¢

-c ’

s 0,10

20,00

-2 -1 0 1 2 3

pocet vadnych vyrobku (x)

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0—e
-2 -1 0 1

distribucni funkce (F(x))

2 3 4

pocet vadnych vyrobk (x)
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Priklad 1

Pocet vadnych vyrobku
X

Distribucni funkce
F(x) =P(X < x)

(—0o0; 0)

0,00

(0; 1)

0,25

(1;2)

0,75

Pocet vadnych vyrobkli| Pravdépodobnost
X P(x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00

=< 1,00

= 0,9

(]

g 0,80

S 0,70

S 0,60

8 0,50 °

C

S 0,40

3 0,30

2 0,20 | ¢

-c ’

s 0,10

20,00

-2 -1 0 1 2 3

pocet vadnych vyrobku (x)

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0—e
-2 -1 0 1

distribucni funkce (F(x))

2 3 4

pocet vadnych vyrobk (x)
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Priklad 1

Pocet vadnych vyrobku
X

Distribucni funkce
F(x) =P(X < x)

(—0o0; 0)

0,00

(0; 1)

0,25

(1;2)

0,75

Pocet vadnych vyrobkli| Pravdépodobnost
X P(x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00

=< 1,00

= 0,9

(]

g 0,80

S 0,70

S 0,60

8 0,50 °

C

S 0,40

3 0,30

2 0,20 | ¢

-c ’

s 0,10

20,00

-2 -1 0 1 2 3

pocet vadnych vyrobku (x)

(2; o0)

1,00

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0—e
-2 -1 0 1

distribucni funkce (F(x))

2 3 4

pocet vadnych vyrobk (x)
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Vztah mezi pravdépodobnostni a distribuéni funkci 1]
P(x) 2:3 a F(x) oos .
0.6 0,75 6—-—e
0,5 -
04 | 0,55 -
0.3 - . 0,35 -
0,2 -
0,1 - 0,1

o@ o CE) @ . _1-0,05® @X@ @ .

= Body nespojitosti distribucni f-ce jsou body, v nichzZ je pravdépodobnostni f-ce nenulova.
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Vztah mezi pravdépodobnostni a distribuéni funkci 1]
P(x) 0,8 F(x) .
0.7 l 0,95 - o—
0.6 0,75 6—-—e
0,5 -
04 | 0,55 -
0,3 7 . 0,35 -
0,2 -
0,1 - 0,15 -
i 0 1 ‘ ; ‘ p 00 g 1 2 3 ;1

= Body nespojitosti distribucni f-ce jsou body, v nichzZ je pravdépodobnostni f-ce nenulova.
= PX=aqa)= lim+F(x) — F(a)
xXx—a
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Vztah mezi pravdépodobnostni a distribuéni funkci 1]

P(x) F(x)

0,8

’ L
0,7 ; 0,95 - {

06 7

05 -
04 -
03 -
02 -
01 -

0

= Body nespojitosti distribucni f-ce jsou body, v nichzZ je pravdépodobnostni f-ce nenulova.
= PX=a)= lim+ F(x) — F(a), tj. velikost ,,skoku“ distribuéni funkce v bodech nespojitosti je rovna prislusnym
xXx—a

hodnotam pravdépodobnostni funkce.
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Distribuéni funkce 1]

" F(t) = X<t P(x1)

(0 x<0 X F(x)
0729 0<x<1 (=2;0)] O
= |ze zadat: F(x)=< 0972 1<x<?2 (0;1) | 0,729
N . 0,999 2<x<3 .
v’ pfedpisem, 1 3 = o 8; gi %,2;92
v’ tabulkou, (3.'00) '1
v’ grafem. X g,95 - o———=F o
0,75 6—— 9
0,55 -
0,35 -
0,15 -
0,05 ¢ | * * *
1 0 1 2 3 4
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O
Distribucni funkce F (x) 1]

Distribucni funkce F(t) je pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X bude mensi nez dané redlné Cislo t.

F(t)=P(X<t)

Vlastnosti distribucni funkce:
0<F(t) <1,

= je neklesajici,

= je zleva spojita,

= ma nejvySe spocetné mnoho bodu nespojitosti,
. tl_i)r_noo F(t) =0 (,zacind“v0),

= limF(t)=1 (,konci“v1).

t—>oo

Néktefi autofi definuji F(t) = P(X < t)!!! &
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Vztah mezi pravdépodobnostni a distribuc¢ni funkci 1]

P(X E ﬂ\,.l e _0_.

PX=a)= xl—i>rc£1+ F(x) — F(a)
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Vztah mezi pravdépodobnostni a distribuéni funkci 1]
* P(X <) = F(a) = Sxea P(X)
“PX2a)=1-PX<a)=1-F(a) = Sysa P(x)
*"Pl@a<X<b)=PX<b)—PX<a)=F(a) —F(b) = Xgex;<p P(x:)

" PX=a)= xl_i)rcrll+F(x) — F(a)
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Priklad 2

Pri ovérovani kvality vyroby jsou ndhodné vybra

ny dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PocCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme ndhodnou veli¢ino X, ktera ma nize uvedenou distribu¢ni funkci.

F(x) =

(0,00, x € (—o0; 0)
0,25,x € (0;1)
0,75,x € (1; 2)

\ 1,00, x € (2; 00).

Urcete pravdépodobnostni funkci po¢tu vadnych vyrobku v testovaném vzorku.

-
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o
PFiklad 2 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme ndhodnou veli¢ino X, ktera ma nize uvedenou distribuéni funkci.

(0,00, x € (—00; 0) _ . x P(x)
< 0,9
F(x) = { 0,25,x € (0;1) > 08 . 0 0,25
0,75,x € (1;2) 2 gé ) 0.50
| 1,00,x € (2; 0). Z os ’
3 04 2 0,25
£ 0,3
S o002 T Celkem 1,00
0,1
0—e
-2 -1 0 1 2 3 4

pocet vadnych vyrobkd (x)

Uréete pravdépodobnostni funkci po¢tu vadnych vyrobkud v testovaném vzorku.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



K éemu potfebujeme popisovat chovani NV? 1]
= NV prevadeéji abstraktni zakladni prostor () na Cisla (s Cisly se |épe pracuje).

= NV slouzi jako model pro nase empirickd pozorovani (data).

= V teorii pravdépodobnosti s nimi pracujeme teoreticky — jejich rozdéleni povazujeme za dané
a zkoumame jejich vlastnosti.

= Ve statistice se snazime cosi usoudit o jejich neznamém rozdéleni na zakladé konkrétnich realizaci.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



Pro¢ potfebujeme Ciselné charakteristiky NV? 1]

= Distribu¢ni funkce, resp. pravdépodobnostni funkce, popisuji rozdéleni NV jednoznacné, do vSech
podrobnosti.

= Nékdy nas zajima pouze néktery aspekt NV, ktery se da popsat jednim Cislem:
= ocCekavana hodnota NV,
= variabilita moznych hodnot,

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
Ciselné charakteristiky NV Il

= Obecny moment r-tého radu (znacise u, nebo E(X") pror =1,2,...)

= pro diskrétni NV: tr = 2y xi - P(x;)

= Stredni hodnota (angl. expected value, mean; znaci se E(X)nebo u)

= pro diskrétni NV: EX) =p=2upxi-P(x)

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



e
Vyznam stfedni hodnoty 1]

Stfedni hodnotu E(X) nahodné velic¢iny X lze chapat jako:
= prdmérnou (ocekavanou) hodnotu NV X, kolem niz hodnoty NV kolisaji,
= miru polohy, populaéni primeér,

= vazeny primeér vsech moznych hodnot (E(X) =X Xi P(xl-)).

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 3 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Urcete stredni hodnotu poctu vadnych vyrobkl v testovaném vzorku.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 3 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

EXX) =u =X xi - P(x)

b P(x) x - P(x)
0 0,25
1 0,50
2 0,25
Celkem 1,00
Urcete stredni hodnotu poctu vadnych vyrobkl v testovaném vzorku. F

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 3 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

EXX) =u =X xi - P(x)

b P(x) x - P(x)
0 0,25 0-0,25
1 0,50 1-0,50
2 0,25 20,25
Celkem 1,00
Urcete stredni hodnotu poctu vadnych vyrobkl v testovaném vzorku. F

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 3 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

EXX) =u =X xi - P(x)

b P(x) x - P(x)
0 0,25 0,00
1 0,50 0,50
2 0,25 0,50
Celkem 1,00
Urcete stredni hodnotu poctu vadnych vyrobkl v testovaném vzorku. F

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 3 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje

uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

E(X) = =Yy x; - P(x;) = 1,00

X P(x) x -+ P(x)
0 0,25 0,00
1 0,50 0,50
2 0,25 0,50
Celkem 1,00 1,00
Mezi vybranymi vyrobky Ize oekdvat primérné 1 vadny vyrobek. F

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



O
Vlastnosti stfredni hodnoty 1]

= Va,beR: E(aX+b)=aE(X)+ b,

= EQG X)) =X E(XY),
tj. stfedni hodnota souctu NV je rovna souctu jejich strednich hodnot (vzdy),
= X, X, nezavislé = E([1L,X;) =1 EX)),

tj. jsou-li NV nezavislé, pak stredni hodnota soucinu NV je rovna soucinu jejich strednich hodnot
(obecné to neplati).

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 4 1]

Nezavislé nahodné veliCiny X a Y maji nasledujici stredni hodnotu:
E(X)=1,E(Y) = 3.
Definujme nahodné veliciny Z a Q jako
Z =4X —2Y + 12,
Q=-2XY+Y-—7.

Urcete stfedni hodnotu nahodnych velic¢in Z a Q.
E(Z)=E(4X—-2Y+12)=EMAX)+E(-2Y)+E(12)=4EX)—-2E(Y)+12=4-1-2-3+12 =10

E(Q) =E(-2XY+Y—-7)=-2EX)-E(Y)+E(Y)—-E(7)=-2-1-3+3—-7=—-10
\ J

|
toto je mozné pouze proto, zZe X, Y jsou nezavislé NV 2‘?

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
Modus 1]

Modus X — typickd hodnota ndhodné veli¢iny

pro diskrétni NV: Vx;: P(X =X) = P(X = x;)

(tzn. modus je takova hodnota DNV, v niZ P(x;) nabyva svého maxima)

" Modus neni témito podminkami uréen jednoznacné, tzn. nahodna velicina muze mit nekolik modu
(napf. vysledek hodu kostkou).

=  Ma-li NV pravé jeden modus, mluvime o unimodalnim rozdéeleni NV.

= Ma-li NV unimodalni symetrické rozdéleni, pak E(X) = X.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 5 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Uréete modus poctu vadnych vyrobk( v testovaném vzorku.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 5 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

X=1

NejCastéji Ize mezi vybranymi vyrobky ocekavat 1 vadny vyrobek.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
Ciselné charakteristiky NV Il

= Centralni moment r-tého radu (znaci se u-, nebo E ((X — E(X))r) pror =1,2,..)

= pro diskrétni NV: Uy = Z(i)(xi — E(X))r - P(x;)

= Rozptyl (angl. dispersion, resp. variance, zna&i se t,” nebo D(X) nebo a?)

= pro diskrétni NV: D(X) = 0% =¥ ;(x; — E(X))* - P(x;)

Vypocetni vztah pro rozptyl: -
DX)=EX?» - (EX))

Duikaz:
D(X) = E((X —EX))?) =E (X2 = 2X - EQX) + (EC0)”) =

= E(x2) = 2E(X) - EQX) + (EQ))” = E(X?) — (E(X))°

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



O
Vyznam rozptylu 1]

Mira variability dat kolem stfedni hodnoty.
Stredni kvadraticka odchylka od stfedni hodnoty (D (X)=EX — E(X))Z).
Maly rozptyl ~ hodnoty NV se s vysokou pravdépodobnosti objevuji blizko E (X).

Velky rozptyl ~ hodnoty NV se ¢asto objevuji ve velké vzdalenosti od E (X).

P X 0,3 I L B B B R L R R IR T T |
(x) .
. X2
0’2 _— LX) _
L ] L ]
01k —
..*..
. . K o..
) K O — -t *odesesserer-|
0 10 20 30 40 50 60 70

D(X1) < D(X2)

Jednotka rozptylu je kvadratem jednotky nahodné veliCiny!!! &

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 6 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Urcéete rozptyl poctu vadnych vyrobkl v testovaném vzorku.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 6 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

D(X) = E(X?) — (E(X))”

X P(x) x -+ P(x)
0 0,25 0,00
1 0,50 0,50
2 0,25 0,50
Celkem 1,00 1,00
Urcete rozptyl poctu vadnych vyrobku v testovaném vzorku. 7

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 6 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

D(X) = E(X?) — (E(X))”

X P(x) x - P(x) x2 - P(x)
0 0,25 0,00
1 0,50 0,50
2 0,25 0,50
Celkem 1,00 1,00
Urcete rozptyl poctu vadnych vyrobku v testovaném vzorku. 7

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 6 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

D(X) = E(X?) — (E(X))”

X P(x) x - P(x) x2 - P(x)
0 0,25 0,00 0%-0,25
1 0,50 0,50 1%2.0,50
2 0,25 0,50 22.0,25
Celkem 1,00 1,00
Urcete rozptyl poctu vadnych vyrobku v testovaném vzorku. 7

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 6 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

D(X) = E(X2) — (E(X))* = 1,50 — 1,002 = 0,50

X P(x) x - P(x) x2 - P(x)
0 0,25 0,00 0,00
1 0,50 0,50 0,50
2 0,25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50
Rozptyl poctu vadnych vyrobk( v testovaném vzorku je 0,5 ks?. 7

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



e
Vlastnosti rozptylu 1]

= Va,b € R: D(aX +b) =a*D(X),
Duikaz:
D(aX + b) = E((aX + b)?) — (E((ax + b)))2 =

_ azE(XZ) + 2abE(X) + b? — (aZ(E(X))2 + 2abE(X) + bz) =

=a?(E(x?) - (E))*) = a®D(x)

= Xi,, X, nezavislé = DX X;) = X' D(X)),

tj. jsou-li NV nezavislé, pak rozptyl souctu NV je roven souctu jejich rozptyll (obecné to neplati).

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 7 1]

Nezavislé nahodné veliCiny X a Y maji nasledujici rozptyly:
D(X)=1,D(Y) = 2.
Definujme nahodné veliciny Z a Q jako
Z =4X —2Y + 12,
Q=-2XY+Y-—7.
Urcete rozptyly nahodnych velic¢in Z a Q.

D(Z) = D(4X — 2Y + 12) = D(4X) + D(=2Y) + D(12) = 42D(X) + (=2)2D(Y) =16 -1+ 4 -2 = 24
\ J
|

toto je mozné pouze proto, ze X, Y jsou nezavislé NV

D(Q) = D(—2XY +Y — 7) = 4D(XY) + D(Y
(@) = D( ) (XY) + D(Y) ?

pro vypocet nemame dostatek informaci

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



O
Smérodatna odchylka 1]

Smérodatna odchylka o

a(X) = D(X)

Jakou predstavu o nahodné veliciné X si lze udélat
na zakladé jeji stf. hodnoty u a sm. odchylky a?

1 x|
Vk>0:P(u—ko<X<u+ko)>1-— = (Cebysevova nerovnost)

K P(u—ko <X < u+ ko) . e o

1 >0 :

2 >0,75 /\/\

3 >0,89 1 \

Z& — 3s Tz — 2s T — s T x + s Z 4+ 2s Z 4+ 35
Hn — 3o n— 20 b — e y23 H+ o n~+ 20 i+ 30

Smérodatna odchylka neumoziuje srovnavat variabilitu ndhodnych veli¢cin mérenych v riznych jednotkach! &

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



Varia¢ni koeficient 1]

Variacni koeficient y(X) definujme pouze pro nezaporné nahodné veliCiny.

_o® 90 100 0
y(X) = 200 resp. 20 100 (%)

= Variacni koeficient — smérodatna odchylka v procentech stfedni hodnoty
= Cim niZ&i variaéni koeficient, tim homogennéji soubor.

= y(X) > 50% = silné rozptyleny soubor.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 8 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Urcete smérodatnou odchylku a variacni koeficient po¢tu vadnych vyrobk( v testovaném vzorku.

-

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 8 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

E(X) =X xi - P(x;) = 1,00, D(X) = E(X?) — (E(X))2 = 1,50 — 1,002 = 0,50

X P(x) x - P(x) x2 - P(x)

0 0,25 0,00 0,00

1 0,50 0,50 0,50

2 0,25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50

Uréete smérodatnou odchylku a variacni koeficient poc¢tu vadnych vyrobk( v testovaném vzorku.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 8 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

E(X) = Xy % - P(x;) = 1,00, D(X) = 0,50 > 6(X) = \/D(X) = g ~ 0,71
X P(x) x - P(x) x2 - P(x)
0 0,25 0,00 0,00
1 0,50 0,50 0,50
> 0.25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50

Smérodatna odchylka poctu vadnych vyrobk( v testovaném vzorku je 0,71 ks.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 8 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk

o(X)

E(X) = X% - P(e) = 1,00, D(X) = 0,50, 6(X) = 0,71 =y(X) = £ = 0,71 ~ 71 %
X P(x) x - P(x) x2 - P(x)
0 0,25 0,00 0,00
1 0,50 0,50 0,50
2 0,25 0,50 1,00
Celkem 1,00 1,00 1,50

Varia¢ni koeficient poctu vadnych vyrobkt v testovaném vzorku je cca 71 %,
tj. Ize mluvit o nehomogennim (silné rozptyleném) rozdéleni.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



Transformace nahodné veliéiny 1]

* Transformaci NV X rozumime aplikaci prosté realné funkce g tak, ze vznikne nova nahodna velicina
Y = g(X).

= NV Y mlze nabyvat jinych hodnot nez NV X,
mUzZe mit také jiné rozdéleni pravdépodobnosti, které chceme najit,

tj. hledame pravdépodobnostni f-ci, resp. hustotu pravdépodobnosti NV Y.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



Transformace nahodné veliciny 1]

Y = g(X)

VyeR: F(y) =P <y)=PgX)<y)

Pro diskrétni NV:
P() =P =y)=PgX)=y)=P(X =g7'(»)

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



o
PFiklad 9 1]

Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych
vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

Pocet vadnych vyrobkd Pravdépodobnost
0 0,25
1 0,50
2 0,25

Na evidenci vysledkl kontroly kvality testovanych vyrobkl potfebujeme 10 minut plus dalSich 5 minut na
evidenci podrobného vysledku v pripadé, ze je vyrobek vadny. Urlete pravdépodobnostni funkci
celkového Casu potrebného k evidenci vysledk( kontroly kvality.

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 9 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk Y ... éas potfebny k evidenci vysledkd kontroly kvality (min)
Y =10+ 5X
= — ) = — V) = _ Y=10) _ y-10
Py(y)—P(Y—y)—P(10+5X—y)—P(X— - )_PX( - )
X P(x) y P(y)
0 0,25 10+5-0 0,25
1 0,50 10+5-1 0,50
2 0,25 10+5:2 0,25
Celkem 1,00 Celkem 1,00

Na evidenci vysledkd kontroly kvality testovanych vyrobkd potfebujeme 10 minut plus dalSich 5 minut na
evidenci podrobného vysledku v pripadé, ze je vyrobek vadny. UrCete pravdépodobnostni funkci
celkového Casu potfebného k evidenci vysledkd kontroly kvality. ?

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)



PFiklad 9 1]
Pri ovérovani kvality vyroby jsou nahodné vybrany dva vyrobky a je testovana jejich kvalita. PoCet vadnych

vyrobkl mezi vybranymi modelujeme nahodnou veli¢ino X. Z dlouhodobého pozorovani jsou znamy udaje
uvedené v nasledujici tabulce.

X ... pocet vadnych vyrobk Y ... &as potrebny k evidenci vysledkd kontroly kvality (min)
Y =10 + 5X
= —v) = —v) = _ Y10y _ y—-10
Py(y) =P(Y =y) = P(10 + 5X = y) = P (X =22) = P (22°)
X P(x) y P(y)
0 0,25 10 0,25
1 0,50 15 0,50
2 0,25 20 0,25
Celkem 1,00 Celkem 1,00

Na evidenci vysledkd kontroly kvality testovanych vyrobkd potfebujeme 10 minut plus dalSich 5 minut na
evidenci podrobného vysledku v pripadé, ze je vyrobek vadny. UrCete pravdépodobnostni funkci
celkového Casu potfebného k evidenci vysledkd kontroly kvality. ?

Litschmannova Martina, 2021 Jak modelovat vysledky nahodnych pokust? (¢ast I.)
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