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9. cviceni — Prabéh funkce

Co chdpeme pod pojmem vyietieni pribé&hu funkce?
Vy3etieni vlastnosti, které ndm umozni, abychom funkci rozumné charakterizovali a nakreslili jeji graf.

Co nas obvykle zajima pfi vySetfeni prab&hu funkce?

Defini¢ni obor; sudost, lichost (informace, zda je graf funkce symetricky); periodiénost; spojitost;
maximalni intervaly, na nichi je funkce monoténni (déle monotonie); lokalni extrémy (minima,
maxima); maximalni intervaly, na nichZ je funkce konvexni, konkavni (dale konvexnost, konkdvnost);
inflexni body; asymptoty grafu funkce.

9.1 Monotonie

Véta 9.1

Necht funkce f ma na intervalu (a, b), a, b € R*, derivaci. Je-li
a) f'(x) > 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je rostouci na (a, b),
b) f'(x) 2 0 pro kazdé x € (a, b), pak f je neklesajici na (a, b),
c) f'(x) <0 prokaidé x € (a,b), pak f je klesajici na (a, b),
d) f'(x) < 0 pro kaZdé x € (a, b), pak f je nerostouci na (a, b).

Priklad 9.1
Urcete maximdini intervaly ryzi monotonie ndsledujicich funkci:
2
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9.2 Lokalni extrémy

Definice 9.1
Rekneme, 7e funkce f ma v bodé x, lokdlni minimum, resp. lokdIni maximum, jestlife existuje okoli
0(x,) bodu x; takové, Ze pro viechna x € 0(x,) je f(x) = f(xo), resp. f(x) < f(xp).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& x, ostré lokdIni minimum, resp. ostré lokdlni maximum, jestlize
existuje okoli 0 (x,) bodu x, takové, e pro viechna x € 0(x,) je f(x) > f(x,), resp. f(x) < f(xg).

M3-li funkce f ma v bodé x, lokadlni minimum, resp. lokdIni maximum, Fikdme, Ze funkce f mé v bodé
xo lokdlni extrém.

Definice 9.2

Bod x, € D(f), ve kterém plati f'(x,) = 0, se nazyva staciondrni bod.

Véta 9.2

Necht funkce f ma v bodé x, lokalni extrém. Pak bud plati f'(x,) = 0, anebo f'(x,) neexistuje.

Véta 9.3

Necht f'(xy) = 0 a existuje f"' (x;). Je-li

a) f"(x) > 0, pak méa funkce fv bodé x;, lokdlni minimum,
b) " (x) <0, pak méa funkce fv bodé x, lokdlni maximum.

Véta 9.4

Necht £’ (xy) = f"'(x0) = - F™ D (x,) = 0 a necht £ ™ (x,) # 0 pro néjaké n € N,n > 2. Je-li:
o nliché, pak f nema v bodé x; lokalni extrém.

e nsudéaf™(x,) > 0, pak f mav bodé x, lokélni minimum.

e nsudéaf™(xy) <0, pak f mav bodé x, lokdini maximum.
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Piiklad 9.2
Najdéte lokdlini extrémy a maximdini intervaly monotonie ndsledujicich funkci.
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9.3 Konvexnost, konkiavnost

Definice 9.3
Rekneme, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu I c D(f), jestlize pro viechna x;, x;, X3 € f

takova, Ze x; < x, < x5, plati
flxz) < flx) + Lxa)/(x)) (x; — x1).
X3=X1

Nahradime-li v definici 9.3 znak < znakem <, dostdvame funkci konvexni na intervalu I. le-li I =
D(f), pak fikame, Ze funkce f je ryze konvexni, resp. konvexni.

Definice 9.4
Rekneme, Ze funkce f je ryze konkdvni na intervalu I c D(f), jestlize pro viechna x;, x3, X3 € f

takova, Ze x; < x, < x3, plati

Fr2) > flon) +LE2TE ) — )y,
3 1

Nahradime-li v definici 9.4 znak > znakem =, dostavame funkci konkdvni na intervalu I. Je-li [ =
D(f), pak fikame, ze funkce f je ryze konkdvni, resp. konkdvni.

¥ = f(x)

y= S‘I)

Graf konkdvni funkce
(pfevzato z [1])

Graf konvexni funkce
(pfevzato z [1])

Definice 9.5
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x,, inflexi, jestliZe existuje f'(x,) € R a funkce f je v néjakém levém

okoli bodu x, ryze konvexni a v néjakém pravém okoli bodu x, ryze konkavni, resp. naopak.

Maé-li funkce f v bod& x, inflexi, pak bod (xo, f (xo)) nazyvame inflexnim bodem funkce f.

Tj. v inflexnim bodé existuje teéna a méni se zde ,konvexnost na konkavnost” anebo naopak.
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konkavni

+ =3 2

Jiy=a~2"—5r+3

Véta 9.5

Necht funkce f ma na intervalu (a, b), a, b € R*, druhou derivaci. Je-li
a) f"(x) > 0prokaidé x € (a,b), pak f je ryze konvexni na (a, b),
b) f"(x) = 0 pro kaidé x € (a, b), pak f je konvexni na (a, b),

c) f"(x) <0 prokaidé x € (a,b), pak fje ryze konkévni na (a, b),
d) f"(x) < 0 pro kaidé x € (a, b), pak f je konkdvni na (a, b).

Priklad 9.3
Urcete maximdini intervaly, na nichi jsou ndsledujici funkce konvexni, resp. ryze konvexni a uréete jejich
inflexni body:

a) fry=x%+3x b) g:y= o) hy=-—=
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9.4 Asymptoty grafu funkce

7D leZ " = 401N

Definice 9.6
Pfimka p:x = x5, xo € R se nazyva svisld asymptota grafu funkce f, jestlize je alespofi jedna
jednostranna limita funkce f v bodé x, nevlastni, tj.
lim f(x) = too nebo lim f(x) = toeo.
X—Xg

—)xo

Svislé asymptoty mohou nastat v bodech nespojitosti definicniho oboru nebo v hraniénich bodech
definicniho oboru.

Priklad 9.4
Najdéte svislé asymptoty grafi funkci:
o) fiy=i oy =aa VU (2 2)
3 ) e 2 )V (2,

9 o= 25 D)= (7 2 '

4" X = .Z/

2 14 x=-& , X
Sral ag/’”’/"éé o ol /2
X=-72

fu 25, < % 0 o agmphh
a?'f
éf- X //,/é ”: - = &gfau//DZY >

g T

:{ ,!’
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Definice 9.7
Pfimka p:y = ax + b, a, b € R se nazyvé asymptota grafu funkce f v plus nekoneénu, resp. v minus
nekoneénu, jestlize plati:

,}ng(f(x) — (ax + b)) = 0, resp. xﬁr_nm(f(x) — (ax + b)) = 0.

Véta 9.5

Pfimkap:y = ax + b, a,b € R se nazyva asymptota grafu funkce f v plus nekoneénu, pravé kdyz
lim@=a,aER a lim(f(x)—ax)=b, beR
x—=00 X X—=00

Pfimka p:y = ax + b, a, b € R se nazyvé asymptota grafu funkce f v minus nekoneénu, pravé kdy:

lim {2
X

X->=—00

=a, a€R a xlir_nm(f(x)—ax)=b, b eR.

svislé asymptoty

- —-——a——

asymptota v plus nekoneénu
asymptota v minus nekoneénu

Lo

- e = -
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Priklad 9.5
Najdéte asymptoty v +oo g —co grafi funkci:
L
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9.5 Priubéh funkce

Postup:

1. Urcime definiéni obor.

2. Rozhodneme, zda je funkce spojita, resp. uréime body nespojitosti.

3. Rozhodneme, zda je funkce suda nebo lichd, pfip. periodicka.

4. Vypotteme f' aD(f").

5. Urcime intervaly, na nich je f' kladna, resp. zaporna.

6. Urcime intervaly monotonie funkce a lokalni extrémy.

7. Vypotteme ' a D(f'").

8. Urcime intervaly, na nich je f*' kladn4, resp. zéporna.

9. Urdime intervaly, na nichZ je funkce konvexni, resp. konkavni a ur&ime inflexni body.
10. Najdeme svislé asymptoty a asymptoty v +o0,

11. Podle potfeby uréime dalsi vlastnosti funkce f (priseéiky s osami, funkéni hodnoty ve

vyznamnych bodech, ...)
12. Nacrtneme graf funkce f.

Piikiad 9.6
Vysetrete pr&be'h funkci:
g
a) fry= _xz b) g:y=In(4-x?) c) hhy=x-ex
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