7. cviéeni - Definice derivace

7. cviceni Vyufiti limit — Derivace

7.1 Definice derivace

Derivovani je pfechod od funkce f, jeZ uddva vztah mezi proménnymi x a y, k funkci f', jez udévé
vztah mezi proménnou x a smérnici teény funkce f v bodé x. Hodnota f'(x), udévé v kaZdém bodé x
sklon funkce f (smérnici jeji te¢ny). Funkci f'(x) nazyvdme derivaci funkce f.

Geometricky model

Flxgit

Geometricky model derivace (pfevzato z [1])

Definice 7.1
Necht x, € D(f). Existuje-li limita
llm f(x)—f(xo)’
X—Xg X—Xg
znacime ji f'(xp) a nazyvame ji derivaci funkce f v bodé x,.

Je-li f'(xo) € R, pak fikdme, Ze funkce f mé v bodé& x, vlastni derivaci.
Je-li f'(xq) = Zoo, pak fikdme, Ze funkce £ ma v bodé x,, nevlastni derivaci.

Definice 7.2
Necht x, € D(f).

Existuje-li limita lim, % znatime ji f{(xo) a nazyvame ji derivaci zprava funkce f v bodé x,,.
x-x, —Xg
) o . FO-f(x0) vr . por . . " , =
Existuje-li limita lim_ x. v Znatimeji fL(x) a nazyvame ji derivaci zleva funkce f v bodé x,.
x-Xg —Xo
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Funkce f ma v bodé x derivaci, pravé kdyZ existuji obé jednostranné derivace funkce f v bodé x, a
jsou si rovny.

Pfiklad 7.1
UZitim definice derivace zjistéte, zda existuji derivace ndsledujicich funkei v bodé x.
a) f(x)=sinx, xog =0 b) f(x)=|sinx|, xg=20 c) f(x)=x*—3x?+2, xo=0
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Véta 7.1

Ma-li funkce £ ma v bodé x, € R vlastni derivaci, je vtomto bodé spojita.

7.2 Pravidla pro pocitani s derivacemi

[11 () =0,c € R(konst.),x €ER,
21 &) =r-x""LreR,x eR",
[3] (sinx) =cosx, x ER,

[4] (cosx) = —sinx, x €R,

[5] (e¥) =e*,x ER.

Véta 7.2

Necht existuji derivace funkci f a g v bodé x; € R. Pak také funkce fg,-g-a cf, kde c € R je konstanta
maji v bodé x, € R derivaci a plati

a) (f 9 (x0) = f'(x0) £ 9" (x0),

b) (f-9) (x0) = f'(x0) * g(x0) + £ (x0) - 9" (x0),

I3 ' . — i
<) (5) (xo) —iE (xq) g(xgoz)(’:;()xo)g (xo), je-li g(xo) £0,

d) (cf) (x0) = cf " (xp)-
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7. cvigeni - Pravidla pro poditani s derivacemi

a}/’(,{)__ (x“H%2)= 9x°- éx
l//[/'x)" /"3'37"“'7"'0?6“’— ;/‘)/= ":j&bé’)(-f- e+ -)—é—
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6] (tgx) =—%, xeR\{5+ kn},kez,
[7]1 (cotgx) = — > xE€ R\{kn}, k € Z.

sinZ x’

Véta 7.3

Derivace inverzni funkce

Necht f:x = f(¥) je spojitd a ryze monoténni na intervalu 1. Necht y, je vniténi bod intervalu I a necht
ma f vy, derivaci f'(y,). Pak inverzni funkce f~*:y = f~1(x) méa v bodé x, = f(y,) derivaci a plati

1
g
(F1Y (xp) = { oo e 0 #0,

+o,  je—1li f'(yy) = 0a funkce f je nal rostouci,
-,  je—1li f'(yy) = 0a funkce f je nal klesajici.
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/'/(x).- at/sﬂny => f/;): X:-Z%

. ! Y / A A4
(Feod= (bx) =7y = = #T T X

8] (Inx) = % x € RY,

[91 (arcsinx)’' = ‘/:_xz, x€(—1;1),

[10] (arccosx)' = —\/1i_x2’ x €(-1;1),
[11] (arctgx)' = x21+1, x €ER,
[12] (arccotgx)' = —= X€ R.

Véta 7.4

Derivace slozené funkce

UvaZujme sloZenou funkci F = f ¢ g. Pfedpokldadame, Ze existuje derivace funkce g v bodé x; a
derivace funkce f v bodé uy = g(xg). Pak i sloZend funkce F md derivaci v bodé x, a plati

(F) (x0) = (f o 9)'(x0) = f'(up)g'(x0) = f’(g(xo))g'(xo).

N NG
o) [t air 2)"] = D (L oxs2) (L R) =
= . [x 3x+g)9 (9)\’ 5)()

4 ($u %) = wsé}-(&)'—: 574055(
e) (b pux)= —— -[97 x)'= g?u,, = ,L_‘iéi__—x_

X2 e
d) (/Y? < )“ ""‘[X °Z) (X ’Z) 07/7/7,_ = Ix%=-2

/ a ) . a !
2 /a”)'= /e&a, )z(@x%’ ):ZX&- (;(-fna)=
x,%,,@ - a bha

—

&uz
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7. cviceni - Pravidla pro pocitani s derivacemi

[13] (@)’ =a*lna, a € RT\{1},
[14] (log, x)' = ;a, a € R*\{1}, x € R*.

a) [ﬂh{f*wsx)],: 711%)( '//fdosx)l= -~ Hw X
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Derivace funkei f(x)9

Vyugivame zndmého vztahu f(x)9%) = g9 f(x),

2) [Xx}’z /eﬂy, xx); /ex.%k); ,@X.;nk, /J(%” k);
- é{njx (/./ns(-* ’("RL)—"X”- [47*‘/"’2
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= (Brw x) . /’9
= (siux)®" (K gux In(wex))

&)t ¥
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a;(./n/%'uk)'/'w‘sx'&&i( )

7.3 Derivace vyssich radu

Definice 7.3
Necht n € N. Potom n-tou derivaci (nebo derivaci n-tého fadu) funkce f rozumime funkci, kterou

oznatujeme £ (x) a definujeme rovnosti

F®@) = (F(0)

!
’

pticems FO(x) = f.

a) f(x)= tos*x
//éx)= X o3 X - /”97}‘””) B
0 = (-ea2e)'= - 108 2%

q///’(x): /'07'508 Z‘)Iz —a?. /’ o 2)() DZ

— $m Ix
9o~ A s 2x

= h pm 2k
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7. cviceni - Derivace vysSich Fada
,/7 H) = X tn X /
?///x):[x. ﬂnk)ls /- ns+X 7 = I+
J
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Lt =
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Tecna a normala

Definice 7.4
Pfimka t o rovnici

y —f(xo) = f'(x0)(x — xo)

se nazyvd te¢na ke grafu funkce f v dotykovém bod& T = (x,, f(x,)). PFimka n, kterd prochazi
bodem T a je kolma k te€né t, se nazyvad normala ke grafu funkce f v dotykovém bodé T.

y -
a) flixgy £ b SMixay =0

Teéna a normdla ke grafu funkce (pfevzato z [1])
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7. cviceni - Fyzikélni vyznam derivace

7.4 Fyzikalni vyznam derivace

Pfedpoklddejme, Ze piimocary pohyb hmotného bodu je popsén funkci s(t), ktera udéava polohu
hmotného bodu v zévislosti na Case. Necht existuje prvni a druhé derivace funkce s(t).

v(ty) = 5'(ty) nazyvdme okamiitou rychlosti bodu v &ase ¢,.

a(ty) = v'(ty) = s''(tp) nazyvdme okamzitym zrychlenim bodu v ¢ase t,.

U] = §H) = (7T 1% HEr B)E G b K

) =0
G1Y Ht+ H =0 )€
5+ 6 =y

D=5-4.16¢ =7
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