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6. cviteni - Limita a spojitost funkce

6.1 Limita funkce

Definice 6.1 (okoli a prstencové okoli)

a) Okolim bodu xy € R (podrobnéji 5-okolim bodu x,) rozumime otevieny interval (x, — 8; x5 + 8),
kde & je kladné redlné &islo. Znacime je 0(x,).

b) Okolim bodu + rozumime kazdy interval (k; +), kde k € R. Znaéime je 0(+).

c) Okolim bodu —oo rozumime kaZdy interval (—co; k), kde k € R. Znadime je 0(—).

d) Prstencovym okolim bodu x € R* rozumime mnozinu 0(x,)\{x,}- Znacime je P(x,).

Definice 6.2 (definice limity)
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R* limitu 4 € R*, jestlize ke kaZdému okolf 0(4) bodu A
existuje prstencové okoli P(x,) bodu x, takové, Ze pro vSechna x € P(x,) plati f(x) € 0(A).
PiSeme:

lim f(x) = A.

X—Xq

Symbolicky zapsano:
’3131 f(x) = A & (YO(4) 3P(x,) Vx € P(x): f(x) € O(4)).

Pozndmka: Limita ndm nic neffka o tom, jak se funkce chova piimo v bodé x,.

Mluvime o nasledujicich pripadech limity (x,, 4 € R):

e vlastni limita ve vlastnim bodé lim f(x) = A4,
X—-Xo

e nevlastni limita ve vlastnim bodé lim f(x) = +oo,
X—Xg

¢ vlastni limita v nevlastnim bodé lim f(x) =A4,
x—too

e nevlastni limita v nevlastnim bodé lir}_l f(x) = +o0,
x—o+co

6.2 Jednostranné limity

Definice 6.3

a) Lewym prstencovym okolfm bodu x, € R rozumime interval (x, — §;x,), kde & je kladné
realné ¢islo. Znaéime je P~ (x;).

b) Pravym prstencovym okolim bodu xy € R rozumime interval (x4;x, + &), kde & je kladné
realné &islo. Znagime je P (x;).

Definice 6.4
a) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, € R* limitu zleva rovnu A € R*, jestliZe ke kaZdému okolf
0(A) bodu A existuje levé prstencové okoli P~ (x,) bodu x, takové, Ze pro viechna x € P~ (x,)
plati f(x) € 0(A4). Piseme:
lim f(x) = A.
x-xg
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b) Rekneme, %e funkce f ma v bodé x, € R* limitu zpravarovnu 4 € R*,jestlize ke kazdému okoli
0(4) bodu A existuje pravé prstencové okoli P*(x,) bodu x, takové, Ze pro vSechna x €
P*(x,) plati f(x) € 0(A). Piseme:

lim f(x) = A
X—-Xg

6.3 Vlastnosti limit

Véta 6.1
Necht x, € R,A € R". Limita vbodé x, existuje pravé tehdy, kdyZ vtomto bodé& existuji obé
jednostranné limity a jsou stejné. Zapsano symbolicky:

Jm f@ =4 e (lim £ = lim f) =4

Véta 6.2
Funkce f mav bodé x, € R” nejvy3e jednu limitu.

Véta 6.3
Necht x, € R* a necht existuji lim f(x)a lim g(x). Pak plati:
xX—Xg X—Xq

[1] lim [f(x) £ 9G] = lim f(x) £ lim g(x),
(2] ,cligclo[f(x)g(x)] = Jil}c‘of (x)- Jim g(x),

[3] ,}LIgo[f(x)/g(x)] = ,}Lrgof(x)/ }H,’c‘,g(")'
(4] Jim IF @] = |Jim £G),

jsou-li definovény pravé strany vySe uvedenych rovnosti.

6.4 Spojitost

Definice 6.5
Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé x, € R, jestliZe plati

J}iggof (%) = f(xp).

Véta 6.4
Necht funkce f a g jsou spojité v bodé x, € R. Pak i funkce f + g a f - g jsou spojité v bodé x,. Je-li
navic g(x,) # 0, je i funkce f /g spojita v bodé x,.

Véta 6.5
Necht funkce f je spojitd v bodé x, € R a necht funkce g je spojita v bodé f(x,). Pak funkce g o f je
spojitd v bodé x,.
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Véta 6.6
Necht funkce f je zakladni elementarni funkce a necht x; je vnitinim bodem defini¢niho oboru D(f).
Pak funkce f je spojita v bodé x,.

6.5 Vypocet limit
Limity funkci spojitych v bodé
Piiklad 6.1 [ #éls €.6)

Vypoctéte ndsledujici limity.

a) limsinx b) limarctgx ¢) lime*
x—0 x-0 x=0

a) bw Hw x =) =0

£=0
J - Ky € ZC/)/? /"e zéa«./fl =)
/ﬁ/ ,ﬁ;‘qﬂj Cu‘é"’ - ﬂcﬁ' —f =D 4 s/"g/aﬂélr?“ Ky =2
o bus ¢ =&=1 = ;{ZJL" Jo = fE)

k>0

piiklad 6.2 ( #Tly 69 - 6.6)
Vypoctéte ndsledujici limity.

a) lim(lnx+x%+3) b) lim e*+2% sinx c) lim(x-tgx)
x-1 x=0 In(1+x)+(x+1)cosx X

4

a) 4&«4/ /ﬁmﬂ(%g)_—_ o T+ /{'/-,j O+ 7+ 3 =2;:_

K=z
o 1
2% 7% pu x 2% A onl Y.

// f—,:; 4y (74%) < (k7) 205 X - ,%(/,4-0)-{- (770) tos O =ﬂ*/'7

-7
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Limity v nevlastnich bodech a v bodech, v nichZ neni funkce definovdna

Priklad 6.3

Dokazte, Ze plati llm 1o —walimi=co
x-0t X

/ ‘ sh /M’I—/
. VheR TR Y e (PO Sz k(o jeokuTns )

———Aé&7 1> b X (X<0’)® X<T /:w/>0c///.w/ou Xﬂzﬂa)
/320 b<0 ﬁf‘l “

7>0 /wé~01/

/

* GheR I R G xe(0:07):

—}%>éé\ 1> éx (k>0)& X< ‘2 /»wk?(?‘”om-
x> L b=o (D

7>0 ‘e k=0 v
Limity dle véty o limité souétu, rozdilu, soudinu a podilu funkci (véta 6.3)

e

F‘l N

Pozndmka: Pfipomerime si vyrazy, které nejsou definovany:

A +oo
00 — 00 0-(+) E(AER) Yoo
Piiklady 6.4
Vypoctéte ndsledujici limity.
a) lim (e*+x) b) lim xarctgx ¢ lim (\/xz +1- x)
X—=—00 X—=~—00
09,&4«/ [€+X) 4W €+4¢w v = ﬂ+/m)‘ —47
V- - X~=> b ¥ -0
%, %r Yy = J0- 7
Ay biws (- mcgr) w X b acc 7 =2
_700 j(—? m X*Qm

&) Liww (177 -x)= /;Wm/;:‘-éwx -

X~ - A= X> -

= - ((w)=wr 0 =D

Piiklad 6.5 (K 6.7)
woxe 7: 1
Vypoctéte il_r)ré pors

/ vyoN
hiw 7 7 7 TP / L -0
Y->07 , s => w X
/ -
_,_/_. - —_— = D K=o
VN o*
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Véta 6.7

Necht funkce f a g jsou funkce a nechft existuje prstencové okoli P(xy) bodu x, € R* takové, Ze pro
kaidé x € P(x,) plati f(x) = g(x). Necht J}n}l g(x) = A, A € R*. Pak existuje xlll;l f(x) a plati
—Xg —Xg

lim f(x) = A.

X=Xo

Priklady 6.6 (9643 6. 7)
Vypoctéte nasledujici limity.

o Jim T o L e timiy
bl 9 Ui 9 s
2 M)[»\"/)
a) Luw x;; = /%fm/ Kt ] = ,4“4/ l(e-7) = —/-7= —Z
=21 x4 Y=
line 771 Vi fiir =1 [xzr 77 L (#7)-1
(é X0 X - Y_:{;/ X XA7 + 7 X=0 X(‘W# /)
» X~ 1/ A4
T g0 o A r) T T A
: , - 7) /e los X
c _‘L%?k‘-— &H'w /. g’“’(/wsx - o =
4 /L:;g gru’ x ’éﬁ"‘; @,‘;{;_ Pu’ x ’&f;‘; dos X (_fl,,‘”if)
Sru T
_ /& J— &g X _ / Zi
S8 e () () T D
2
A) iy XZX fu, X021 T A’v X/x'ﬂ/f—ﬂjnz
x> I yos TX-7 [mer Dl ¥ =
9 fow x4 Ny (x5 ety) fhaasy K3
Y2p X1t ) (%Z)mz)/xw) T (%) T F
L, (x*9)
Jv=7 x~1/ [x+7/ S
dﬁ %W_}T=,&w SR N /u,wsﬁte,
A7 =y
xe /X—// )
o % = /KW ¢« Muw /)(-r‘// Zw yar A= /Z/
y=77* x=7? le:‘,._x X=10,
E - /
i g g ol ] 4
Lo x-S Py
/y.-)/ —
Z -—-/
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priklady 6.7 (4 k& €. 7)
Vypoctéte ndsledujici limity.
. x2-x+1 2x2+43
¢ lim x(¥x2+9—-vx2-9
a) 3522 2x24+x~-1 b) ,fﬂﬁ, V3x%-1 ) x->—00 ( )
7
2 lLow, XZX2T X& x4 1 /Z x}(f—*x—v‘ﬁ /- 0+ 0 /
[719% ' 7 . = a
X0 e -7 y—joo/x‘;/'z"‘_“’lz) A+0 =0 ——‘Z/_

x>0 13x%-7 a0 ¥ 10x7 - /F —

+9)-(x%9))
e Zw//:\’//——_’ [x*= 9’)] ,Zu,u X//};_F+/}§

X -@

by Jir LLZ = Sy pUE) 410 453

o o L e g
/> o [ (% /T%) & =
..x e X—”*m,’!
Véta 6.8

Necht f, g, h jsou funkce a necht existuje prstencové okoli P(x,) bodu x4 € R* takové, Ze pro kazdé
x € P(xy) plati g(x) < f(x) < h(x). Necht J}11}61 glx) = xl",r} h(x) =A , A € R*. Pak existuje
—Xo —Xo

xll’r}txo f(x) aplati }lgclo flx)=4

Pozndmka. Zapamatuijte si, Ze }CIII(I) % = 1. Diikaz lze najit napt. v [1].

Priiklady 6.8

Vypoctéte ndsledujici limity.
1—cos 2x+tg%x

@) Um=E b) lmZE ) lim s
f?w X Hu X A _
a) %W %{ = flu La,s X /dm/ % " los X _”__‘/_/_
X0 0 X =70 ‘_/,\_/ k/7;_J
7
Swk — X '“' fémﬁ K /s 0
/}Z_’:’;’ 5)uy+><%'xéé‘0‘/x ""@zzsﬁ
E . S’MX
Z -z,
Cj/gw 7- mgo/wzfgx &w /me-féasx) /Cosx«-g)ax) os ™%
Y>0 X- S x x>0 X B X
/o2 x4 /gmx) /976‘/() =
i J-siu'x + DUK FgEx W % ot g
i . _i__ = aw/ St ¥
X0 X G x LR XY ()
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Véta 6.9
Necht f, g jsou funkce a xllr}'cl f(x) = 0.Necht existuje prstencové okoli P(x,) bodu x, € R* takové,
—Xa

Ze funkce g je na tomto okoli ohrani¢ena. Pak lim f(x)g(x) = 0.
X—Xo

Priklad 6.9
Vypoctéte ndsledujici limity.
i .1 22 +x+1
- . cose
a) il_r)réxsmx b) ’gm -

a) biuo x 97"%74’=0/ ok tsutes b x=0 (1Eh 69)

¥ =D
Yrx+1 ext! oAl
Y. % bos ¢ - whow -1£ls e 1 2 low %
) A X =0 X>® p
x> (azh 7)

Véta 6.10
Necht x, € R*, A € R a necht plati

a) lim g(x) =4,
X—Xg
b) Funkce f je spojita v bodé A.
Pak sloZena funkce f o g ma v bodé x, limitu a plati

Jm £(960) = £ (Jim 900) = £(A).

Prikiad 6.10

Vypoctéte limitu lim cos (x2 sin l).
x—-0 X

f'(w% éaé—[flf?fw’;— ’ Xzf,“; 7/0: v=p T

/ﬂ’w ws# =1 =  fiw ws A»z gﬂti”) =
%——70 Y- ¢

Véta 6.11
Necht x, € R*, 4, B € R* a necht plati

a) lim g(x) =4,
X—Xg
b) lim fO) =8,
¢) Existuje prstencové okoli P(xy) bodu x, takové, Ze pro kazdé x € P(x;,) je g(x) # A.
Pak lim f(g(x)) = B.
—*Xo
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Piklad 6.11 (£ 4 60 )
. YTFx-1
b) lim X222
x—0 X

Wpoctéte ndsledujici limity.

sin 5x
a} !c-—)[) X
Su S Du 5x
a}&“‘/ X - lw =g S
K=0 Y0 L/—\,/_/’
3
. 7rx — 1/
4 biw
x>0 o
<7
e _ /L
k7 __f_

f’
Jw Yrx =
Ay 7 77

D45 = ‘/ P
bos g7~ s 1y,

X—=7

Priklad 6.12
4 (¥)- %} / )

Vypoctéte limitu llm xin
a

(x)
[X)ﬁ =
ﬂvx%’x
- Aw £

fy X
,ZW X = Km/ 2 -
x=pt =07
I_m/-ﬂ’J) /—'-'

Y=0*
JFoan - /&W /j”y%y)
N ST Ak

= 400 (resp.

Véta 6.12

. éox
/ﬁ/?’\g [P L /,wl‘
oo

Necht f je funkce a necht existuje pravé prstencové okoli P*(x,) bodu x, € R* takove Ze pro kaidé
f( x)

x € P*(x,) plati f(x) > 0 (resp. f(x) < 0). Necht 111’1'1 f(x) = 0. Pak plati hm

71

1 L4
"0_.; = 400 ) ”O—

lim, — = —00)
x-xg Fix) ’
Analogicky pro levé prstencové okoli
Poznémka: Skuteénost obsaZenou v pfedchozi vété budeme symbolicky zapisovat
= _wu-
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Piiklad 6.13 (it 6. /42)
Vypoctéte nasledujicl limity.
im —— . arctg x
a) xl—lg!" x=2 b) x_l,n-+ sinx c) x-00 AYCCotg x
. X # < 7
X0 a
U
Vs s 4
J‘ /g ) = __/_/_. = — A \ﬁt ¢
/ S/ G X p - _ |
X>77 '
y
weg vy  _ "rh”
0’) Z b/ Qrciole ¥ 07" re
X =0
, y['.f.' A
piiklad6.14 [ ale 6 /2)
Existuji-Ii ndsledujici limity, urcete jejich hodnotu.
li sinx+1 b) i cosx+1 . x3
a) x-t% sinx xl’% cosx-1 c) xliTle (x+2)2
. x 1 A
Z, f)l&f‘// Z ?)l«/ + = Jl /_+_0_; i /I/_f_@ Vi
a) pu D X w c p— - T =
Y._;o’f' /3 - X 0+ %u 14 /
X 7 y
u X 4 Y] = /" I
/ Hux+ 1 Jw 4;,: T X s 1 #
-a - N : -
xop % K= 9ﬁ”’ 7 7
e ¥ + 7 .
= fruw T peenstuje
X=>0 SHuw X ’ Y
K wek+ 7 L _ _»
j jw 1021(7‘-7 _ ; __=_.m/ fiﬁ“{ o5 k- 7 0"
") Ypt SKk—7 4 %
7
. /&W s ¥ + —- - D
. los x =7 == V Vi
x=0 x* -4
— = -]

‘ __/_Y_‘é_____ _ l'/'__g /
D b Teg 2 T r TR

Vo @
= ,&u«/ st d )8 T =
72 k==

biw r2)* "y
¥ =of
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VyuZiti limit pro ovéfeni spojitosti funkce v bodé x,

Piikiad 6.15  ( Defonce
Urcete, zda jsou ndsledujici funkce spojité v bodé x.

a) xo=1, flx) = {x+1§:2iii b) xp =2, flx) =

Ix 2I

@) Lo /{x)=07// /(/)=-3 = ,%m y/?x %///) =>

)(—77 S y=7 5/0/7&/
= Mea ¥
Ve, f o 2L TE

Jx-Z /[ ,
/ZW = /zu/ X-d i /(x) W‘sﬁéf{

/%) y__7a?+ /“'Dz k'_70?+
X=g
/x »6/ » ;Qi): -7 >
;%/ C s o 4=2 7t

éL,
1 S 4

Af'z.“ g
_1\ O
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