VEB TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA . .
Iy} UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY APLIKOVANE Matematickd analyza |
"' osTrava A INFORMATIKY | MATEMATIKY

5. cviceni — Posloupnosti a limita posloupnosti (opakovani ze S§)

Pro opakovani pouzijte napt.: http://msr.vsb.cz/posloupnosti-a-rady/vlastnosti-posloupnosti

5.1 Zakladni pojmy

Definice 5.1
Posloupnosti realnych tisel (dle jen posloupnosti) budeme nazyvat funkei, jejimz definiénim oborem
je mnoZina viech pfirozenych Cisel N.

Funk&ni hodnoty posloupnosti se nazyvaji Eleny posloupnosti. Funkéni hodnota posloupnosti f v bodé
n se nazyva n-ty Elen posloupnosti a znaci se misto f(n) zpravidla f,.

Zadani posloupnosti

a) vzorcem pro n-ty élen a,,, napt. a, = 2n — 1,

b) rekurentné zadanim prvniho ¢lenu posloupnosti nebo nékolika prvnich ¢lenéi posloupnosti a
vzorcem, podle néhoZ Ize urcit dalSi tleny podle pfedchozich ¢lend. Napf.:a; = 1,a, = 2,a,41 =
Ap—Ap—q +1,n 2= 3.

Grafem posloupnosti je mnoZina izolovanych bodi.

Priklad 5.1
UrCete prvnich pét cleni ndsledujicich posloupnosti a znézornéte graficky jejich pribéh.
a) a,=(-D*1

G, - (—1)1.7-_- /—7)D= 7 o
— 1 i

a; - (—7)2’=(—7):-7 1+ 4

ts- (-1 =)= 7 °

a, = (-1)"7= (-1)=-7
Ag = - - e = = 7

b) ay=a,=1a,=ap+ayn=3
Q=1 ‘| a,
G, = 1 . |
3= Q,+ A, =
Qy= a3+ G4 =
Ay =W+ Az = 5 S

G &
.+
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Nékteré vlastnosti posloupnosti
Posloupnost (a,,) se nazyva

¢ shora ohranitena, pravé kdyz existuje ¢ € R takové, Ze pro vSechnan € N plati: a, < ¢,
o zdola ohraniéend, pravé kdyZ existuje ¢ € R takové, Ze pro viechnan € N plati: a,, = c,
o ohrani€end, pravé kdyz existuje ¢ € R* takové, e pro viechna n € N plati: |a,| < c,

e rostouci, pravé kdyz pro viechna n € N plati: a, < a,44,

e klesajici, pravé kdyz pro viechnan € N plati: a,, > a,, 44,

e nerostouci, pravé kdyz pro viechnan € N plati: a,, = a,,44,

¢ neklesajici, pravé kdyz pro viechnan € N plati: a,, < a;41.

5.2 Aritmeticka posloupnost

Definice 5.2
Necht (a,,) je posloupnost. Existuje-lid € R takové, ze pro viechna n € N plati

an41 = an +d,
fikdme, Ze (a,) je aritmeticka posloupnost a Cislo d se nazyva diference.

Pro kazdou aritmetickou posloupnost (a,,) plati:

a) n-ty Elen posloupnosti Ize vyjadfit vzorcem a, = a; + (n - 1)d,

b) pro libovolné dva éleny posloupnosti a,., as platia; = a, + (s — 7)d,
¢) pro soucet s, prvnich n ¢lend posloupnosti plati s, = E(al +a,).

5.3 Geometricka posloupnost

Definice 5.3

Necht (a,,) je posloupnost. Existuje-li g € R takové, Ze pro viechna n € N plati
An41 =0, "4,

fikame, Ze (a,,) je geometricka posloupnost a ¢islo g se nazyva kvocient.

Pro kaZdou geometrickou posloupnost {a,,) plati:
a) n-ty &len posloupnosti Ize vyjadfit vzorcem a, = a; - q"1,
b) pro libovolné dva éleny posloupnosti a,., a, platiag = a, - ¢°~7,
n_
c) pro soucet s, prvnich n élend posloupnosti plati s,, = aqu—_ll prog # 1.Je-lig =1, paks, =
na,.

5.4 Limita posloupnosti

Definice 5.4

Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu a € R, jestlife ke kazdému kladnému redlnému Cislu &

existuje pfirozené Cislo n, takové, Ze pro viechna pfirozena &isla n vétSi nebo rovna n, plati
—al < &. Pideme lim a, = a.

Symbolicky zapséno: lim a,, =a © (Ve € R*Ing e NV EN,n =2 ny:la, —a| < &)
n—ooe

54 Martina Litschmannova, Petra Vondrakova




V3B TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA

Ijy |} UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY | APLIKOVANE Matematicka analyza |
" ostrava A INFORMATIKY | MATEMATIKY
Priklad 5.2
DokaZte z definice, Ze lim 1= 0.

n-o0on
lima,=a & (VeeRtIngeNVnEN,n = ng: la, —al < &)
—00

- - — — <

b’i‘e/?.’ ﬂ/mew,mzmo, /m 0o/=<¢ A /,7

/%] <« £ = /)77'5_--=7ﬂ90/=-‘4€

ﬁazm &{/Q édig/ &gé 4
/Was‘; " cel’ a&é béfu/e 46‘/5) A4lL £

Definice 5.5

Rekneme, fe posloupnost (a,) mé limitu plus nekoneéno, jestliZe ke kazdému redlnému &islu k existuje
piirozené Lislo ny takové, Ze pro viechna pfirozend tisla n vétsi nebo rovna n, plati a,, > k.

Pideme lim a, = co.

n—oo

Symbolicky zapsano: 7llin.}o ap, = & (VkeRIngeENVREN,n > ny:a, > k)

Pfiklad 5.3
DokaZte z definice, Ze lim n = oo.
w7 ,@

bnﬁ;/ﬂméﬂ/'/’?-’ﬂ% .
ﬁiéﬁgﬂ’é / /_£77_4

Definice 5.6

Rekneme, e posloupnost (a,) ma limitu minus nekoneéno, jestlize ke kazdému realnému &islu 1
existuje pfirozené &islo n, takové, Ze pro vSechna pfirozena &isla n vétdi nebo rovna n, plati a,, < I.
PiSeme lim a, = —co.

n—oo

Symbolicky zapsano: 11"1010 a,=—o & (VIeRIngeNVREN,n=n4:a, <)

Véta5.1
KaZda posloupnost ma nejvyie jednu limitu.

Definice 5.7

Posloupnost (a,,) se nazyva

a) konvergentni, jestlize ma vlastni limitu (tj. lim a, = a,a € R),
n—=0

b) divergentni, jestlize ma nevlastni limitu (tj. lim a,, = +00) nebo limita neexistuje.
n—=oco

Véta 5.2
KaZda konvergentni posloupnost je ohrani¢ena.
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Definice 5.8
Necht je dana posloupnost (a,,) a rostouci posloupnost piirozenych &isel (k,,). Posloupnost (b,,), pro
jejiz Eleny plati b, = ay,, se nazyva posloupnosti vybranou z posloupnosti (a,).

Véta 5.3
Necht posloupnost (a,) ma limitu a € R*. Pak kaZda z ni vybrand posloupnost ma tutéz limitu.

Definice 5.9

N ] 1\ s = ..
Limitu posloupnosti a,, = (1 + ;) nazyvame Eulerovo Cislo a oznatujeme e.

Véta 5.4

a) Necht (a,) je neklesajici shora ohranitenda posioupnost. Pak existuje kone¢na 111_1)2 a, arovna se
supremu oboru hodnot této posloupnosti, tj. %1_1’)1(‘)10 a, = sup{a,, neN}.

b) Necht (a,) je nerostouci zdola ohraniena posloupnost. Pak existuje koneéna 711_)1’2: a, arovna se
infimu oboru hodnot této posloupnosti, tj. "lll_glo a, = inf {a,, neN}.

c) Necht (a,) je neklesajici posloupnost, ktera neni shora ohranicena. Pak 1]lir§° a, = .

d) Necht (a,) je nerostouci posloupnost, ktera neni zdola ohranitena. Pak lim a,, = —co.
n—oo

Priklad 5.4
Dokazte, ze lim 2™ = oo,

e /h+7 M
. dovece bwpuos” (7 "3 )
14 jm =7 / (ws by Sas a/J} = ,g’m/ Jﬁ; 0
m=>¢c0

. fgug® w' ol ome Ll
/9? Mm=1 % /& MA’ 54c)

Piiklad 5.5

5n
Dokazte, Ze lim (1 + i) =e.

/cfmf,h_, /e s Fouee /vaséa/owa'% /O’Ma,w(y/

m“/ =>

= &I T /e %/%‘“‘"’/’”‘f’%w/ « (17 ],

(Pppuiee &)

/ﬁW [ 1* 4 / > ww (175%) =-ee
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5.5 Vypodet limit

Matematicka analyza |

Véta 5.5
NECht'Ai_I)'E’loan =a, 1{1_{{)10 b, = b,a,b € R*. Pak plati:
a) ,P_',{,‘o(a'n"'bn) =a+b,
b) Ainolo(a"—b") =a-—b,
c) 7lll_r)r°1°(an-bn) =a-b,
q an _g T v
d) 1{1_1)130 E) = Je lib, # 0 provSechnan € N,
e) limla,| = al,

ma-li pfislu§na prava strana rovnosti smysl.

Zakladni limity
[1] 7llirrolcc =c¢ (ceR),
o1
21 lim = =0,
[3] lim n = oo,
n—o0
. 1\ _
(4] Jim (1+3) =e,
(5] AII{}O VYn=1,

o progq > 1,
. 1 prog=1,
n .
[6] gl—r)l;lo = 0 proqe (—1;1),

Priklad 5.6
Vypoctéte limity posloupnosti.
a) limn®+5n—-1) = wom
n—oo
M=>6 M= o0
T e

00

b b - M / =@+~

=32
Ny—

Is

oo y
b) lmm?-5n-1) = ,Z;w [m‘z’/f-f-)—;—_-;h{; )]; 00 . [7—ﬁ~0) iﬁp:

oo - - 1
y—

/hmévf. 47’Zcm

/=260

¢ lim(-n?+5n) =
n—o0
~00 +00
W

oz 47'za4

/=00

Martina Litschmannov4, Petra Vondrékova

low [0 /7'7{)]= w0 (170) = 22

57



. V3B TECHNICKA | FAKULTA KATEDRA
5. cvifeni - Vypocet limit Il “ UNIVERZITA | ELEXTROTECHNIKY | APLIKOVANE
OSTRAVA A INFORMATIKY MATEMATIKY
+ — — '
§) lim St [ /”}//5’/” ZE -5+0-0 _ _ 5
nooo 1+2n+3nz2 ‘s 2 3 f—f- d+ j 3
M= 00 (it m } -

/ g V74 /4f
ﬂy)?%aéw /14/47584 mocid e B SR / /M w

/»//57‘ S L) [f5r0- 2)

. —5n%+8n-1 . - L = =0
o M = /f_f:a (A+2) 0+ d -
(8= 7 ) §- 0 0
0 m="l o iy i 2 3) . W
n-c0 s 20 YZ/) /—/-n—z‘/' —/;)"7' o0
Piiklad 5.7 )
Vypoctéte limity posloupnosti. /. /
a) llm(W 2n) = ZW // 2/7‘;,,—,_ ‘;F/ /éUi[/—_/ - 4
/M2 h=2%
= 0. / 3-d) =
b lim(Vow =4 -3n)= hu [/- /[_%— 3)]
Mm@ po .
W ﬁylzarv = Lalte KLZ&! ast
, 9655+ 3 _ M ﬂw == :3)
/é_f# *3m Aém) m /_/F
gy
o ~75+3) =0
o limmtem -
T
Wﬁ&/ 4‘7‘2&2/

[m%m + dw f/F =

//h’:/-m +//;‘—hz; /nvao/'/b 07) /m )

- e ﬁ///ﬁ-+/¢*?) /far‘/ﬁ— g

=3

() e T =
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@) i e %,,w Y e ) = 16 T // ‘4'_[::”_/‘)
7//}94‘(4—/- 44’) ﬁ 7@;

_/&W%r—'/d S
W«;;; e =L

- G R T
e) lim Yzn +3n+1+\/72m‘ Y
N0 VZni+antli-5n5+1 > 20 /_3. W 7/_—_715-_'_ s
77)7?//75*M et /nﬂs 157 % % ) _
el , L 375'*'4-) _
/n - //ZZ / e "

’/ z
= fw 52*7*7:’6“ + s (T A -
/Mmoo ma/g.’/Z—#/%;_f/TZg- - 6\7?'73—5—
_ 37"27‘07'—0 +g’1—-/5'+0 o 3__2_
PHiklad 5.8 L. [zror0 ~ H570 =
Vypoctéte limity posloupnosti. T P
M
")r{‘l&H) = ZW// /'2 / /,Zaw *77174)]::5
/h—=00 M-
- b (17 ) o 17 -
b) tim (1+1 /W ﬂ —) /7+— S
5
= é, / — —_g
- 7 g 7 s 7 5
o Jm(1+3)" o /W/ﬁ/%)ﬂi //’LF) = ¢ /-2
Mmoo
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9_ 5
Do) - e (12)F - A //m )
m=>00
Z— Vgl” /7 75
5/»1 ,
) 3n+2 ” / - / 5 =
¢ iﬂiﬁ(” /éw /7 55‘-} / S //W 77" 2
m=>0

6/5‘
L)%
m-—)ﬂo // "e_"

P jm(vgs) M ]
__ém//(fr‘- il //1'-(57”42/ 5
7
%‘“’ (/+ ;,ﬁm[/7‘j7,7+252] :
- /éwJ [(7+ Smt2 )%t2~j v /é //*Juz/ //"LJW)
Piiklad 5.9 ) 3/5_

Vypoctéte lim (1 - %)n -é

n-—co

Po2oR ! z’/f-—)””ﬂfoq b /7064?’7&704%;;@ Z//f’%/f
ok L ;/,.:, !t Ao e

wr (G)"- =)

Y% //’—)

V2 VZZ 7% /h, /% /49&/ 4 4
_ /—//7"2
—'—'_____‘-__:_ - -7 /‘f‘ —
N A =l
Véta 5.6

Necht jsou dény posloupnosti (a,,), (b,) a necht existuje n, € N takové, Ze prokaidé n € N,n = n,
je a, < by,. Jestlize déle
a) lima,=aqa, hm b, =b,a,b € R*,pak a < b.

n—oo
b) groloa,,, 0o, pak hmb = 00,
c) 7lll_zxolob = —o0, pak}ll_r’roloan—— 5
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Pfiklad 5.10
Vypoctéte lim nl.
n—oo

’m‘m’/ ;%W /)7./""00 /}7}’/4-@74’ ié;)

o fwr m =00 T PR
=00

Véta 5.7 (o limité seviené posloupnosti)

Necht jsou dény posloupnosti (a,,), (b,,), (c,,) a necht existuje n, € N takové, 7e pro kaidén € N,n =

ngjea, <c, < b,. Jestllzegl_l)r.}oan—hmb =L,L € R*,pak hm ¢, = L.
Priklad 5.11
Vypoctéte limity posloupnosti.
(G
a) 1lll-mon3+4n+5
W

o _ -7) _ / @
- —_— 2 —_ 3 ¢m_/_5— /—/

M3r 9+ 5 ) Vs _7/‘ Sl =D

- twﬂ? "‘2?*5_::. '
g L 1 o b gm0
7‘% M3rpyts OO 7 mmen IS e b 57

b) im—cosz::i

, m%/ /

P-4

e —1Z (08 oFy-1 Z L 7

7 /;ff - M nr’ - 2

, = Uy 2 WS dm-7
- _ . <L = /2%

o biw ()= 0, dw 7 . sk &7

Véta 5.8

Necht lin;) a,, = 0 a posloupnost (b,,) je ohrani¢end. Pak Tllirgo a,b, = 0.
n- =

Priklad 5.12
o v . sin(n?+1)

Vypoctéte lim ———=, )

n—-oe n m o M
2 y%admau

s = g (m=7)E T = /%'w/“%“/)z,q /g Va
. A

biw 7 =0

=00 o Y
Y
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Priklad 5.13
Vypoctéte limity posloupnosti,
a) lim*n = /&mz,{_n/—- - /% %__ - /¢ =1

n-oo m - “wv —_—

M0 m—=200

7.

N

?.
b) lim Va7 = ﬁm(%)‘/éfﬁ; 7//7)

/M= o0

4
7 G %m32=/§—

2n ) \7 =
JenEn T ,,éi‘f,g =100

d) lim V2" +3".

N = HaneT = IR
3
’ /zmo ”';/?r Niww 5" = _.Z
/b—7ﬂ0 M—2%0
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Ptiklad 5.14
Vypoctéte limity posloupnosti.
. 3n \3N
a) lim (3) )
P (m-1) = 1% 3,5
“[Im-1)
Gm ” A / 1+ 5> )
,%‘ SRARA _ w IGm-7
m ( Bm-1 i
/1300 /=200
= g' / = €
. 2n \2n o - 7*7)
o) Jim (Z)" = fowr 4 - Mews (e
M-=200 /=200
ey

00 Lo
= S 7 /m, s

/M=
pZ/n
- o 4 //m //+
%
o i (3121111) P 43
07/14,: /th—f) =3z 7 _J___—
g "= 7
- (-3
2
75
%‘W 3/» ; / % / //f' gn-17
h =D

- ,a,/&‘/ /“‘/ﬁ

/u-wo

- bu (3]

=00
/}’(/Y\-‘/

y,
-0 [e /)/3=
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